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Suites r	elles 
 

Dans tout ce qui suit  { }0 0I n , n n , n= ∈ ≥ ∈ℕ ℕ  

 

I - Rappels et compl	ments  

1) Suite arithmétique  
Définition  
 
 
 
 
 
Conséquences 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exercice  

Soit  n(u ) la suite définie sur *
ℕ  par :

1

n
n 1

u 1

nu 4
u , n 1

n 1
+

=

 += ∀ ≥ +

 

1) Montrer que la suite n(v )  définie sur *
ℕ  par n nv nu=  est une suite arithmétique dont  on 

précisera la raison et le premier terme  
2) En déduire l’expression de nv puis celle de nu  en fonction de n 

Solution  

1) n 1 n n 1 n n nn , v v (n 1)u nu nu 4 nu 4∗
+ +∀ ∈ − = + − = + − = ⇒ℕ n(v )  est une suite arithmétique 

de raison r 4=  et de premier terme 1 1v 1.u 1= =  

2) n
n 1 n

v 4n 3
n , v v (n 1)r 1 4(n 1) 4n 3 et u

n n
∗ −∀ ∈ = + − = + − = − = =ℕ  

2) Suite géométrique  
Définition 
 
 
 
 
 
 
 

Soit n(u )  une suite réelle définie sur I .On dit que  n(u ) est une suite arithmétique s’il 

existe une constante réelle r telle que  pour tout n 1 nn I , u u r+∈ = +  

On dit dans ce cas que n(u ) est une suite arithmétique de raison r  

 

Soit n(u ) est une suite arithmétique de raison r et de premier terme 0u  

•  Pour tout n 0n , u u nr∈ = +ℕ  

•  Pour tous p qp et q ona : u u (p q)r∈ ∈ = + −ℕ ℕ  

•  Pour  tous p et q tel quep q∈ ∈ <ℕ ℕ  on a : p p 1 q p q

q p 1
u u ..... u (u u )

2
+

− ++ + + = +  

 

Soit n(u )  une suite réelle définie sur I .On dit que  n(u ) est une suite géométrique s’il 

existe une constante réelle q telle que  pour tout n 1 nn I , u qu+∈ =  

On dit dans ce cas que n(u ) est une suite géométrique de raison q 

 

4ème      
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Conséquences  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exercice   

Soit  n(u ) la suite définie surℕ  par :
0

n 1 n

u 1

1
u u 3, n

2
+

=



= − ∀ ∈
ℕ

 

1) Montrer que la suite n(v )  définie sur ℕ  par n nv u 6= +  est une suite géométrique dont  

on précisera la raison et le premier terme  
2) Exprimer nv puis nu  en fonction de n 

3) Calculer, en fonction de n, la somme 
2n

k
n

S u=∑   

Solution  

1) n 1 n 1 n n n n

1 1 1 1
n , v u 6 u 3 6 u 3 (u 6) v

2 2 2 2
+ +∀ ∈ = + = − + = + = + =ℕ  

Donc n(v ) est une suite géométrique de raison
1

q
2

=  et de premier terme 0 0v u 6 7= + =  

2) 
n n

n
n 0 n n

1 1
n , v v q 7. et u v 6 7. 6

2 2

   ∀ ∈ = = = − = −   
   

ℕ  

3)

2n n 1

2n 2n 2n

k k k n
n n n

1
1

2
S u (v 6) v 6(2n n 1) v 6(n 1)

1
1

2

− +  −  
  = = − = − − + = − +

 − 
 

∑ ∑ ∑   

    Donc 
n n 1

1 1
S 14. 1 6(n 1)

2 2

+    = − − +         
 

3) Convergence et divergence d’une suite  
Définition  
 
 
 
 
 
 
 
  

Soit n(u ) est une suite géométrique  de raison non nul q et de premier terme 0u  

•  Pour tout n
n 0n , u q .u∈ =ℕ  

•  Pour tous n p
n pn et p ona : u q u−∈ ∈ =ℕ ℕ  

•  Pour tous p et n telquep n ,∈ ∈ <ℕ ℕ

0

n p 1
p p 1 n

p

(n p 1)u si q 1

u u ... u 1 q
u si q 1

1 q

− +
+

− + =
+ + + =  − ≠  − 

 

•  n

n

si q 1

1 si q 1
lim q

0 si 1 q 1

n'existe pas si q 1

→+∞

+∞ >
 ==  − < <
 ≤ −

 

Soit n(u ) est une suite réelle définie sur I et l un nombre réel 

On dit que la suite n(u )  tend vers l lorsque n tend vers +∞  si et seulement si 

n0 il existe p tel que n I,n p u l∀ε > ∈ ∀ ∈ ≥ ⇒ − < εℕ  

On note dans ce cas n n
n
lim u l ou tout simplement lim u l
→+∞

= =  
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Remarques  
• Si une suite n(u )  admet une limite finie l alors cette limite est unique 

• On dit que la suite n(u ) est convergente pour exprimer qu’elle tend vers une limite 

finie quand n tend vers +∞  
• Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente (admet une limite infinie ou 

n’admet pas de limite) 
Définition  
 
 
 
 
 
 
 
Théorème  
 
 
 
 
Démonstration 
Supposons d’abord que l est fini  
Montrons que si n

n
lim u l
→+∞

=   alors 2n
n
lim u l
→+∞

=  et 2n 1
n
lim u l+→+∞

=  

Soit 0ε > , n n
n
lim u l p telque n I,n p u l
→+∞

= ⇒ ∃ ∈ ∀ ∈ ≥ ⇒ − < εℕ  

Et puisque n I,2n 1 2n n∀ ∈ + > >  alors : 
2n

2n 1

u l
n p

u l+

 − < ε≥ ⇒ 
− < ε

2n
n
lim u
→+∞

⇒ = 2n 1
n
lim u l+→+∞

=  

Réciproquement : Montrons que si 2n
n
lim u
→+∞

=   2n 1
n
lim u l+→+∞

=  alors n
n
lim u l
→+∞

=  

Soit 0ε > , 2n 1 1 2n
n
lim u l p telque n p u l
→+∞

= ⇒ ∃ ∈ ∀ ≥ ⇒ − < εℕ         

                2n 1 2 2 2n 1
n
lim u l p telque n p u l+ +→+∞

= ⇒ ∃ ∈ ∀ ≥ ⇒ − < εℕ  

Soient  1 2p sup(2p ,2p 1)= +  et m I∈  alors deux cas peuvent se présenter 

m 2n• =  

1 2n mm p n p u l u l≥ ⇒ ≥ ⇒ − = − < ε  

m 2n 1• = +  

2 2n 1 mm p n p u l u l+≥ ⇒ ≥ ⇒ − = − < ε  

Dans le cas où l est infini, la démonstration se fait de façon analogue  
Exercice  
Etudier la convergence des suites suivantes : 

n *
na) u ( 1) , n= − ∀ ∈ℕ             

n
*

n

cos(n ) ( 1)
b) v , n

n

π + −= ∀ ∈ℕ      *
n

1 n
c) w cos , n

n 2

π = ∀ ∈ 
 

ℕ  

Solution  

a)
2n

n2n

2n 1 2n 1
n

lim u 1u 1
n , et

u 1 lim u 1

→+∞

+ +→+∞

== ∀ ∈  = − = − 

ℕ  

Ainsi 2n 2n 1
n n
lim u lim u +→+∞ →+∞

≠ ⇒ La suite n(u )  n’admet pas de limite donc elle est divergente  

• On dit qu’une suite n(u ) tend vers +∞ et on note nlim u = +∞  si pour tout réel 

A 0>   nil existe p tel que n I,n p u A∈ ∀ ∈ ≥ ⇒ >ℕ  

• On dit qu’une suite n(u ) tend vers −∞ et on note nlim u = −∞  si pour tout réel 

A 0<   nil existe p tel que n I,n p u A∈ ∀ ∈ ≥ ⇒ <ℕ  

 

Soit n(u )  une suite réelle et l fini ou infini 

n
n
lim u l
→+∞

=  , si et seulement si, 2n
n
lim u
→+∞

=  2n 1
n
lim u l+→+∞

=  
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b)
n n

n

cos(n ) ( 1) 2.( 1)
n , v

n n
∗ π + − −∀ ∈ = =ℕ  Donc 

2n 2n
n

2n 1
n

2n 1

1
v lim v 0

nn , et
2 lim v 0

v
2n 1

→+∞∗

+→+∞+

 = = ∀ ∈   = = −
 +

ℕ  

 
Par suite 2n 2n 1 n

n n n
lim v lim v 0 lim v 0+→+∞ →+∞ →+∞

= = ⇒ =  

2n 1 2n 1
n

1 (2n 1) 1
c) n , w cos cos n 0 donc lim w 0

2n 1 2 2n 1 2
∗

+ +→+∞

+ π π   •∀ ∈ = = π + = =   + +   
ℕ      

   
n

2n

1 2n 1 ( 1)
n , w cos cos(n )

2n 2 2n 2n
∗ π − •∀ ∈ = = π = 

 
ℕ  

Pour tout n ,∗∈ℕ  on pose n 2nx w= alors on a : 
2n 2n

n

2n 1
n

2n 1

1
x lim x 0

4nn , et
1 lim x 0

x
4n 2

→+∞∗

+→+∞+

 = = ∀ ∈   = = −
 +

ℕ  

Donc n 2n
n n
lim x 0 lim w 0
→+∞ →+∞

= ⇒ =  

Par suite  2n 2n 1 n
n n n
lim w lim w 0 lim w 0+→+∞ →+∞ →+∞

= = ⇒ =   

4) Opérations sur les limites des suites  
Soient n n(u ) et (v )deux suites réelles définie sur la même partie I de ℕ  

On a les résultats suivants : 
 

nlim(u )  nlim(v )  n nlim(u v )+  

l (l )∈ℝ  l ' (l ' )∈ℝ  l l '+  

l (l )∈ℝ  +∞  +∞  

l (l )∈ℝ  −∞  −∞  

+∞  +∞  +∞  

−∞  −∞  −∞  

+∞  −∞  Forme indéterminée 

 

nlim(u )  nlim(v )  n nlim(u .v )  

l (l )∈ℝ  l ' (l ' )∈ℝ  l.l '  

l 0≠  ∞  ∞  (règle des signes) 

∞  ∞  ∞  (règle des signes) 

0 ∞  Forme in déterminée  

 

nlim(u )  nlim(v )  
n

n

u
lim

v

 
 
 

 

l (l )∈ℝ  *l ' (l ' )∈ℝ  l

l '
 

l (l )∈ℝ  ∞  0  

∞  *l ',(l ' )∈ℝ  ∞  (règle des signes) 

*l ,(l )∈ℝ  0 ∞  (règle des signes) 

∞  ∞  Forme indéterminée 

0 0 Forme indéterminée 
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Exercice  
Déterminer la limite éventuelle de la suite n(u ) dans chacun des cas suivants  

 
2

n 2

n 3n 2
a) u

n n 1

− +=
+ +

     2
nb) u 4n 1 2n= + −        

n n

n n n

4 3
c) u

4 3

−=
+

 

Solution  

a) 

2
2

n 2n n n

n
n 3n 2

lim u lim lim
n n 1→+∞ →+∞ →+∞

− += =
+ +

2

2

3 2
1

n n

n

 − + 
  2

n

22

3 2
1

n nlim 1
1 11 1

11
n nn n

→+∞

− +
= =

  + ++ + 
 

 

b) 2
n 2n n n n

2

1 1
lim u lim 4n 1 2n lim lim 0

14n 1 2n
n 4 2

n

→+∞ →+∞ →+∞ →∞
= + − = = =

 + + + + 
 

 

c) 

n

nn n

n nn nn n n n

3
1

4 3 34
lim u lim lim 1 car lim 0

4 3 43
1

4

→+∞ →+∞ →+∞ →∞

 −  −   = = = = +   +  
 

 

5) Suites bornées et convergence  
Théorème  
 
 
Démonstration : 

Soit n(u ) une suite définie sur I  qui converge vers un réel l 

n n
n
lim u l 0, p telque n I et n p , l u l
→+∞

= ⇒ ∀ε > ∃ ∈ ∀ ∈ ≥ − ε < < + εℕ  

Posons : { }
0 0n n 1 p 1M sup u ,u ,....u , l+ −= + ε  et { }

0 0n n 1 p 1m inf u ,u ,....u , l+ −= − ε  

Soitn I∈ ,  donc : •  Si n p≥  alors nm l u l M≤ − ε < < + ε ≤  

                             •  Si 0n n p≤ <  alors { }
0 0n n n 1 p 1u u ,u ,....u+ −∈ donc nm u M≤ ≤  

D’où pour tout n de I on a : nm u M≤ ≤  donc la suite n(u )  est bornée  

Remarque  

Une suite bornée n’est pas nécessairement convergente  (Exemple : n
nu ( 1)= − ) 

II - Limite et ordre 

Théorème  
 
 
 
 
 
Démonstration  

On suppose que l 0<  et on pose 
l

2
ε = −  

n n
n
lim u l donc q tel que n I , n q u l
→+∞

= ∃ ∈ ∀ ∈ ≥ ⇒ − < εℕ  

n n n

l l l l
u l u l u 0

2 2 2 2
− < − ⇔ < − < − ⇒ < <  ce qui est impossible si on choisit n sup(p,q)≥  

 

Toute suite convergente est bornée 
 

Soit n(u )  une suite  réelle qui converge vers un réel l  

S’il existe p I∈  tel que pour tout entier n nn p, u 0 (resp u 0)≥ ≥ ≤  alors : 

l 0 (resp l 0)≥ ≤  
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On appliquant ce résultat à la suite n( u ),− on montre que si nu 0≤  à partir d’un certain 

rang alors l 0≤  
Remarque  

 On peut avoir nu 0 , n I et l 0> ∀ ∈ =    (Exemple : *
n

1
u , n

n
= ∈ℕ ) 

Conséquences 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Théorème (théorème des gendarmes) 
 
 
 
 
 
Démonstration  
Pour tout n I,∈ on pose n n nx w u= −   et n n ny v u= −   

On a n nn I et n p , x y∀ ∈ ≥ ≤  

Soit 0ε >  

n n n
n n
lim y lim(v u ) l l 0
→+∞ →+∞

= − = − = nq tel que n I,n q y⇒ ∃ ∈ ∀ ∈ ≥ ⇒ < εℕ  

Donc pour n nn I,n sup(p,q) ona : 0 x y∈ ≥ ≤ ≤ < ε  

Soit sup(p,q)α =  

On a alors 0∀ε > nil existe tel que n I,n xα ∈ ∀ ∈ ≥ α ⇒ < εℕ  donc n
n
lim x 0
→+∞

=  

Et puisque n n nw x u , n I= + ∀ ∈  alors n n n
n n
lim w lim(x u ) l
→+∞ →+∞

= + =  

Conséquence  
 
 
 
 
 
 
Exemple 

Soit n(u )  la suite réelle définie sur *
ℕ  par n

sinn
u

n
= .Montrer que n

n
lim u 0
→+∞

=  

On a *
n

sin n 1
n , u

n n
∀ ∈ = ≤ℕ  et 

n

1
lim 0

n→+∞
=  alors n

n
lim u 0
→+∞

=  

 

•  Soient n n(u )et (v ) deux suites réelles définies sur I  qui convergent respectivement 

vers deux réels l et l '  

S’il existe p I∈   tel que  n nn p , on a u v∀ ≥ ≤  alors l l '≤  

Comme on peut avoir l l '= même si n nn p , u v∀ ≥ <   

(Exemple : n n

1 1
u et v

n 2 n 1
= =

+ +
) 

• Soit  n(u )  une suite réelle  définie sur I qui converge vers un réel l et a et b deux 

réels tel que a b<   
S’il existe p I∈   tel que  nn p , a u b∀ ≥ ≤ ≤  alors a l b≤ ≤  

Comme on peut avoir l a ou l b= = même si nn p , a u b∀ ≥ < <    

Soient n n n(u ), (v ) et w trois suites réelles  définies sur I et l un réel  

Si on a
n n n

n n
n n

Il existe p telque n I et n p , u w v
:

lim u lim v l
→+∞ →+∞

∈ ∀ ∈ ≥ ≤ ≤
 = =

ℕ

   alors n
n
lim w l
→+∞

=  

Soient n n(u )et (v ) deux suites réelles  définies sur I  

Si on a :
n n

n
n

n
n

Il existe p telque n I et n p , u v
alors lim u 0

lim v 0 →+∞
→+∞

 ∈ ∀ ∈ ≥ ≤ = =

ℕ
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Exercice  

1) Etudier la convergence de la suite n(v )  définie surℕ  par n n

n cosn
v

3n ( 1)

−=
+ −

 

2) Montrer que la suite réelle n(S )  définie sur *
ℕ  par 

n

n 2
k 1

n
S

n k=

=
+∑  converge vers 1 

Solution  

1) n , 1 cosn 1 n 1 n cosn n 1∗∀ ∈ − ≤ − ≤ ⇒ − ≤ − ≤ +ℕ  

    n nn , 1 ( 1) 1 3n 1 3n ( 1) 3n 1∗∀ ∈ − ≤ − ≤ ⇒ − ≤ + − ≤ +ℕ  

    
n

1 1 1
n ,

3n 1 3n ( 1) 3n 1
∗⇒ ∀ ∈ ≤ ≤

+ + − −
ℕ  

    Ainsi on a : 
n

0 n 1 n cosn n 1

n , 1 1 1
0

3n 1 3n ( 1) 3n 1

∗
≤ − ≤ − ≤ +

∀ ∈  < ≤ ≤ + + − −

ℕ  

    
n

n 1 n cosn n 1
n ,

3n 1 3n ( 1) 3n 1
∗ − − +

⇒ ∀ ∈ ≤ ≤
+ + − −

ℕ  Donc n

n 1 n 1
n , u

3n 1 3n 1
∗ − +∀ ∈ ≤ ≤

+ −
ℕ  

    En plus 
n n

n 1 n 1 1
lim lim

3n 1 3n 1 3→+∞ →+∞

− += =
+ −

 alors n
n

1
lim u

3→+∞
=  

2) Soit  { } 2 2 2n et k 1;2;..n .Ona: 1 k n n 1 n k n n∗∈ ∈ ≤ ≤ ⇒ + ≤ + ≤ +ℕ       

     
2 2 2 2 2 2

1 1 1 n n n

n n n k n 1 n n n k n 1
⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤

+ + + + + +
 

 

     
n n n

2 2 2
k 1 k 1 k 1

n n n

n n n k n 1= = =

⇒ ≤ ≤
+ + +∑ ∑ ∑

2 2

n2 2

n n
S

n n n 1
⇒ ≤ ≤

+ +
  

     Et puis que 
2 2

n2 2n n n

n n
lim lim 1 alors lim S 1

n n n 1→+∞ →+∞ →+∞
= = =

+ +
   

Théorème  
 
 
 
 
 
 
Démonstration  
•   Soit A 0> , montrons qu’il existe un entier naturel m tel que nn I , n m u A∀ ∈ ≥ ⇒ >  

On a n
n
lim u
→+∞

= +∞ ⇒  il existe np , telque n I,n p u A∈ ∀ ∈ ≥ ⇒ >ℕ  

Posons m sup(p,q)=  et soit n nn I. n m v u A∈ ≥ ⇒ ≥ ≥  donc n
n
lim v
→+∞

= +∞  

• Pour n n n n n
n n n

n q on a : v u en plus lim( v ) lim( u ) donc lim u
→−∞ →+∞ →+∞

≥ − ≤ − − = +∞ ⇒ − = +∞ = −∞  

Exercice  

1) Démontrer que * 1
n , n 1 n

2 n
∀ ∈ + − <ℕ  

2) En déduire que 
n

1 1 1
lim(1 ...... )

2 3 n→+∞
+ + + + = +∞  

 
 
 

Soient n n(u )et (v ) deux suites réelles  définies sur I  

•   S’il existe n nq telque n I et n q ,u v∈ ∀ ∈ ≥ ≤ℕ  et  n
n
lim u
→+∞

= +∞  alors n
n
lim v
→+∞

= +∞  

•   S’il existe n nq telque n I et n q ,u v∈ ∀ ∈ ≥ ≤ℕ  et  n
n
lim v
→+∞

= −∞  alors n
n
lim u
→+∞

= −∞  
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Solution  

1) On a : 
n 1 n 1

n 1 n
n 1 n n 1 n

+ −+ − = =
+ + + +

 

* 1 1
n , n 1 n n 1 n n 1 n 2 n

n 1 n 2 n
∀ ∈ + > ⇔ + > ⇔ + + > ⇔ <

+ +
ℕ  

Donc * 1
n , n 1 n

2 n
∀ ∈ + − <ℕ  

2) On a { } 1
k 1,2,...n , k 1 k

2 k
∀ ∈ + − <   Donc 

n n
*

k 1 k 1

1
n , ( k 1 k)

2 k= =

∀ ∈ + − <∑ ∑ℕ  

Ou encore 
1 1 1

( 2 1) ( 3 2) .....( n 1 n) ...
2 1 2 2 2 n

− + − + + − < + + +  

Ce qui donne après simplification 
1 1 1

n 1 1 1 ...
2 2 n

 + − < + + + 
 

 

D’où 
1 1

1 ... 2 n 1 2
2 n

 + + + > + − 
 

  et puisque 
n
lim 2 n 1 2
→+∞

+ − = +∞  alors 

n

1 1
lim 1 ...

2 n→+∞

 + + + > +∞ 
 

 

III- Suites du type  =
n

v f
n

(u ) 

Théorème  
 
 
 
 
 
Démonstration : 

Soit 0ε >  .Montrons qu’il existe np , telque n I,n p f (u ) f (l)∈ ∀ ∈ ≥ ⇒ − < εℕ  

f est continue en l ⇒ il existe un réel 0α >  tel que x J, x l f (x) f (l)∀ ∈ − < α ⇒ − < ε  

n
n
lim u l
→+∞

= , donc il existe p ∈ℕ tel que n I ,n p∀ ∈ ≥  nu l⇒ − < α   

Donc pour n nn I et n p ona u J et u l∈ ≥ ∈ − < α  et par suite nf (u ) f (l)− < ε   

Corollaire  
 
 
 
 
 
 
Exercice  

Soit f la fonction définie sur ℝ par 
2

1 cosx
si x 0

xf (x)
1

si x 0
2

− ≠= 
 =


 

1)  Montrer que f est continue en 0 

2) En déduire la limite de la suite n(u ) définie sur *
ℕ  par 2

n

1
u n 1 cos

n

  = −  
  

 

  

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert J, l un réel de J et n(u ) une suite à 

valeurs dans J. 
Si  n(u ) converge  vers  l  et f est continue en l alors la suite nf (u ) converge vers f (l)  

 

Si n(u )  est une suite à valeurs dans un intervalle J et vérifiant une relation de 

récurrence n 1 nu f (u )+ = où f est une fonction continue sur J 

Si la suite n(u )  converge vers un réel l de J, alors l est une solution de l’équation 

l f (l)=  
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Solution 

1) On a 
x 0

1
lim f (x) f (0)

2→
= = alors f est continue en 0 

2) n

1
n , u f ,

n
∗  ∀ ∈ =  

 
ℕ

n

1
lim 0

n→+∞
= et f est continue en 0 alors n

n

1
lim u f (0)

2→+∞
= =   

Théorème  
 
 
 
 
 
Démonstration  

Soit 0ε >  .Montrons qu’il existe np , telque n I,n p f (u ) L∈ ∀ ∈ ≥ ⇒ − < εℕ  

On a 
x l
lim f (x) L

→
= donc il existe un réel 0α >  tel que x J,0 x l f (x) L . (*)∀ ∈ < − < α ⇒ − < ε  

n
n
lim u l
→+∞

= , donc il existe p ∈ℕ tel que n I,n p∀ ∈ ≥  nu l⇒ − < α   

Alors pour n p on a≥ nu l− < α  et par hypothèse { }nu J \ l∈  

Ce qui permet d’écrire n0 u l< − < α  pour n p≥  

Et d’après (*), on obtient nf (u ) L .− < ε  

En conclusion 0∀ε > , il existe np , telque n I,n p f (u ) L∈ ∀ ∈ ≥ ⇒ − < εℕ  D’où n
n
lim f (u ) L
→+∞

=  

Remarque 
Le théorème précédent reste valable si l ou L est infinie  
Conséquence  
 
 
 
Exemple  

x x t 0 n

1
sin

1 sin t 1x
lim xsin lim lim 1 lim nsin 1

1x t n
x

→+∞ →+∞ → →+∞

 
     = = = ⇒ =   

   
 

IV - Convergence des suites monotones  

Théorème (admis)  
 
 
 
 
 
 
 
Exercice 

Soit n(u )  la suite définie par 
0

n 1 n

u 1

u 1 u , n+

=


= + ∀ ∈ ℕ
 

1) Montrer que nn ,1 u 2∀ ∈ ≤ ≤ℕ   

2) Montrer que la suite n(u ) est croissante .En déduire que n(u )  est convergente et    

    déterminer sa  limite  

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert J, sauf peut être en un réel l de J et 

n(u ) une suite à valeurs dans { }J \ l  

Si  n n
n x l n
lim u l et lim f (x) L où L alors lim f (u ) L
→+∞ → →+∞

= = ∈ =ℝ   

Si f est une fonction telle que 
x n
lim f (x) l alors lim f (n) l
→+∞ →+∞

= =  

 

•  Si n(u ) est une suite croissante et majorée alors elle converge vers un réel l vérifiant 

nu l≤  à partir d’un certain rang  

• Si n(u ) est une suite décroissante et minorée alors elle converge vers un réel l 

vérifiant nu l≥  à partir d’un certain rang  
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Solution  
1) Montrons  par récurrence que nn ,1 u 2∀ ∈ ≤ ≤ℕ   

Pour 0 0n 0 ,u 1 1 u 2= = ⇒ ≤ ≤  

Soit n ,∈ℕ supposons que n1 u 2≤ ≤  et montrons que n 11 u 2+≤ ≤  

On a : n n2 1 u 3 1 2 1 u 3 2≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤ + ≤ ≤  n 11 u 2+⇒ ≤ ≤  

Conclusion : nn ,1 u 2∀ ∈ ≤ ≤ℕ  

2) Montrons  par récurrence que n n 1n ,u u +∀ ∈ ≤ℕ  

Pour  0 1 0 1n 0 ,u 1 et u 2 donc u u= = = ≤  

Soit n ∈ℕ supposons que n n 1u u +≤  et montrons que n 1 n 2u u+ +≤  

On a : n n 1 n n 1 n n 1 n 1 n 2u u 1 u 1 u 1 u 1 u u u+ + + + +⇒ ≤ ⇒ + ≤ + ⇒ + ≤ + ⇒ ≤  

Conclusion : n n 1n ,u u +∀ ∈ ≤ℕ donc  n(u )  est  croissante  

Ainsi n(u )  est croissante et majorée donc elle est convergente vers un réel l 

[ ]
[ [ [ ]

n 1 n

n

u f (u ) où f : x 1 x

u converge vers l de 1;2

f continue sur 1; en particulier sur 1;2 donc f continue en l

+
 = +


 − +∞

֏

 

Par suite l vérifie l’équation l f (l)=  

Alors [ ] [ ] [ ]
2l f (l) l l 1 01 l l 1 5

l
l 1;2 2l 1;2l 1;2

=  − − = + = +  ⇔ ⇔ ⇔ =  ∈ ∈∈  
     donc 

n

1 5
lim

2→+∞

+=  

 
Théorème  
 
 
 
Démonstration  
•  Soit  A 0> et n(u )  une suite définie sur I, croissante et non majorée  

n(u )  est non majorée pp telque u A⇒ ∃ ∈ >ℕ  

Et comme la suite  n(u )  est croissante alors  n pn I,n p u u A∀ ∈ ≥ ⇒ ≥ >   

Ce qui prouve que n
n
lim u
→+∞

= +∞  

•  Soit  B 0< et n(v )  une suite définie sur I, décroissante et non minorée  

n(v )  est non minorée qq telque v B⇒ ∃ ∈ <ℕ et comme la suite n(v ) est décroissante alors : 

n qn I,n q v v B∀ ∈ ≥ ⇒ ≤ <  Ce qui prouve que n
n
lim v
→+∞

= −∞  

V � Suites adjacentes  

Définition  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

• Toute suite croissante et non  majorée tend vers +∞   
• Toute suite décroissante et non minorée tend vers −∞  

On dit que deux suites réelles n(u ) et n(v )  définies sur I, sont adjacentes si les trois 

conditions suivantes sont vérifiées :   
•  Pour tout entier n nn I ,u v∈ ≤  

n n(u ) est croissante et (v )et décroissante•  

n n
n
lim(u v ) 0

→∞
• − =  
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Théorème  
 
 
Démonstration  

n(u ) est croissante donc 
0n nu u≤  et n nu v≤  pour tout 0n n (n I)≥ ∈  

Donc n I,∀ ∈
0n n nu v (v ) est≤ ⇒ minorée 

Ainsi n(v )  est décroissante et minorée alors elle converge 

n(v ) est décroissante donc 
0n nv v≤  et n nu v≤  pour tout 0n n (n I)≥ ∈  

Donc n I,∀ ∈
0n n nu v (u ) est≤ ⇒ majorée  

Ainsi n(u )  est croissante et majorée alors elle converge 

En plus  on a n n
n
lim(v u ) 0
→+∞

− =  donc n
n
lim u
→+∞

= n
n
lim v
→+∞

 

Exercice  
Soient les suites n n(u ) et (v )  définie sur ℕ  par :  

0 0u 2 , v 8= =  et pour tout n ,∈ℕ

n n
n 1

n n

n n
n 1

2u v
u

u v

u v
v

2

+

+

 = +


+ =


 

1) Montrer que pour tout n nn , u 0 et v 0∈ > >ℕ  

2) a) Montrer que pour tout  n nn , u v∈ <ℕ  

    b) Montrer que la suite n(u )  est croissante et que la suite n(v )  est décroissante  

    c) Montrer que pour tout  ( )n n n 1 n 1

1
n , v u v u

2
− −∈ − ≤ −ℕ  

    d) En déduire que pour tout  
n

n n

1
n , v u 6

2

 ∈ − ≤  
 

ℕ  

    e) En déduire que les suites n n(u ) et (v )  sont adjacentes et qu’elles convergent vers la  

        même limite α  
3) Soit n(w ) la suite définie sur ℕ par n n nw u v=  

    a) Montrer que la suite n(w ) est constante  

    b) En déduire la valeur de α  
 
 
 

 
 

 Si deux suites réelles sont adjacentes alors elles convergent vers la même limite  
 


