SUITES REELLES

Dans tout ce qui suit I={n0ON,n=n; },n,ON

1 - RAPPELS ET COMPLEMENTS
1) Suite arithmétique
Définition

Soit(u,) une suite réelle définie sur I .On dit que (u,)est une suite arithmétique s’il
existe une constante réelle r telle que pour tout nOI , u_,, =u_ +r

On dit dans ce cas que (u,)est une suite arithmétique de raison r

Conséquences

Soit (u,) est une suite arithmétique de raison r et de premier terme u,
* Pour tout n0ON, u, =y, +nr

* Pour tous pUNet qUN ona:u, =u, +(p-qr

_q-p+

* Pour tous pNetqUN telquep<q ona:u ,+u, +...+u 1(up+uq)

Exercice
u, =1
Soit (u,)la suite définie sur N par : _nu_+4

n+l

, n=>1
n+1

1) Montrer que la suite (v, ) définie surN" par v, =nu_ est une suite arithmétique dont on

précisera la raison et le premier terme
2) En déduire l'expression de v_puis celle de u, en fonction de n

Solution
1) OnON”,v_,,-v, =(n+1u_,, -nu, =nu, +4-nu, =4 = (v,) est une suite arithmétique
de raison r =4 et de premier terme v, =1.u, =1

2) OnON”, v, =v,+(n-Dr=1+4(n-1)=4n-3etu, =-2=

2) Suite géométrique
Définition

Soit(u,) une suite réelle définie sur I .On dit que (u,)est une suite géométrique s’il
existe une constante réelle q telle que pour tout nOI , u_,, =qu,

On dit dans ce cas que (u,) est une suite géométrique de raison q




Conséquences

Soit (u,) est une suite géométrique de raison non nul q et de premier terme u,
e Pour tout nON, u, =q".u,
* Pour tous nUN et plJN ona:u, =q""u,

(n-p+Du, si q=1

* Pour tous pO0N et nON telquep<n, u +u, +..+u, = 1-q™) |
Pl u|——|siq#l
I-q
+o0 siq>1
.. _|1siq=1
e limq" = )
1w 0 si —1<q<x<l1
n'existe passiq<-1
Exercice
u, =1
Soit (u,)la suite définie surN par : 1

u,,=-u, —3,n0N
2

1) Montrer que la suite (v, ) définie sur N parv_=u_ +6 est une suite géométrique dont

on précisera la raison et le premier terme
2) Exprimer v_puis u, en fonction de n

2n
3) Calculer, en fonction de n, la somme S = Zuk

n

Solution

1) OnON, v, =un+1+6:%un—3+6=%un+3:1(un+6):lV

Donc (v, )est une suite géométrique de raisonq :% et de premier terme v, =u,+6="7

2) DHDN, Vn:Van:‘?.[%j et un:Vn_6:7.(% _6

1 2n-n+1
2n 2n 2n 1_(2j
3) S=>u, =>(v,-6)=> v, -6@2n-n+)=v, | —=——|-6n+1)

n n+l
Done S = 14.(1j [1 - (lj j -6(n+1)
2 2

3) Convergence et divergence d’une suite
Définition

Soit (u,)est une suite réelle définie sur I et 1 un nombre réel
On dit que la suite (u_) tend vers I lorsque n tend vers +oo si et seulement si
(e >0 il existe pON tel que (nOIL,n=>p :>|un —1| <g

On note dans ce cas limu, =1 ou tout simplement limu_ =1

n - +oo




Remarques
* Siune suite(u,) admet une limite finie |1 alors cette limite est unique

* On dit que la suite (u,)est convergente pour exprimer qu’elle tend vers une limite

finie quand n tend vers +o
* Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente (admet une limite infinie ou
n’admet pas de limite)
Définition

* On dit qu'une suite(u,)tend vers +wet on note limu, =+ si pour tout réel
A>0 ilexistepONtelque InOLn2p=u, >A

* On dit qu'une suite(u,)tend vers —coet on note limu,_ = - si pour tout réel
A<0 ilexistepNtelque(nOLn2p=u, <A

Théoréeme

Soit (u,) une suite réelle et 1 fini ou infini

limu_ =1, siet seulement si, limu, = limu, , =1
n - +oo n - +oo n — +oo
Démonstration

Supposons d’abord que 1 est fini
Montrons que si limu, =1 alors limu, =1 et hm 11U, =1

n - +oo n - +oo

Soite>0,limu_  =1= OpONtelque DnDIn>p:>|u —1|<£

n_. +00
|u - 1| <E
> = limu, =limu =1
2n 2n+1
n — +oo

Et puisque [(In0I,2n+1>2n>n alors: n2p=
|u2n+1 - 1| <Eg n - +oo

Réciproquement : Montrons que si hm u, = limu, , =1 alors limu_ =1
Soite >0 l1mu2 =1= Op, ONtelque Dn2p1:>|u2n—l|<s
hm u, ,, =1=UOp, ONtelque n=>p, = |u2n+1 - 1| <g

Soient p =sup(2p,,2p, +1) et m I alors deux cas peuvent se présenter
* m=2n

m2p=nzp, =u, -1 =[u, -1<e

em=2n+1

m2p=n2p,=u,, -1=u, -1|<e

Dans le cas ou | est infini, la démonstration se fait de facon analogue

Exercice
Etudier la convergence des suites suivantes :

- COS(DT[) + (_1) ’ OnON C) w, = lcos( j On 0O N*
n n 2

*

a)u, =(-D",On0ON b) v

n

Solution

u,, =1 Jim w,, =1
a)On 0N, et
u, 1 limu, , =-1

=
n+l S

Ainsi limu,, # hm 1 u,,,, = La suite (u,) n’admet pas de limite donc elle est divergente

n — +oo



_ cos(nm) + (-1)" _ 2.(-1)"
n n

b)On ON, v, Donc On ONV,

limv, =0
et nj+oo
2 limv =0

2n+1

Par suite limv, = &{IEO Vo =0=>limv, =0

n - +oo n - +oo

¢*On0ON", w, ,, = 1 Ccos @Gn+lm_ 1 cos| nmt+ 2 | = 0 donc lim Wy, =0
211 + 1 2 2n + 1 2 n - +o
«OnONY, w,_ = icos 2n1) _ icos(nn) _ (=D
2n 2 2n 2n

Pour tout nON", on pose x, =w,_alorson a: OnON",

Donc limx =0= limw, =0

n - +oo n - +oo
Par suite 31}20 W, = }{I}}o W, , =0= }{I}}O w, =0

4) Opérations sur les limites des suites
Soient (u,) et (v )deux suites réelles définie sur la méme partie I de N

On a les résultats suivants :

lim(u,) lim(v) lim(u,  +v,)
1 10R) I'1'0OR) 1+1'
1 10R) +00 +o0
1 10R) —00 —00
+00 +oo +o
—00 —00 —®
+00 -0 Forme indéterminée
lim(u,) lim(v ) lim(u, .v,)
1 10R) I' 1I'OR) Ll
120 00 o (regle des signes)
0 0 o (regle des signes)
0 00 Forme in déterminée
lim(u_) lim(v,) . [u
B ! lim (—nj
Vn
1 10R) I'M'ORY) 1
T
1 A0R) 00 0
00 1'(I'OR") o (regle des signes)
1,(IOR") 0 o (regle des signes)
00 00 Forme indéterminée
0 0 Forme indéterminée




Exercice
Déterminer la limite éventuelle de la suite (u,) dans chacun des cas suivants

2 _ n _ on
a) u -n -3n+2 b) u, =+4n*+1-2n c) un=4 3

" n’+n+1 A" 430
Solution
3 2 3 92
1-—+— -2+ 2
. ... n*-3n+2 .. I({( n n2j_ 1 n+n2_
a) l1mun—11m2——hm = lim 11 =1
n - +oo n-+o 1) +n+1 na+00/P{2/ 1+l+i na+ool+7+72
n n? n n
b) limu_ =lim+4n®+1-2n = lim 1 = lim 1 =0

n - +oo n - +oo n - +oo 2 n-o
J4n? +1+2n n[ /4+12+2j
n

1_(3jn
c) limun=lim4 ~3 =lim—4=1carlim 3 =0
n - +oo n-+o 4" 4+ 37 nﬂ+oo1+(3 n n-o| 4

5) Suites bornées et convergence
Théoreme

Toute suite convergente est bornée

Démonstration :
Soit (u,) une suite définie sur I qui converge vers un réel 1

limu =1=0e>0,0p0ONtelque OIn0I et n2p , l-e<u_ <l+¢

n 400
Posons : M = sup{uno,un0+1,....up_1,l + e} et m = inf{uno,un0+1,....up_1,l - 8}
Soitn I, donc:* Sin=p alors m<l-g<u <l+e<M

* Sin,<n<p alors u, D{uno,un0+l,....up_1} donc m<u <M
D’ou pour tout nde I ona:m<u, <M donc la suite(u,) est bornée
Remarque
Une suite bornée n’est pas nécessairement convergente (Exemple :u_=(-1)")

Il - ULIMTE ET ORDRE
Théoreme

Soit (u,) une suite réelle qui converge vers un réel 1
S’il existe p I tel que pour tout entier n>p, u_, 20 (resp u, <0) alors:
1>0 (respl <0)

Démonstration
On suppose que 1 <0 et on pose € = —%
limu, =1donc OqUON tel que On 01T, n2q2|un —1|<£

n - +oo

|un - l| < —% - % <u,-1< —% =u, < % <0 ce qui est impossible si on choisit n = sup(p,q)



On appliquant ce résultat a la suite (—u_),on montre que si u, <0 a partir d’'un certain

rang alors 1 <0
Remarque

On peut avoir u_ >0 ,0n0let1=0 (Exemple:u_ =1 ,n0ON")
n

Conséquences

* Soient (u,)et (v ) deux suites réelles définies sur I qui convergent respectivement
vers deux réels letl'
S’il existe pOI telque On=p,ona u,<v,_ alors 1<’
Comme on peut avoir 1 =1'méme si Dn=2p,u, <v,
1
n+1 )
* Soit (u,) une suite réelle définie sur I qui converge vers un réell et a et b deux

(Exemple: u, = L etv, =
n+2

réels tel que a<b
S’il existe pOI telque On=p,a<u,<b alors a<l<b

Comme on peut avoir 1 =aoul=bmémesi On=2p,a<u,<b

Théoreme (théoreme des gendarmes)

Soient (u, ), (v,) et w_trois suites réelles définies sur I et ] un réel

Il existe pON telquellnUIl etn2p, u, sw_<v,_
. . alors limw_=1
limu, =limv, =1 noto P

n - +oo n - +oo

Siona:{

Démonstration
Pour tout nJI,on pose x, =w_ —u_ ety =v_-u,

Ona On0OI etn=p, x, <y,

Soit €>0
lirzlyn = lirp(vn—un)zl—1=O:>l]:1DN tel que DnDI,nzq:>|yn|<£

Donc pour nUOILn 2sup(p,q) ona:0<x, <y, <&
Soit a =sup(p,q)
On a alors e >0 il existe a UN tel que InOLn=>a = |xn| <& donc limx_=0

n - +oo

Et puisque w_  =x_+u_,0On0I alors limw_=lim(x +u_ )=1

n - +oo n - +oo

Conséquence

Soient (u, )et (v,) deux suites réelles définies sur I

Il existe pN telquednI etn=p, un| <v,
Siona:< . alors limu_=0
limv, =0 N P

Exemple
Soit (u,) la suite réelle définie surN" par u, = S Montrer que limu_ =0
n n — +oo
sinn . :
On a On0ON ,un|=usl et hml=0 alorslimu_ =0
n n n — +oo n n - +oo




Exercice

1) Etudier la convergence de la suite (v ) définie surN par v_= 311 —+ c(oslx)ln
n+(-

2) Montrer que la suite réelle (S,) définie surN" par S_ Z%k converge vers 1

_k1n2
Solution
1) OnON"” -1<-cosn<l=n-1<n-cosn<n+1
nON”,-1<(-1)"<1=3n-1<3n+(-1)"<3n+1
1 1 1
, < <
3n+1 3n+(-1)" 3n-1
0<sn-1<n-cosn<n-+1
Ainsion a: OnON", 1 1 1
0< < <
3n+1 3n+(-1)" 3n-1

= OnON"

= [On0ON", n-1 < BTCosh n+l Donc OnON", n-1 <u. < n @
3n+1 3n+(-1)" 3n-1 3n+1 " 3n-1
. n-1 . n+l 1 . 1
En plus lim = lim =— alors limu, ==
new3n+1l n-=3n-1 3 newe "3
2) Soit nON"et k 0{1;2;.n} .Ona:1<sk<n=n’+1<n’+k<n’+n
1 1 1 n n n
- < < < <

< < = < <
n+n n’+k n®*+1 n®+n n®+k n®+1

n n n 2 2

n n n n n

=Y —S) 5 S) 5 > 5 — <85
Sn"+n Sn"+k £Sn"+1 n°+n n“+1

n” n”
Et puisque lim —; =lim———=1 alorslimS =1
nﬂ+oon +n nﬂ+oon +1 n — +oo
Théoreme

Soient (u, )et (v ) deux suites réelles définies sur I

» S’il existe q UN telquenOI etn=>q,u, <v_ et limu_ =+c alorslimv,_ =+o0

» Sl existe qON telquednI etn>q,u, <v, et limv_ =-o alorslimu_  =-o

Démonstration
* SoitA >0, montrons qu’il existe un entier naturel m tel que OnOI ,n2m =u_, >A

On a limu, =+ = il existe pON, telquenOL,n2p=u, >A

Poson:;; =sup(p,q) et soit nJl. n2m=v_>u_ 2 A donc r}n}}o v, =+

*Pour n2qona: -v, <-u, en plus EIEO(_VH) = 400 = I}iﬁr{olc(—uﬁn) = +o0 donc I}irgoun = -0
Exercice

1) Démontrer que InON",v/n+1-+/n < Zjﬂ

2) En déduire que lim(1+

1 1
—t—=+.... —
note {20 N3 vn



Solution

+1-n 1
1)Ona:+vn+1l-+n= n =
Jn+l+yn +n+1++/n

nON,n+1>n - vn+1>Vn « Jn+1+vn>2Vn - 1 <1
Jn+1+vn 2Vn
Donc DnDN*,\/n+1—\/E< 1
2vn
Donc OnON" Z(\/k+ -Jk)< z

1
2)Ona 0k 0{1,2,.n},vk+1 -k <
{ } 2\/E k=1

1
Ou encore (v/2 -v1)+(/3 -+/2) +....4/n \/_)<T+2\/_ \/_

Ce qui donne apres simplification vn+1-1< %(1 + L +..+ Lj

NoRN

D’ou (1 +i +... +ij >24Vn+1-2 et puisque lim2vn+1 -2 =+ alors
\/E \/E n - +oo

lim(1+i+,.,+ij>+oo

%‘

G RN
- SUITES DU TYPE V_ :f!UnJ
Théoréeme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert J, 1 un réel de J et (u, ) une suite a

valeurs dans J.
Si (u,)converge vers 1 et fest continue en | alors la suite f(u )converge vers f(1)

Démonstration :
Soit € > 0 .Montrons qu’il existe pON, telquenOIL,n>p = |f(un) - f(l)| <g

<0(:>|f(x)—f(1)|<£
limu_ =1, donc il existe plUNtel que OUnUI ,n=>p :>|u —l|<0(

n — +oo

Donc pour nOIetn=p onau, OJet |uIl —1| <0 et par suite |f(un)—f(1)|<s

f est continue en 1 =il existe un réel

Corollaire

Si (u,) est une suite a valeurs dans un intervalle J et vérifiant une relation de
récurrence u_,, = f(u,)ou f est une fonction continue sur J

Si la suite (u,) converge vers un réel 1 de J, alors 1 est une solution de '’équation
1=£(1)

Exercice

1- cgsx < £0
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = X

= si x=0

2

1) Montrer que f est continue en 0

2) En déduire la limite de la suite (u,_)définie surN" par u_, =n” (1 - cos (ln
n

8



Solution

1)On a linol f(x) =% =f(0) alors f est continue en 0

2) OnON” | u_ = f(lj , liml =0 et festcontinue en 0 alors limu_ =£(0) =%
n

n na+00n n - +oo

Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert J, sauf peut étre en un réel 1 de J et
(u,) une suite a valeurs dans J \{1}

Si limu, =1 et linllf(x) =L ou LORalors lim f(u, )=L

n - +oo n - +oo

Démonstration
Soit € >0 .Montrons qu’il existe pON, telquen I, n>p= |f(un) - L| <g

On a linllf(x) = Ldonc il existe un réel a >0 tel quexJ,0 <|x—l| <a :>|f(x)—L|<€. (*)

limu_ =1, donc il existe pONtel que OnUOI,n>p :>|un—l|<0(

n — +oo

Alors pour n=pon a |uIl - 1| <a et par hypothése u,  UdJ \{l}

Ce qui permet d’écrire 0 < |uIl - 1| <a pour n=p

Et d’apres (*), on obtient |f(un) - L| <E.

En conclusion [1€ > 0, il existe pON, telqueOnOI,n>p = |f(un) - L| <& D’ou lim f(u, ) =L

n - +oo
Remarque
Le théoreme précédent reste valable si 1 ou L est infinie
Conséquence

Si f est une fonction telle que lim f(x) =1 alors lim f(n) =1

Exemple
. (1
1 N sint 1
lim xsin (—j = lim——>/ =1im =1= lim nsin (—j =1
X — +00 X X — +00 l t-0 t n - +oo n

X

IV - CONVERGENCE DES SUITES MONOTONES
Théoreme (admis)

* Si (u,)est une suite croissante et majorée alors elle converge vers un réel 1 vérifiant
u, <1 a partir d’'un certain rang
* Si (u,)est une suite décroissante et minorée alors elle converge vers un réel 1

vérifiant u_ 21 a partir d’'un certain rang

Exercice
u, =1

,=1+u,, OnON

Soit (u,) la suite définie par {
u

1) Montrer que [InN ,1<u_ <2
2) Montrer que la suite (u,) est croissante .En déduire que(u,) est convergente et
déterminer sa limite



Solution
1) Montrons par récurrence que [InON ,1<u_<2

Pour n=0,u,=1=>1<u,<2

Soitn N , supposons que 1<u_ <2 et montrons que 1<u_,, <2

Ona:2<l+u, <3=1<y2</1+u, <352 =>1<u,, <2
Conclusion : (nON,1<u, <2

2) Montrons par récurrence que InON,u_<u_,,

Pour n=0,u,=1etu, =+/2 doncu, <u,

Soitn N supposons queu, <u_,, et montrons queu_,, <u_,,

Ona: :>unSunﬂ:>1+uns1+un+1:>\/1+uIl S\/1+uI1+1 =>u, <u,

Conclusion : (nON,u <u_,, donc (u,) est croissante

Ainsi (u,) est croissante et majorée donc elle est convergente vers un réel 1
u, =f(u)ouf:x— Vi+x
u, converge vers |l de [1;2]
f continue sur [—1; +00[ en particulier sur [1;2] donc f continue en 1

Par suite 1 vérifie I’équation 1 = (1)

1=f®  [J1+1=1 [I’-1-1=0 1+5 . _1++5
ors = = = l=—— donc lim =———
10[52]  l10[L2]  |10[12] 2 T T g

Théoréeme

» Toute suite croissante et non majorée tend vers +oo
» Toute suite décroissante et non minorée tend vers —o

Démonstration
* Soit A >0et(u,) une suite définie sur I, croissante et non majorée

(u,) est non majorée = UpLIN telque u, > A
Et comme la suite (u,) est croissante alors InULn=p=u 2u >A

Ce qui prouve que lim u_ = +o

n - +oo

* Soit B<O0et(v,) une suite définie sur I, décroissante et non minorée
(v,) est non minorée = [lq N telque v, <Bet comme la suite(v,)est décroissante alors :

On0OIn2q=v, <v, <B Ce quiprouve que limv =-ow

n - +o0o

V - SUITES ADJACENTES
Définition

On dit que deux suites réelles (u )et (v, ) définies sur I, sont adjacentes si les trois

conditions suivantes sont vérifiées :
* Pour tout entier nUI ,u <v,_

* (u,) est croissante et (v, )et décroissante
elim(u, -v,)=0

n - oo

10



Théoréeme

Si deux suites réelles sont adjacentes alors elles convergent vers la méme limite

Démonstration
(u,)est croissante donc u, <u, et u, <v, pour tout nzn, (nUD

Donc Un0L u, <v, = (v,) est minorée
Ainsi (v) est décroissante et minorée alors elle converge

(v,)est décroissante donc v, <v, et u, <v, pour tout n2n, (nUI)
Donc Un0L u, <v, =(u,) est majorée
Ainsi (u,) est croissante et majorée alors elle converge

En plus ona lim(v, -u,)=0 donc limu, = limv,

Exercice

Soient les suites (u,) et (v, ) définie sur N par:
_2u,\v,

n+l u +v

u,=2 , v, =8 et pour tout n[N, noon
—_ ul’l + Vl’l

n+l 2

1) Montrer que pour toutnON ,u >0etv, >0

v

2) a) Montrer que pour tout nON ,u_ <v,
b) Montrer que la suite(u,) est croissante et que la suite(v ) est décroissante

c) Montrer que pour tout nOON ,v_-u < %(Vn_1 = un_l)

d) En déduire que pour tout nON , v, —u, SG(%)

e) En déduire que les suites(u,) et (v, ) sont adjacentes et qu’elles convergent vers la
méme limite a
3) Soit (w_)la suite définie sur Npar w, =u v,
a) Montrer que la suite (w_)est constante
b) En déduire la valeur de a

11



