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DERIVABILITE %

I - RAPPELS
1) Dérivabilité en un point
Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de centre x,

On dit que f est dérivable au point x, s’il existe un nombre réel 1 tel que :
. f(x)-f(x,)

lim —————=9%~

XX X_XO

=1

Le réel 1, lorsqu’il existe, est appelée le nombre dérivé de fenx,, il est noté f'(x,)

Remarque

Le nombre f'(x,) peut étre, également, obtenu en calculant lim fx, + h}i (%)

Interprétation graphique et approximation affine
* Si une fonction f est dérivable en x, alors la courbe représentative de f admet au point

M(x,,f(x,)) une tangente A de coefficient directeur f'(x,)
Une équation de Aest y=f'(x))(x-x,)+f(x,)

Le vecteur ﬁ( j est un vecteur directeur de A

f(x,)
* Au voisinage du point M(x,,f(x,)), la courbe et la tangente son presque confondues .Donc
sur un petit voisinage de x,on peut assimiler la branche de la courbe a un segment de la
tangente. Et de cette facon on peut obtenir une approximation de f(x) si x est proche de x,
en remplacant f(x) par f'(x )(x-x,)+f(x,)

On dit alors que f'(x))(x —x,) + f(x,) est 'approximation affine locale de f(x)

Exemple

La fonction g: x> vx+1 est dérivable en 0 et £'(0) =%

Donc pour x proche de 0, Vx +1 =f'(0)(x —0) + f(0) ou encore v1+x = g +1

Exercice
Soit f la fonction définie sur R par f(x) =x® +3x® +3x +1 et soit { sa courbe représentative
dans un repéere orthonormé 0,1 ,j)

1) Déterminer le nombre dérivé de f en chacun des réels 0 et 1
2) Préciser les tangentes a { aux points d’abscisses 0 et 1

3) Donner une approximation affine de chacun des réels (1,0002)? et (2,0001)*
Solution
1) f est dérivable sur Retona: OxOR, f'(x) =3x*+6x +3 donc f'(0)=3 et f'(1) =12
2) Soient A et A'les tangentes a { aux points d’abscisses 0 et 1 respectivement
A:y=3x+1,A":y=12x-4
3) (1,0002)® = (1+0,0002)* = £(0.0002) = 3x0.0002 +1 =1,0006
(2,0001)° =(1+1,0001)> =f(1.0001) =12 x1.0001 - 4 = 8.0012

1



Dérivabilité a droite - dérivabilité a gauche
Définitions

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]XO - h,xo] (h>0) .On dit que f

est dérivable a gauche en x, s'il existe un nombre réel 1 tel que limM =
XXy X = XO

1

Ce réel 1, lorsqu’il existe, est appelée le nombre dérivé a gauche de f au pointx,, il est
noté f,'(x,)

Si une fonction f est dérivable a gauche en x, alors la courbe représentative de f admet a
gauche au point M(x,,f(x,)) une demi tangente de coefficient directeur f, (x,)

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [xo;xo + h[ (h>0) .On dit que f

est dérivable a droite en x, s’il existe un nombre réel 1 tel que limM
XX, X XO

=1

Ce réel 1, lorsqu’il existe, est appelée le nombre dérivé a droite de f au pointx,, il est

noté f,'(x,)

Si une fonction f est dérivable & droite en x, alors la courbe représentative de f admet &
droite au point M(x,,f(x,)) une demi tangente de coefficient directeur f,'(x,)
Conséquence

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et x, un réel de I

La f est dérivable en x, si, et seulement si f est dérivable a droite enx, et dérivable a

gauche en x, et f,'(x)) =1, '(x,)

Exercice

six<l

Soit f la fonction définie par f(x) ={x -2
(x-2)x-2]six>1
1) Montrer que f est continue sur R

2) a) Etudier la dérivabilité de f a droite et a gauche en 1
b) Montrer que f est dérivable en 2

3) On note ( la courbe de f dans un repere orthonormé (O,f,f) . Préciser les tangente aux

points d’abscisses 0 et 2 et les demi tangentes au point d’abscisse 1
Solution

1) La fonctionx est continue sur ]—00;1] = f est continue sur ]—00;1]

X —
(Restriction d’'une fonction rationnelle)

La fonctionx > (x — 2)|X - 2| est continue sur ]1; +00[ = fest continue sur ]1; +00[
(Produit de deux fonctions continues)

En plus lim f(x) = lim(x - 2)|x - 2| = lim- (x - 2)* =-1=f(1)

Alors f est continue a droite en 1

Par suite f est continue sur chacun des intervalles ]—00;1] et ]1; +00[ et a droite en 1

Alors f est continue sur R



X

_ ——+1 _
2)a) ¢ lim fex) - fW) =limX= 2 = lim& =lim 2 = -2 alors fest dérivable a
x-1"  x-1 x-1" x-—1 -1 (x—2)(x-1) =x-1x-2

gauche en 1 etf,(1) = -2

i fO D e DAL o2l DB e

1 e ——
x-1 X—l x-1* X—l x-1" (X—l) x-1" X—l x-1

Alors f est dérivable a droite en 1 etf,(1) =2
Et puisquef, (1) # f;(1) alors fn’est pas dérivable en 1
- ~2)x -2
b) ¢ lim f) - 1) =lim & )|X | = lin21|x - 2| =0 donc fest dérivable en 0 etf'(2) =0

X-2 X—2 X -2 X—2 X

3) ¢ admet au point d’abscisse 2 une tangente d’équationy = f(2) = 0, une tangente au point

d’abscisse 1 d’équation y =f'(0)x +f(0) = —%x et deux demi tangentes d’équations

y=f,M(x-1D+f1)=-2x+1 et y =f,(1)(x -1) +f(1) = 2x - 3 au point d’abscisse 1
2) Dérivabilité sur un intervalle
Définition

e Une fonction f est dérivable sur un intervalle ouvert I si elle est dérivable en tout
réel de

e Une fonction f est dérivable sur un intervalle [a, b] si elle est dérivable sur ]a, b[ et si
elle est dérivable a droite en a et a gauche en b

* Une fonction f est dérivable sur un intervalle [a, b[ si elle est dérivable sur]a,b[ et si
elle est dérivable a droite en a

* Une fonction est dérivable sur un intervalle ]a, b] si elle est dérivable sur]a,b[ et si
elle est dérivable a gauche en b

L’application qui tout réel x de I associe le nombre dérivé de fen x est appelée fonction
dérivée de f et est notée f'

3) Dérivées des fonctions usuelles

f(x) Intervalle f'(x)

x" ,(nDN\{O;l} R nx"!

L moN) J=,0[ 0u]0, +eo] -
X

Vx 0, e[ L
2Vx
acos(ax +b)
—asin(ax +b)

sin(ax + b) R
cos(ax +b) R

Tout intervalle inclus dans
tan(ax +b) I’ensemble de définition a(l +tan®(ax + b))




4) Opérations sur les fonctions dérivées
Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I

Fonction Intervalle Fonction dérivée
f+g I f'+g'
af (aOR) I af '
fxg 1 f'xg+fxg'
1 Tout intervalle inclus dans _f
f {XDI;f(X)?’-‘O} f2
f Tout intervalle inclus dans f'xg-fxg!
g {x0I;g(x) %0} =
f* (nDN\{O;l} I nf'.f*7
1 . Tout intervalle inclus dans —nf'f™1!
— nUON
pr MO {x 01 ;f(x) # 0}

Il - DERIVEES SUCCESSIVES

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I

» La dérivée f'de f est appelée la dérivée premiere de f

» Sila fonctionf' est dérivable sur I, sa fonction dérivée est appelée dérivée seconde de f et
notée " ou £

« Par itération, si la fonction f™" (n > 2) est dérivable sur I, sa fonction dérivée est

appelée dérivée nieme de f et est notée £™
La dérivée nieme de f est aussi appelée dérivée d’ordre n de f
Exercice

Soit la fonctionf : x — cosx. Montrer que [On[] N et OxOR ona: f™(x) = cos(x +%[j

Solution
f est indéfiniment dérivable sur R et on a :

Pour n=1, f'(x) =-sinx = cos(x +g]

Soit nON" Supposons que,f™(x) = cos(x + n?nj et montrons que f™*V(x) = cos (x

nt D o Ol ni) _ (n+1)m
£ 1)(x)—(f<))(x)——s1n(x+?j—cos(x+ 5 ]

N (n+ 1)1‘[)
2

Conclusion : OnON" et OxOR, f™(x) = cos(x +%[j

Il - DERIVEE DE LA COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS
Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel x, et g une
fonction définie sur un intervalle ouvert J contenant f(x,)

Si f est dérivable en x, et g est dérivable enf(x,) alors gof est dérivable en x, eton a:
gof(x,) =1'(x,).g ' (f(x,))




Démonstration
gly) —g(f(x,))
Considérons la fonction ¢ définie par ¢(y) = y —f(x,)
g'(f(x,) siy =f(x,)

siy #f(x,)

La fonction g est dérivable en f(x,) alors
m 85 ~8(x,))
y11g10 y) = y~f<xO> y —f(x,)

La fonction f est continue en x, alors lim ¢(f(x)) = g'(f(x,))

=g'(f(x,)) = 9(f(x,)) = ¢ est continue en f(x,)

De plus pour x # x, on peut écrire :
f(x)-f(x,)

_XO

g(f(x) - g(f(x,)) _ | ¢E)). si f(x) 2 f(x,)

*% 0 si f(x) = f(x,)
f est dérivable en x, alors limM =f'(x,) donc
X-Xp X = XO
lim &° f(x)—gof(xy) _ lim gf(x)) —gf(xy)) _ im & (f(x ))M =f(x,).g'(f(x,))
XX, X —X, XX X=X, X”XO ~— X,

Conséquence

Si f est dérivable sur un intervalle I et g est dérivable sur un intervalle J tel que
f(I) 0 J alors gof est dérivable surI etona: OxOL(gof)'(x) =f'(x).g'(f(x))

Application (dérivée de~/f )
Soit f une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I

Si on pose g(x) = Jx alors v/f = gof
f est dérivable sur I
g est dérivable sur ]0; +00[

f(D O ]0, +00[ car f est strictement positive sur I
Alors la fonctionf = gof est dérivable sur I et on a:

| | ' ' , 1 f'(x)
Ox OL (V) (x) = (go f)(x) = f f(x)) =f -
xOL(VF) () = g £)160 = £ 00 xg () = £ 0 x s =0 7

Retenons

Si f est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I alors la

fonction ~/f est dérivable sur I et Ox O I,(\/f )'(X) - f®

2/f(x)

Exemple
Soit f: x> Vx> -5x+6
La fonctionu : x = x* -5x + 6 et dérivable est strictement positive sur chacun des

intervalles ]—00,2[ et ]3, +00[ alors f =+/u est dérivable sur chacun des intervalles
2x -5

—00,2[ et |3,+o0| et Ox [|-00,2[0 [3,+00| ,f'(x) = ——-oxo
J-en.2 et J3, o] et Ox 0]n, 21 ]84l 100 ==



IV - THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS
Théoréeme de Rolle

Si f est une fonction continue sur [a,b] (a<b) et dérivable sur ]a,b[ et telle que

f(a) = f(b) alors il existe ¢ D]a,b[ telque f'(c) =0

Démonstration
» Si f est constante sur [a,b] alors f'x) =0 pour tout x D]a,b[

* Supposons que f est non constante sur [a,b]

f est continue sur [a,b] alors f ([a,b ] )est un intervalle fermé borné [m,M] et par suite il
existe a et B de [a,b] tels que f(a) =m et f(B) =M

L’un au moins des réels a et B appartient a ]a,b[ car f n’est pas constante sur [a,b]

Supposons que D]a,b[

Ox O]a,qf ,f(’i:l;(“) = f(;‘)__am <0= 1)(13110("%1;(0‘) =f'(@)<0
Cix O]a, bf ,f(X; - 1;(0‘) = f(;‘)_"am >0= Li%w = £(0) 2 0

Ce qui donne f'(a) =0
Méme raisonnement si on suppose que 3 D]a,b[

Interprétation graphique

Si f est une fonction continue sur un intervalle
[a,b ] ,dérivable sur ]a,b[ et vérifie f(a) =f(b) .

Alors sa courbe représentative, dans un repeére
cartésien admet au moins une tangente parallele
a 'axe des abscisses

Exemple
La fonction f: x > x° —3x" —5x° +15x” +4x +2 est continue sur [-1;1] dérivable sur|-1;1|

et f(1) =f(=1) =14 alors la courbe de f admet au moins une tangente parallele a ’'axe des
abscisses

Théoréeme des accroissements finis

Si f est une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a,b] (a<b) et dérivable
f(b) - f(a)

sur ]a,b[. Alors il existe au moins un réel c D]a,b[ telque f'(c) = b
-a




Démonstration

Posons g(x) = f(x) - (M
b-a

La fonction g est continue sur [a,b] , dérivable sur ]a, b[ et g(a) =g(b) =f(a)

](x —a) pour tout x D[a,b]

D’apres le théoreme de Rolle il existe ¢ D]a,b[ telque g'(c) =0
f(b) -f(a)

b-a
Interprétation graphique

Alors g'(c)=0=1f'(c) =

Si f est une fonction continue sur un intervalle
[a,b ] ,dérivable sur ]a,b[

Alors sa courbe représentative, dans repere cartésien,

admet au moins une tangente parallele a la droite
(AB) ou A(a;f(a)) et B(b,f(b)) f(a)|-

f(b)

V- INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS
Théoréeme

Soit f est une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a,b] (a<b) et dérivable

sur ]a,b[. On suppose qu’il existe deux réels m et M tels que :
f(b) -f(a) <M

m < f'(x) <M pour tout xD]a;b[ Alors m <
-a

Démonstration
La fonction f est continue sur[a,b] , dérivable sur]a,b[ , alors d’apres le théoreme des
f(b)-f(a)
b-a
f(b) -f(a) <

b-a

accroissements finis il existe au moins un réel c de ]a,b[ tel que f'(c) =

L’hypothese : m <f'(x) <M pour tout x D]a;b[ permet de conclure que m < M

Corollaire

Soit f est une fonction dérivable sur un intervalle I On suppose qu’il existe un réel
strictement positif k tel que pour tout xOI , |f '(x)| <k

f(b) - f(a)| < k|b-a

Alors pour tous réels a et b de I,

Démonstration

L’hypothese |f'(x)| <k, pour tout xJI équivaut a : -k<f'(x)<k,x0l
Supposons que a<b

Comme f est dérivable sur I, elle est continue sur[a,b] et dérivable sur ]a,b[.
f(b) - f(a)

—a

D’apres le théoreme de I'inégalité des accroissements finis -k < <k

Ce qui est équivaut a |f(b) - f(a)| < k|b - a|

Cette derniere inégalité reste encore vraie danslescas a>b et a=b



Exercice

1) Soit f la fonction définie sur [0,2} par f(x) =tanx
a) Montrer que [Ox [ {0,;},1 <f'(x)<2

b) En déduire que [Ox D[O,g},x <tanx < 2x

2) Montrer que pour tout xR, , ona: |sin x| <x

Solution

1) a) f est dérivable sur [O,g} et Ox [ [O,E}f'(x) =1+tan’x =

V2

Et puis que [Ox D[O,g}, o <cosx<1lalors [x D[O,g}, é <cos’x<1

cos? x

Donc Ox 0 0,E , 1s—
4 cos“x

<2 Dxm[o,ﬂ, 1<f'(x)<2

b) Soit x un réel de }0;2} alors [O; x] O [0,2}

f est continue et dérivable sur [0; x] et Ut D[O; x] , 1<f'(t)< 2 alors d’apres le

théoreme de 'inégalité des accroissements finis 1< fx) -0 <2=x<tanx <2x

X —
En plus tan0 =0 et I'inégalité est vérifiée donc [Ix [ [0,2},){ <tanx < 2x

2) La fonction g:t > sintest continue est dérivable sur R, et Ot0OR,, g'(t) = cost
En plus OtOR, ,

finison a :OxOR, ,

g'(t)| <1 alors d’apres le corollaire de I'inégalité des accroissements
g(x)-g(0)|<[x-0|= OxOR,,

VI = SENS DE VARIATION D'UNE FONCTION
Théoréme

sinx| <x

Soit f est une fonction dérivable sur un intervalle I
Si f'est strictement positive sur I alors f est strictement croissante sur I
Si f' est strictement négative sur I alors f est strictement décroissante sur I

Démonstration
Supposons que [Ox[OI, f'(x) >0 et considérons deux réels a et b de I tels que a<b

La fonction f est dérivable sur I alors elle est dérivable sur[a, b]
D’apres le théoreme des accroissements finis il existe un réel c de ]a, b[ tel que
f(b)-f(a)=f'(c)(b—a) et comme f'(c) et b —asont strictement positifs alors f(b)-f(a) >0

Ce qui prouve que f est strictement croissante sur I
La deuxiéme propriété découle de la premieére en considérant la fonction —f



Théoréeme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I

Si f'est positive et ne s’annule sur aucun intervalle ouvert contenu dans I alors f est
strictement croissante sur I

Si f' est négative et ne s’annule sur aucun intervalle ouvert contenu dans I alors f est
strictement décroissante sur I

Démonstration
De I’hypothese f'(x) >0 pour tout réel x de I, il résulte que la fonction f est croissante sur I
Supposons qu’il existe deux réels a et bde I tels que a<b et f(a) =f(b) alors

Ox D]a;b[,f(a) < f(x) < f(b) = f est constante sur [a;b] =[x D]a,b[, f'(x)=0 cequi esten
contradiction avec I’'hypothése « f ne s’annule sur aucun intervalle ouvert contenu dans I »
La deuxiéme propriété découle de la premiére en considérant la fonction —f

Exemple

Considérons la fonction f définie sur [O; TT] par f(x) =cosx

f est dérivable sur [O; T[] et f'(x) = -sinx <0 donc f est décroissante sur [0; T[]

et puisque f's’annule seulement en 0 et 1(en un nombre fini de points) on peut dire que f
est strictement croissante sur[O; T[]

Théoréeme

Soit f est une fonction continue sur un intervalle [a, b] dérivable sur ]a, b[

Si f est croissante (respectivement strictement croissante) sur ]a, b[ alors fest
croissante (respectivement strictement croissante) sur[a, b]

Si f est décroissante (respectivement strictement décroissante) sur ]a, b[ alors fest

décroissante (respectivement strictement décroissante) sur[a, b]

Démonstration
Soient c et d deux réels de [a, b] tels que c<d

La fonction f est continue sur [c, d] et dérivable sur ]c, d[ alors il existe un réel
X, de Jc,d| tel que f(d) ~f(c) =f'(x,)(d —¢) Le théoreme en découle

Vil- EXTREMA
Définition (Rappel)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et x,un réel de I

On dit que f admet un maximum local en xs’il existe un intervalle ouvert J
contenantx, et inclus dans I tel que Ox0OJ , f(x) < f(x,)

On dit que f admet un minimum local en x,s’il existe un intervalle ouvert J
contenantx, et inclus dans I tel que Ox0OJ , f(x) = f(x,)

Lorsque f admet un minimum local ou un maximum local en x,on dit que f admet un
extremum local




Théoreme (Rappel)

Si f admet un extrémum local en x,alors f'(x,) =0

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et x,un réel de I

Si f'(x)s’annule en x,en changent de signe alors f admet un extrémum local en x,

X - POINT DINFLEXION

Définition

dans un repéere orthogonal (O,T,E)
On dit que le point A(x,,f(x,)) est un point d'inflexion

de {; si {,traverse sa tangente en ce point

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I
et dérivable en un réelx, de I et (, sa courbe représentative

f(x,)

Théoréeme

d’inflexion de {;

courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1, j)

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ]XO -h,x, + h[ (h>0) et ¢, sa

Sif"s’annule en x, en changent de signe alors le point I(x,,f(x,)) est un point

Démonstration :

La tangente T & {; au point I(x,,f(x,)) a pour équation y =f'(x,)(x —x,) + f(x,)

La fonction @: x - f(x) - f'(x,)(x, — %) - f(x,) est deux fois dérivable sur |x, —h,x, +h[

Et Ox D]x0 -h,x,+ h[ ,@"' =f"(x)etalors deux cas peuvent se présenter :

1* cas :

X Xo_h

X, th

+

/

x [X,—h

Xy

x,+h

=

Alors on :

Alors on a

Ce qui prouve que I est un point d’inflexion de

10

X XO - h XO XO + h
P00 R o
P(x) 0 ’

Positionde ¢ % T

¢ audessousde T

JaudesuusdeT

nT=1
X X,—h X, x,th

P'(x) - )

° \Q\s
®x) " 0

Positionde (% T

¢ audessusde T

{(nT

{audessousde T

=1




