PROBLEMES DE REVISION

PROBLEME 1 ©
Thémes abordées :

e fonctions exponentielles.

e Courbe représentative et calcul d’aire.

e Fonctions définie par intégrales.

e Suites intégrales.

A°/ Soit ¢la fonction définie sur [O,+c[par: ¢(x)=1- e .
1°- Etudier les variations de ¢ et tracer sa courbe ¢ dans un repére

orthonormeé (O, i ,f), unité graphique 2 cm.

2°- Montrer que ¢ réalise une bijection de IR sur un intervalle E que
l'on déterminera . Tracer la courbe §’de ¢! dans le méme repére.
3°- Soit Ala droite d’équation: y =-x+2.

a) Montrer que A coupe ¢ en un seul point A d’abscisse aet que a> 1
b) Soit D la domaine du plan limité par ¢, ‘et A. Calculer ’aire de D

en fonction de a et vérifier que ’aire de D est égale a : (2 -a?) 4 cm?.

1
1-xex

B°/On considére la fonction f de IR vers IR définie par f(x) =

1
et soitI = jf(x)dx.
0

1°/ Montrer que pour tout xelRona: x e-x sle .
2°/ Dresser le tableau de variation de f.
3°/ Montrer que pour toutx >0 ona: 1 < f(x) < ee_1 .

En déduire un encadrement de I.

1
C°/ soitn € IN * et on pose Jn = jx“e'nx dx.
0

1°/a) Calculer J;.

b) En utilisant deux intégrations par parties successives, montrer



que : J2=Z(1-%).

2°/Pour n € IN*, on pose un=1+ J; +Jot+ .... +Jn.

a) Montrer que pour tout x eIRon a:

1-()( e—X)n+1

l+xe-x+....+xne nx = "
1-xe

1

b) En déduire que : 1-un = I X"t e (MDX £ () dx .
0

c) Montrer que pour tout x Z0ona:

1

0< xn+1e—(n+1)><f x) < —
() e"(e-1)

d) En déduire un encadrement de (I — un).
Etudier alors la convergence de la suite (un)
D°/ Soit g la fonction définie sur IR+ par : g(t)=f (Logt) sit>0.
g(0)=0

X

et F la fonction définie par : F(x) = I g(t)dt .
1

1°/ Justifier l'existence de F(x) sur [0, +o|.
2°/ Montrer que F est dérivable sur IR: et calculer F'(x) .

3°/a) Montrer que pourtout t >Oona: Logt—-t+1<0O.

En déduire que _r <t
t-Logt

x2-1

IN

F(x) <0.

b) Montrer que pour tout x € ]0,1[on a:

4°/ Montrer que pour tout te [1,+o[on a:

Log t < t

1+ <
t t-Logt

<1l+Llogt

Encadrer alors F(x) pour x > 1 et calculer lirgrl F(x).

PROBLEME 2 ©
Thémes abordées :

e fonctions logarithmes .

e Courbes représentatives et calcul d’aire.



e Fonctions définie par intégrales.

e Suites intégrales.

Soit n € IN" et £, la fonction définie sue IR+ par :
fa(x) = x (Log x ) six > 0.
fa(0) = 0.
On pose &, sa courbe dans un repere orthonormé ( O, i, T) ; unité

graphique 2 cm.
A°- 1°/a) Montrer que f, est continue a droite en O .

b) Etudier la dérivabilité de f, a droite en O .

c) Montrer que f, est dérivable sur ]0,+« [ et calculer f ’(x)
2°/a) Dresser le tableau de variation de f, suivant la parité de n.

(on distinguera les casoun=1etn >3)
b) Montrer que toutes les courbes &, passent par trois points

fixes : l'origine du repére et deux autres points A et B tels

que xpet xg vérifiant : 0 < xa< Xp .

3°/a) Etudier la position relative de ; et §, puis construire &; et
¢, dans le méme repere.
b) Calculer, en cm?, l’aire de la partie du plan limitée par ¢, et

&, eles droites d’équations : x=1letx=e.
1
B°- On pose Fy (a) = jf“ (x)dx ,avecn >0et acl0,1[ .
a

1°/ a) Sans calculer Fy(a), prouver que Fn(a) admet une limite finie

notée un lorsque atend vers 0+ .

b) Calculer Fi(a) , en déduire que u; = - % .

2°/a) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout

aec]0,1[ etpourtoutn>0Oona:

)n+1_ n+1

02
Fna (a)= —E(Loga F (a).



n+1l
5 u, .

b) En déduire que pour toutn>0ona:un = -

3°/ Soit Ay ,l’aire en cm?, de la partie du plan limitée par&,, I’axe des
abscisses et les droites : x=0 et x = 1.
a) Montrer que : A, = 4 | un| cm? .

n!

b) Montrer que pour toutn >0Oona: A, =F .

c) Montrer que pourn > 3,ona: Ap = 2 A,

En déduire lim A, .

n — +owo

eX

C°/ On pose G(x) = j tLogtdt pour toutx €IR.
1

1°/ a) Sans calculer G (x) ; Montrer que G est dérivable sur IR et
calculer G’ (x) .
b) Déterminer le sens de variation de G .
2°/ a) Calculer G (x) en fonction de x.

b) Dresser le tableau de variation de G .

PROBLEME 3 ©
Thémes abordées :

o fonctions exponentielles.

e Bijections

e Solutions de g(x) = O et signe de g(x)
e Nombres complexes et ensemble des points .
2
X

A°- Soit f la fonction définie par f(x) =x .y e -1

1°/ Déterminer le domaine de définition de f.
2°/ Soit g la fonction définie sur [0, +o[par: g(x)=1-x—-e~-2x .

a) Dresser le tableau de variation de g .



b) En déduire que la courbe de g coupe ’axe des abscisses en

Log?2

gl <a<l1.

un seul point d’abscisse a tel que :

c) Etudier le signe de g (x) sur [0, +x .

3°/ Montrer que pour x >0 on a :
.2
Log [f(x)] = %[1+xLogx]+%Log(1—e x)

En déduire lim+ f(x).
x—>0

4°/ a) Montrer que f (%): a }QZ :

b) Exprimer f’ (x) en fonction de g (ix) .
c) Dresser le tableau de variation de f.

d) Etudier la position relative de §f et Ay = x.
e) Tracer § , Aet dans le méme repére orthonormé (O,T ,f) .
£
B°- 1°/ Montrer que la restriction h de fa ]la oo [ est une bijection

de] % Ao [ sur un intervalle J que 1'on précisera.

2°/ a) Etudier la dérivabilité de h-! sur J.
b) Tracer la courbe &’ de h'! dans le méme repére .
3°/ Soit (un) la suite définie sur IN par : [ up=4
Un+1 = f (Un)

L02g2 <

a) Montrer que pour toutn €INon a: un <4

b) Etudier la monotonie de (un) . En déduire qu’elle est
convergente et calculer sa limite.

C°/- Le plan complexe P est rapporté a un repére orthonormeé
(0,u,v).

Soit y l'application de P dans P qui a tout point M d’affixe tel que

ze{zeC/|z|#1 }, on associe le point M’ d’affixe z’ = —%—.
Log|z|

1°/Déterminer les coordonnées X et Y du point M’ en fonction des

coordonnées x et y du point M.



2°/0n pose E I'ensemble des points M’= y (M) lorsque M décrit la
droite d’équation x = 1 privée du point d’affixe 1.

Montrer que E est la réunion de la courbe §f et d’'une autre courbe

C obtenue a partir de §f par une transformation simple que 'on

précisera.

PROBLEME 4 ©
Thémes abordées :

e fonctions exponentielles et Logarithmes.
e Courbe représentative et calcul d’aire.

e Fonctions définie par intégrales.

e Suites intégrales.

X

Soit f , la fonction définie sur [-1,+o [ par f 4(x) =

On note § sa courbe dans un repére orthonormé (O,i ,j ) ; unité
n

graphique 2cm.

A°-1°/a) Etudier les variations de fietf .

b) Etudier la position relative de § et §2 .
1

Construire § et §2 dans le méme repére.
1

c) Calculer, en cm?, l'aire de la partie du plan limitée par

§1’ §2 et les droites d’é¢quations : x =0etx = 1.
2°/ Soit un la valeur minimale de f, sur [-1,+00].
a) Montrerque: un,={fq,(n-1).
b) Pourx >0, comparer f,+1 (%) et fi (x).En déduire que la
suite (u ) est décroissante et qu’elle est convergente.

c) Calculer lim Log(u,). Endéduire lim u,..

n—+w n—>+o

1
B°/ Pour x €] —,+ [, on pose F (x)= j £,(t)dt .
€
[0}



1°/ Justifier l'existence de F(x) pour x e]l,+oo[.
e

2°/ Montrer que pour tout x €] ! 4o ona:F(x) < x(1- . ).
e Logx +1

En déduire lim F(x).

X—’(E)Jr
3°/ a) Montrer que pour tout x > 1 ona:
[§

Log x

X -1+2jf3(t)df
0

FO0) = (Logx +1)?

X

b) En déduire que pour tout x >1 ona: F(x) > ————;-1
(Logx +1)

En déduire lim F(x)

X —>+0

. . 1
4°/ Montrer que la fonction F est une bijection de ]— ,+o[ sur IR.
e

1
C°/Pourn >1 onpose I, = Iﬁ,(x)dx.
0

1°/ Montrer que la suite (I ) est décroissante et qu’elle est
convergente.
2°/ a) Montrer que pour toutn >2on a:

1 1 e 1
(=) < T, <~ (1-—0).
n-1( 2“‘1) n-1( 2"'1)

b) Déterminer lim I, .
n—+o0
3°/ a) Exprimer f,(x) a 'aide de f,(x) et fq+1(x).
b) En déduire une relation entre I, et I ,+1 et montrer

que .I}Lr?wn I,=1

PROBLEME 5 :
Thémes abordées :




e Etude de fonctions.
e Courbe représentative et calcul d’aire.
e Fonctions définie par intégrales.
e Suites intégrales.
A°- Soit fune fonction continue sur IR. On considére la fonction F

f(t)
1++2

X
définie sur IR par : F(x) = j

-X

dt

1°/ a) Montrer que F est dérivable sur IR et que :

P (x) = f(x)+f§-x)-
1+x

b) Calculer F(0). En déduire que si f est impaire alors F est
nulle.

c) Montrer que si f est paire alors pour tout réel x on a :

Fix = 2 | L0 &
0

3x2+2x+3

2°/ Soit g la fonction définie par g (x) = 112

a) Etudier g et tracer sa courbe { dans un repére orthonormé
(0,i,j).
b) En utilisant 1°/ montrer que : j g(t)dt = 6 x.

c) Calculer, en cm?, l’aire de la partie du plan limitée par &,

l’axe des abscisses et Les droites d’équations : x=-1et x=1.
T gt
B°- Soit G la fonction définie sur |- 1,1[ par: G (x) = I 5 -
4 4 o 1+t

1°/ a) Montrer que G est dérivable sur | - % ,%[ et calculer G’ (x).

b) Calculer G (0) et déduire G %) .

1
2°/ On définie la suite (un) par: uo = j 1%’;2 et pour toutn >1:
0



1 2n

Un ™ Io 1+x2d><

a) Montrer que pour toutn €IN*on a:

0<uy, < En déduire lim u,.

2n+1' n—+w

1
b) Montrer que : u, 4 -u, = nal pour toutn>1.
+

c) Calculer alors:u,u2 etus.

. N o, (-1)¢
3°/ Soit (v n ) la suite définie sur IN par : v, = z .
= 2k+1

a) Montrer que pour toutn €INon a:

i (_1)2kx2k=
k=0

1+(_1)n+1 ><2n

1+x?

' 1 1+(_1)nx2n+2
b) En déduire que : v, = I T x? dx
+ X

c) Exprimer alors v, en fonction de un+1 et uo et en déduire que

(v n) est convergente et calculer sa limite.

PROBLEME 6 :
Thémes abordées :

e fonctions Logarithmes.

e Courbe représentative et calcul d’aire.
e Fonctions définie par intégrales.

e  Suites intégrales.

A°- soit f la fonction définie sur IR par : f(x) =-xLog | X | six=0

£(0)=0

1°/Etudier les variations de f et tracer sa courbe ¢ dans un repére

orthonormé (O, f,f) . Etudier la position relative de {etD :y = x.



1

2°/Calculer j f (x) dx .Déduire l'aire du domaine du plan limité par
1

la courbe ¢, la droite D et I’axe des abscisses .

Ccos X
3°/ Pour tout réel x on pose : G(x) = j f(t)dt.
1

a) Montrer que G est dérivable sur IR et calculer G'(x) .

b) Déterminer 'expression de G (x) pour x # % +km oukeZ.

V3
c) Déduire lavaleurdelI= |2 f(t)dt.

2

B°-Pour n €IN, on consideére la fonction h , définie sur [0,1] par :

><2n+1 LOgX

A

sixe ]0,1[

h.(0)=0 et hn(1)=%.

1°/ a) Montrer que h , est continue sur [0,1] .

b) Soit gn la fonction définie sur [0,1] par :

gn(x) =x2n*1Logx six €]0,]1]
g n(O) = 0.
Montrer que : hn+1(X) — hn (X) = g » (X) pour tout x €[0,1]

1
2°/ Soit (ua(x) ) la fonction définie sur [0,1] par u n(x) = jgn (t)dt

1
On note u »(0) = j g (1)t = lim u,(x).
0

n—0

a) Calculer u »(x) pour x €]0,1[ .

-1

b) Montrer que u 4(0) = Tl

) CalculerG(%Jrkn); pourkeZ.

10



1
3°/ SoitI, = j h, (x) dx .
0

a) Démontrer que pour toutn €IN ona: I —In=1un0).

b) Etudier les variations de la fonction ¢ définie sur | 0,1 par :
1
o(x) = 2Logx+ —-x.
X

c¢) En déduire quesiO<x <1 alors:0 < #@JIX<%-
x -

d) Montrer alors que pour tout x €[0,1] ona: 0 <h (x)< %xz" .

n
e) Montrer que pour toutn >0Oona:lg= l(ziz)JrIn.
4 =k
n

En déduire : lim z ki en fonctionde I ¢ .

n —+o0 2
k=1

PROBLEME 7
Thémes abordées :

e Fonctions Logarithmes.

e Courbe représentative et calcul d’aire.
e Fonctions définie par intégrales.
e  Suites intégrales.

Soit n un entier naturel tel que n > 1.0n considére la fonction f,

Log x )"
définie sur [ 1, +oo[par: 4 (x) = _ll#
n! X

§ sa courbe représentative dans un repere orthonormeé (O,; ,T) .
n
A°-1°/ Etudier les variations de f ; et déterminer li)n} f; (x)

2°/Tracer la courbe §1 ainsi que la tangente a §1 au point
d’abscisse 1.
B°-1°/ Calculer lim fu(x).
X —>+0

n

2°/a) Calculer f ,'(x) et vérifier que f ( e? ) = 0.
b) Dresser le tableau de variation de f ..

11



¢) Vérifier que la valeur maximale de f, sur [1,+o[ est :
— 1 n n
Y ( 2 e) '
3°/a) Soit x €[1,+x[ . Etudier le signe de f2(x) — f1(x).

b) Préciser la position de §1 et §2 .

4°/ a) Soitn >1 . Calculer 0109 pour x > 1.
nX

n+1

b) Montrer que : yn+1 = %fn (67) etquey,,; < % Yn -

c) En déduire que : yn+1 <

et déterminer lim yn.
e. n—>+ow

X
C°-Pour toutn >1 et Vx €[1l,4] ,onpose: F,(x) = Ifn(x) dx .
1

1°/ a) Soit k 21 un entier . En utilisant une intégration par parties,

t SIS C Lo
montrer que : F x+1(x) = F «(X) - ————
d k! Kk + 1)l
. n, (Log x)k
b) En déduire que pour V n >2ona: Fn(x)zl-Z:lT
2°/ Soit a >1 un nombre réel fixé .
a) Montrer que : 0 <F y(a) <(a-1)yn .
b) En déduire : nli_{rlen(a)‘
0 n (Logx )k
3°/ Pourn 21 etx 2 1 onpose : Vn(x) =1+ kz T
=1

a) Exprimer V,(x) en fonction de Fy(x) .

b) Déterminer: lim Vnh(a); a=1fixé.
n—+w
c¢) En déduire la limite , lorsque n tend vers +o0, de la suite

(Up) définie par: U, =1 +kZ: %
=1

12



PROBLEME 8
Thémes abordées :

e fonctions exponentielles et Logarithmes.

e Courbe représentative et calcul d’aire.
e Fonctions définie par intégrales.
e Suites intégrales.

Soit n € IN* et f, la fonction définie sur [0, + o [ par :

1
fax) = xe ™ six>0.

£a(0) =0

On note § sa courbe représentative dans un repére orthonormeé
n

O, i ,f) ; unité graphique 4 cm.
A°-1°/ a) Montrer que f » est continue sur [0,+o[ .

b) Etudier la dérivabilité de f, en O .
c) Calculer f,’(x) pour x > O et justifier que f , est strictement

croissante sur |0,+ o .
2°/a) Déterminer 11)1{1 fa(x) .
b) Soit g la fonction définie sur [0,+o0[ par: g(t) =e-t—(1-1).
Dresser le tableau de variation de g .

En déduire que pour toutt >Oona: 0<l-e ' <t.

c) Soit t >0;En intégrant par parties sur [0,x], deduire que pour
X 2
tout x positifona: 0 < e™* -(1-x)£7.

3°/a) Démontrer que pour tout x > 0, on a :

1
2n%x

0 <, ()-(x-1)
En déduire que la droite D, : y = x- % est une asymptote a §n.
b) Préciser la position relative de §n et Dy .
Tracer §n et Dn pourn = 3.

4°/Dresser le tableau de variation de f , .

13



5°/a) Tracer §1 et son asymptote D, préciser la tangente en O

b) Montrer que pourn >0 on a § est limage de §1 par une

n

1

homothétie de centre O et de rapport o

c) Construire § sur le méme graphique que § .
2 1
1
6°/Pour tout n > 0 et pour tout x €[0,1Jonpose : I, = I f (x)dx.
0

a) Montrer que pour tout x € [0,1] ona: f,(x) < x.

b) En déduire que pour toutn >0Oona: I, s%
11 1 -2
c) Etablir que pour toutn >0Oon a: > SEe n
n

d) Déterminer la limite de I, quand n tend vers + 0

1
B°-1°/ Démontrer que pour tout n > 0 I'équation : x e "*= 1 admet

une seule solution notée : a, telle que a, > O.
2°/ Démontrer que anest une solution de ’équation : x Logx = % .

3°/ Soit h la fonction définie sur [0,+o [ par : h (x) = x Log x.
a) Etudier les variations de h .
b) Prouverque: 1,76 < an,< 1,77 pourn >1 .
c) Montrer que la suite (a,) est décroissante.

d) En déduire qu’elle est convergente et vérifier que sa limite
a est telle que a>1

e) Montrer que h (a) = 0 et en déduire la valeur de a.

14



PROBLEME 9 :
Thémes abordées :

e fonctions exponentielles.

e Fonctions définie par intégrales.

e  Suites intégrales.
X 2
On considére la fonction F définie sur IR par : F(x) = I et dt.
0

A°/1°/ Justifier l'existence de F(x) sur IR .

2°/ Etudier le sens de variation de F et montrer que F est impaire.

2t

3°/ a) Vérifier que pour tout t c[2+c[ona: et < e’
En déduire que pour toutx > 2 on a:

1_e4—2x 2

F(x) < 7 +Io e tdt.

2e

2
b) Prouver que pour tout x >2 ona :F(x)< ZLe‘l + .[o e tdt.

4°/ Montrer que F est majorée sur IR et que F posseéde une limite

finie L en +o. (On ne demande pas de calculer cette limite )
B°/ Soit f la fonction définie sur IR par {(x) = .[Z e ot dt
0

1°/ Montrer que pour toutx >0 on a: 0< f(x) <e™*
et calculer lim f(x).
X—>+0
2°/ On pose, pour tout x

e IR et pour tout Te]-%,g[i g(t)=F(xtgt).

a) Montrer que g est dérivable sur ]- %%[ et que :

’ _ X -x? tg?t
X) = e .
&) cos %t
L e—x2 tg®t
b) En déduire que pour tout x eIRona : F(x)= x ..[04 “eos? dt.
co

- 254 -



3°/En admettant que f est dérivable sur ] - %%[ et que :

X
T - 2
T g cos T

f(x) = -j 4 dt;
(%) 0 cos’t
Prouver que pour tout x eIRona: [{(x?) ] =-2e ¥ F(x).

4°/ soit h(x) = {(x?) + [F(x)]?; pour tout x IR.
a) Montrer que h est une constante et calculer cette constante.

b) En déduire que lim F(X):g'

X—>+0
c) Dresser le tableau de variation de F et donner I’allure de la

courbe de F .

C°/ On pose pour toutn eIN et x>0 : Uy(x)= I; et dt

et Vo = lim U,(x).

X —>+0

1°/ Vérifier que Vo =

I\)‘|§|

2°/ a) Montrer que pour toutn >2ona:V, =n7_1V 5.

-
nl V1

b) En déduire que : Vn.Vn+1 = W .

c) Déterminer alors les termes V3 et V4 de la suite (Vy).

PROBLEME 10
Thémes abordées :

o fonctions exponentielles . Famille des fonctions.

e Fonctions définie par intégrales.
e Suites intégrales.
A°/ Soit f la fonction définie sur IR. par :
flx) =x (1-Logx) six>0
f(0) = 0.

On désigne par  sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O, i, ] ).

255



Amor Etteyeb Problémes de révision

1°/ a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite en O.
b) Dresser le tableau de variation de f.
c) Préciser la tangente T a £ au point d’abscisse e , et construire
EetT.
2°/ Soit (un) la suite définie sur INpar: [ uwo=e,
{ Un . P(Un+1) = flun) .
a) Montrer que la suite u est géométrique et calculer u, en

fonction de n.

n
b) Calculer S, = z Y, , puis lim S, .

—~ N+
3°/ Pour tout entier naturel k , on pose M et Mk+1 les points de &
d’abscisses ux et ug+1.
On note A, laire du triangle OMiMzy+1.
a) Montrer que Ax= 2 [ux f(uk+1) — uk+1 f(uk) | cm?. Puis calculer
A, en fonction de k
n
b) Calculer B, = ;; A, .puis nl_i)ri\w B, .
B°/ Soit p un entier naturel non nul et g, la fonction définie sur IR
par :
gp(x) =xP (1 - Log|x|) six =0
gp(0) = 0.
On désigne par &, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O,i,}).
1°/a) Etudier la parité de gp.
b) dresser, suivant la parité de p , le tableau de variation de gp.
2°/a) Montrer que toutes les courbes §, passent par quatre points
fixes.

b) Construire dans le méme repére les courbes &, et &,.
3°/ On note [;(x) = legp(t) dt ; pour tout x €]0,1] et peIN*.
a) Calculer I(x).
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b) Calculer lim I (x) , et interpréter graphiquement cette limite

x—>0%
notée Ip.
c) Calculer, en cm? , laire de la partie du plan limitée par et &,

et les droites d’équation : x =0 etx = 1.

dt.

1
C*/ Soit G la fonction deéfinie sur |-, 0] par G(x) = | fl (2
eX +

1°/ a) Montrer que G est dérivable sur |-«,0]et que :
2x
e (x-1)
Gx)= ————
) 1+e%%
b) En déduire le sens de variation de G sur |-, 0]
2°/ a) Montrer que pour tout x €]-o,0]on a :

1 1 )
5 L) < 609 < o L

c) On admet que la limite de G(x) en -» existe et finie et est

notée /.

d) Montrer qu'on a alors % </ S%.

PROBLEME 11

Le but de ce probléme d’é¢tudier la convergence de la suite

1 cos* @
Un (0,0) = zcok_a ;Pour 0< a et 6 €0, g]
k=1

Partie I :
Soit f , (x) = X—la pour a >0 et x € IR,
1) étudier {,
2) tracer la courbe représentative C, de f,

Partie II

Dans cette partie on suppose que 6 = 0

A°/ Montrer que Uy (0,0) est divergente
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B°/ On suppose que o = 1.

k+1
1) Montrer que ! SI (L3 1
k+1 Jx x Kk

2) En déduire que U, (1, 0) divergente
C°/ Supposons que 0 <a < 1

1) Montrer que Uy(1,0) < Uy (a, O)

2) Montrer que Uy(a,0) est divergente
D°/ Supposons que o > 1

1) Montrer que Uy(a,0) - 1 < 1 [L-l]
1-a "pna-1

2) Montrer que Uy(a,0) convergente et que sa limite ¢ vérifie :

< <
0< ¢ Ta-1

Partie III

Dans cette partie on suppose que 6 € |0, % ]

A°/sif= , montrer que U, (a,0) convergente

I
2

B°/ 1) supposons que 0 # % Calculer S, = ZCOSk e
k=1

cos©

Montrer que |Sa| <
sin—
2

(S, -S
2) Montrer que Un(a,0) = z% + cos 0
k=2

n-1
P 1 1 S, cos6
3) En déduire que Uj (a,0) = E Sy (—- i RS
) 4 (e.5) = (ka (k+1)°) n? 2

cos©

(e
Zsing 2¢
2

4) Montrer que | Up (a,0) | <

+sin(20)]

S5) En déduire apres I’étude de monotonie de Uy(a,0) que cette

suite converge
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Partie VI (facultatif)

1) Montrer que g, : ]0, L] > IR
0> Ux (0,6)
est dérivable sin ]O, %] et montrer que gn(0) =tg 6 . Un(a-1, 6)

2) en déduire que g’n(0) converge pour o > 1 et calculer sa limite

poura =1

3) pour quelle valeur de a la suite ( g.® (0) ) est convergente

sip>1.

Finalement on peut amuser avec la suite V, (B, 6) = ZSinG
k-1

PROBLEME 12

Le but de ce probléme est de calculer la limite L de la suite (Sa)n1
définie par :

n

k . .. .
Sy = zm, puis la limite de la suite n > n(S, — L)

k=1
1°/ Soit f la fonction x 1 X > - Montrez que pour tout naturel n > 1
+x
1< (k
Sn=—) f|—
2)

2°/ Soit ¢ une fonction continue et croissante sur [0, 1].

a) Prouvez que pour tous les naturels ketntelsque 1<k<n-1:

k+l
1 (k b
—(p[—j < j(p(x) dx
n \n .

b) Prouvez que pour tus les naturels ket ntelsque 1 <k<n:

k

j e(x) dx < i (p[Ej
n

k-1 n

n
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1w (k
c) Déduisez du 2.a) un encadrement de S, = — z qJ[—j , puis
n& \n

1
prouvez que : lim S, = I e(x) dx
d

n—+o0w

Montrez que ce dernier résultat est encore valable si ¢ est
décroissante sur [0, 1] au lieu d’étre croissante en considérant la
fonction (- ¢) .

1) Prouvez que (Sp)n>1 €st convergente et explicitez sa limite L.
1 n k k

2) Démontrez que : Sy —I f(x) dx = Z Ikﬂl( f(—j - f(x)j dx
0 Pl n

c) En appliquant 'inégalité des accroissements finis, prouvez

o 2] 2] 2] 1 2] 52

ou k et n sont des naturels tels que 1 <k <n et x un réel

de [E,E]‘
n n

c) Prouvez, grace aux résultats des deux précédentes questions,

1
1 & k 1 a k-1
: f''—| <S_ - |f dx < f'|——
W o 2 [nj " !‘X) x 2 o X (nj

k=1 k=1

d) Détérminer alors lim [n(Sn, — L)].
n—+oo

PROBLEME 13

Soit n un entier naturel non nul et f, la fonction définie |- o, 1] par :

fn (x) = x» Log [1 !

—X

j et fo(x) = Log [ILJ . On désigne par (Cy) sa
—X

courbe représentative dans un repére orthonormé (O,1,j).

X

A°/ 1°/ on pose, pour tout x de |- o, 1[; hn(x) = 1 0 Log(1-x).

a) Etudier le sens de variations de hy.
b) Calculer h,(0) et en déduire le signe de hy(x).

2°/a) Dresser, suivant la parité de n, le tableau de variation de f,.
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b) Tracer dans le méme repére R, les courbes (C,) et (Cz), en

précisant la position relative de deux courbes.
3°/ On pose pour tout x de |- o, 1[, Fu(x) = I; £,(t) dt

a- Montrer que pour tout n de IN* on a :

n+1 n+1

F VRS SR S S
n = t.
&)= rtee G g b

b- Vérifier que pour tout t de |- «, 1[ on a :

c- En déduire que pour tout n de IN*, et pour tout x de |- oo, 1]

ona:

1 %2 Xn+1
(n+1) Fu(x) = x2*2 Log txX+ —+...+ + Log(1-x)
1-x 2 n+1

4°/a- Calculer Fg(%) et Fl(%).
b- En déduire l’aire du domaine limité par les courbes (C,) et (Co)

et les droites d’équations respectives x =0 et x = %

B°/ 1°/ Pour tout x € [0, 1], on pose, Fo(x) = I;fo(t)dt

a) En remarquant que pour tout x de |- «, 1[ on a : fo(x) = -Log(1 —x)
Etudier les variations de fo et Tracer Co
b) Montrer que pour tout x de [0, 1| on a : Fo(x) = (1-x) Log(1-x) + x.
c) Donner une interprétation géométrique du réel Fo(a) pour
a € [0, 1].
2°/ Soit f une fonction deux fois dérivables sur [a, b] ; (a < b) et

vérifiant pour touttde [a,b]; f’(t) < O.
Pour tout x de [a,b], on pose F(x) = I)}(t)dt —% (x-a)[fla)+ f(x) ]
a- Calculer F'(x) et F”(x) pour x € [a ,b].

b- Etudier le sens de variation de F’ sur [a,b].

c- En déduire le signe de F’(x).

d- Montrer alors que I]}(t) dt <% (b -a)[fla) +1(b) ].

a
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C°/ Dans cette partie on se propose d’é¢tudier la suite (vn) définie par :

Vi = ; pour toutn > 2.

n-1

n
1°/ a- Vérifier que pourtoutn>2ona: vy =12 (1)
n-1)l
150k
b- En déduire que pour tout n>2 on a: Log(va) = = » f3(=)
n n
k=1

2°/a- Montrer que pour tout n > 2 et pour tout entier k vérifiant

O0<k<n-2ona:

k+1

1, k — 1 k k+1
—fp) < [ folt) dt s—{fo(—wfo( )}
n  n - 2n n n

(on pourra utiliser les résultats de la partie B/2) )

b- En déduire que pour tout entiern > 2 on a :

1 1 1 1 1
Log(va) + — Log(—) < I nf(t) dt < Log(v,) + — Log(—)
n n 0 2n n
3) a- Montrer que pour toutn>2on a:
1 1 1 1
—Log(—)+ 1-— < Log(v,) <1-—
2n n n n
b- Montrer que la suite (v,) est convergente et calculer sa

limite lorsque n tend vers + ©

PROBLEME 14

dt

3x
A°/ Pour tout x € IR+ ; F(x) = J’ co: t

Le but de cet probléme est de dégager quelques propriétés de la
fonction F définie par une intégrale que 1’on ne cherchera pas a
calculer.

1) Déterminer

a) le signe de F[gj

b) le signe de F [gj
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t 1
2) Montrer que pour tout t € IR+ on a: %() < i
Et que pour tout x € IR |F(x)|] < Log 3.
3) Démontrer que pour tout t € IR": :
t
3y SINZ—
Log3—F(x)=2.[ t2dtetque:O£Log3—f(x) < 2 x?
X

En déduire que F admet une limite a droite au point O.

Log 3 - f(x)

4) Soit m la fonction définie sur IR par: m(x) =
X

Etudier la limite de m a droite au point O.
B°/ Soit G la fonction réelle telle que pour tout x € IR"::
G(x) = F(x)
{ G(0) = Log 3
1) Démontrer que G est continue sur IR..
2) En exploitant la méthode d’intégration par parties, établir que

pour tout

x IR ona: G(x)—w £3i
X X

En déduire que pour toutx € IR+ ; |G(x)]| < % et étudier la

limite de G en + o
3) Démontrer que F est dérivable sur IR. et que pour tout
x € IR+ on a:

Gl = = 4 cos x.sin*x

X
4) Déterminer ’ensemble des réels pour lesquels la fonction G

présente un extremum.
Déterminer les intervalles sur lesquelles G est :

a- croissante ;

b- décroissante
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5) On désigne par G la restriction de G a l'intervalle [0, 27].
Donner le tableau de variations de G; sans préciser les

g T T
valeurs des extremums et en déduire que, sur ]—,—[,

6 2

G; admet une solution.

PROBLEME 15

Soient x un réel strictement supérieur a e( ¢>0 ), n € IN" et fune

fonction numérique de la variable réelle définie et deux fois dérivable
sur lintervalle [O, 1].
Soit (Un)ns1 la suite réelle donnée par :
= 1 n
vn21, Us= Y ()= f() .+ f(-
; D=1 )

1) Vérifier que la suite (Un)ns1 est bien définie.

2) a- Montrer que pour tout n € IN* et pour tout p € {1, ..., n}il

existe Cp,p € ]0, 1] tel que :

2

(Cn,p)

2y = £(0)+ 2 £(0) + P
n n n

2 2a
b- En déduire que pour tout n € IN*:

1 .. 1 O oo
Ua- 1 f(0)- —“(;nz ) £(0)= L D)
p=1

p?o n(n+1)2n+1)

3) a- Montrer par récurrence que Ve IN*, 6

p=1

b- En posant M = sup |{’(x) |, montrer que Ve IN*, x € [0, 1].

n(n+1) ., nin+1)(2n+1)
Ona:| Us—nfO) | - f'0) < ——————n
| ( ) | 2n¢ ( ) 12“20
c-Déduire que la suite (vn) n»1 , définie par :
vn>1,: vnp=Us—nf0)- n(; -;1) f'(0) ; converge vers O
n

4) On suppose que f(0) = £(0) = 0. Montrer que lg? Un=0
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PROBLEME 16

Soit n € IN et f, la fonction définie sur | 0, +oo[ par f, (x) = 1+ Log x
X

On désigne par ¢, la courbe représentative de f, dans un repére
orthonormé (OFI)

A°/ On suppose dans cette partie que n = 0 et on pose :
F(x) = LX fo (t)dt pour tout x > 0.

1) a- Montrer que V x € [1, +oo , F(x) = x Log x
b- Montrer que F réalise une bijection de [1, +oo[ sur un
intervalle J que l'on précisera.

2) Soit k € IN. Montrer que ’6quation F(x) = k admet dans
[1, +oo] une solution unique ax. Calculer oo

3) * Montrer que la suite (a, ) k « v est strictement croissante et

qu’elle diverge vers +oo.
a,
* Montrer que V k € IN : j kel fo(t) dt =1
da,
K
* En utilisant le théoréme de la moyenne, montrer qu’il existe
1

Bk Tel que fo(B,) = .
1~ i
En déduire que kli)r?w (ak " ) =0.

PROBLEME 17
A°/ 1) Soit ¢ la fonction définie sur |0, + oo pour ¢(t) = et + t Log t-1.

Calculer ¢’(t) et montrer que l'équation ¢’(t) = O admet dans ]0,1]
une solution uniquea .
Etudier les variations de ¢ . déduire qu’il existé un réel unique
B €]0, 1] tel que ¢ (B) = O. Préciser le signe de ¢ (t) sur ] O, +oo[.
2) Soit fla fonction définie sur [0, +o| par :
flt) = (1-etf)Logtsi t >0
{ flo) = 0

a- Montrer que f est continue sur [0, +oo].
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b- Etudier la dérivabilité de f a droite en O. Interpréter le
résultat .

—t

e
c- Montrerque Vt>0: £f(t)= T(p(t).

d- Etudier les variations de f et tracer sa courbe { dans un
repére orthonormé (o, F] ) (on prendra p = 0.3).

B°/ On définie sur I = [0, 1] les fonctions :

2 t"

go(t) =1 et Vn eIN"; gat) = 1- t+?+ (- 1)

1) Montrer que Vn € IN* on a: gh(t) =- gn1 ().
2) Montrerque Vtelona:gi(t) < et < g(t).
3) Soit un réel de l'intervalle |0, 1]; on pose pour n € IN :

(7) = [ " Logt dt
n = o

Jy 1" og
Calculer I, (7) et 7lir(r)1+ In(7).

4) a- Prouver que pour tout t € ]0, 1] :

(1-g2n+1(t) ) Log t < f{t) < (1-gan (t) ) Log t

21— 1)*t*Log t 20 t“Logt
b- Déduire que : - ()—g <fly)<- z (-1)* g
k! k!
k=1 k=1
2n+1( )k 2n (- )k
c- Montrer alors que : - z L(7)< jf(t)dt <- z 1,.(7)
k=1 = K
1
5) Pour x € [0,1] ; on pose F(x) = If(t)dt
a- Montrer que F est continue sur [0, 1].
2n+1 ( )k 2n ( )k
b- Déduire que : z DA <F(0)< z e
0) On prend n = 2 ; donner un encadrement de l’aire de la partie

du plan limitée par la courbe (, I’axe des abscisses et les

droites d’équations x =0etx = 1.
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PROBLEME 18 :

A°/ Soit f la fonction définie sur IR par :

fx) = (x+3) ex-7 six<0

=M six>0
X

f(x)
On désigne par § la courbe représentative de f dans un repére
orthonormeé (o,ﬂf) unité graphique 2 cm.
1) a- Montrer que f est continue sur IR .
b- Montrer que f est dérivable sur chacun des intervalles |-, O]

et] 0, +oo[ et calculer pour chaque cas f(x).

2) a- Vérifierque VteIRrona: 1-t< %Sl—t+t2 et que :
+

2 2
VtelR: ona: x- X? SLog(1+x)£x—X?

b- Montrer alors que f est dérivable en O et que £(0) = -

N|—=

3) Soit ¢ la fonction définie sur IR: par ¢(x) = IL - Log(1+x).
+ X

a- Etudier les variations de ¢. En déduire le signe de ¢(x).
b- Dresser le tableau de variation de f.

Construire C et la tangente a { en A(O, 1).

x+1

4) Pour tout x € IR: on pose F(x) = If(t)dt .

a- Montrer que F est dérivable sur IR: et que V x € IR+ :
F(x) = f(x +1) - f(x).
b- En déduire le sens de variation de F.
c- Montrer que V xe IR: il existe c € [x, x+1] tel que F(x) = f(c)

En déduire lir? F(x).

B°/ Dans cette partie g désigne la restriction de f a I'intervalle [0, 1].

1
Pour tout n € IN* - {1} on note : a, = IO“ g(x) dx ;

bn = .E g(x) dx etI= I;g(x) dx

n
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1°/ Déterminer que Vte [0, 1] et Vne IN*-{1} ;

-1 n-2
1 - 1—t+t2—t3+...+(—l)n-2tn-2+( )
1+t 1+t
<2 X3 5 Xn—l
avec Pn.1(x) = x—? +? +.+ (D" —
n —

2°/ a) Verifier que V x € [0,1] ; Log2 < 1 ; en déduire que

Lo—gzgangl
n n

b) Calculer alors lim . En dédire que (bn) converge vers le réel 1.

1n—>+0

X tn—].

3°/ a- Montrer que Vxe [0, 1]on a: .[ dt < .[thfldt
0

ol+t
th—l 1
et que : 0 < I—dfs—
ol+t n
) . . Pn,l(x) 1
b- En déduire que Vxe [0, 1]on a: | g(x)- <—
X nx
3 n-1
x2 X X
4°/ On pose Dp(x) = X- — + — + ...+ (-1)* 2
/ On pose Dufx) =x- 2+ et (CIF s

avec x €[0,1] et n € IN*-{1}

a) Montrer que V n € IN*-{1} ;

ba+ Sa(L) - Logn Sn(1) < bn+ Sn(l) . Logn
n n R —
xP Xp+1
b) Vérifier que Vx € [0, 1] et Vp e INona: — > .
p° (p+D)

En déduire Vne IN*-{l}et x € [0, 1J]ona:0< Sy(x) <x

( on distinguera deux cas n paire et n impaire ).

c) Déterminer alors lim Sn(l) . Déduire que lim S,(1)=1
n—>+owo n n—+oo
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PROBLEME 19

A°-Soit g la fonction définie sur |0,1] par g(x) = Log% .

1°/a) Montrer que g est dérivable sur )0,1].
g est — elle dérivable a4 gauche en 1 ?

b) Dresser le tableau de variation de g et tracer sa courbe § dans

un repére orthonormé (O,i,])

2°/a) Montrer que g réalise une bijection de ]0,1] sur un intervalle J
que l'on précisera.

b) Soit h la fonction réciproque de g. Expliciter h(x) pour toutx € J

c) Tracer la courbe de h dans le méme repére (O;i ,3' )

X
B°- On considére la fonction F définie sur IR par : F(x) = jo et dt.

1°/ Montrer que F est dérivable sur IR et calculer F’ (x) .

2°/ Etudier le sens de variation de F et montrer que F est impaire.
3°/ a) Vérifier que pour tout t €[2,+w[ona:e-t* < e 2t

En déduire que pour toutx > 2 on a:

1_e4—2x

2
F(x) < +~[O e Ydt .

2e4

2
b) Prouver que pour toutx >2 ona : F(x)< 2% + jo e tdt.
e

4°/ Montrer que F est majorée sur IR et que F posseéde une limite
finie { en +o.
(On ne demande pas de calculer cette limite )
C°-1°/ Soit G la fonction définie sur [0,+| par :
G(x) =F(x \/E) ; pour tout n € IN*.
a) Montrer que G est dérivable sur [0,+0[ et calculer G’ (x) pour

x € [0,+00].

1 2 \/7 2
b) En déduire que joe‘nx dX=%jon e ¥ dt
n
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2°/a) Montrer que pour tout réel t on a :

1
1+t

e' >1+t etque pourtout t>0 ona:e' <
b) En déduire que pour tout n € IN* on a:

Vn . 1
.[ e " dth/H.[o(l—xz)n dx

0

1 1
nxe 1
. nx <
et que : Ioe dx < Io(1+ ) dx.

n
D°- On pose pour tout n € IN*: u, =IOQ sin® t dtet vn = (n+1)unUn+i.

1°/ a) Calculer u; et u..

b) Montrer que pour toutn €IN*on a : Un+2 = rrll_"’_'é Un.

En déduire que la suite (vq) est constante.
c) Montrer que la suite (un) est décroissante.

2°/ Montrer que pour toutn € IN*on a :

u . u
N+l o Y o1 ot calculer lim —mtL
n+2 U, no+o 1,

3°/ a) Vérifier que pour toutn € IN*ona: v n u, = n_ y

b) En déduire que lim Jn u, =

n—+ow

et que lim u, = 0.
n—+ow

=

1
4° /Montrer que Uzn+1 = .[0 (1-x%)1 dx et que

It

1 _
I 1 dx = Iﬁ sin?®? xdx.
0 (1+x2)"

4

5°/ En déduire que pour tout n € IN*on a :

Jn u, < G(1) € Vn u,,,.

6°/ Montrer alors que lim G(1)= (¢ =

n—+ow

o[
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PROBLEME 1
A/ px)=1-ex pourx €[0,+oo].
1°/ La fonction ¢ est dérivable sur [0, + o[ et ¢’ (X)=e* >0

pour x > O donc ¢ est strictement croissante sur [0, + o] .

lim ¢()=lim (1-ex)= lm (1-1)=1. ¢(0)=0
X —> +00 e

X —> 400 X —> +00

Tableau de variation de ¢ :

X 0 +0

) +

1
90 /
0

la droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale a la courbe
de pen +x

on remarque que : ¢ (x) — x < 0 donc ¢ est au-dissous de la droite
d’équation y = x.

2°/la fonction ¢ est strictement croissante sur [ 0,+«[ donc ¢ est
une bijectionde [0, + [ dans ¢ ([0 ,+o[)=[0, 1.

La courbe ¢’ de la fonction réciproque ¢ -! est la symétrique de ¢ par
rapport la droite d’équationy = x .

3°/ A:iy=-x+2

a)soit h®X=¢px-(x+2)=¢((x) +x-2

ona:h'(x)=¢’(x)+1=ex+1>0 carex >0 etona:

lim h(x) = lim (¢ (x) +x-2)=+©

X — +0
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soit le tableau de variation de h :
b 0 a +00

h'(x) +

+ 00
h(x) | -2 ,/—@/>

Ainsi on a : h est continue et strictement croissante sur [ O ,+ o]
donc elle réalise une bijection de [0 ,+o[ sur [-2 ,+wx].

Or O €[-2,+x| donc O admet un seul antécédent a par h , donc
il existe un seul réel a > 0 tel que h (a) = 0. Cela signifie que
I’équation ¢ (x) = - X + 2 possede une seule solution a ou bien que la
droite A :y=-x+2 coupe §en un seul point d’abscisse a> 0 .
Vérifions que a > 1:

Ona: a =h!'(0) car h(a)=0 eth estune bijection de [ 0,+x|
sur [ -2, +oo].

h(l)=1-et+1-2=-el=-1 donc h(1)<0

donch!(h (1)) <h! (0) carh! estcroissante puisque h est
croissante ,donc, et comme

h'loh=Idr,ona: 1< a.

B°/ D est la partie du plan limitée par; £, §’et A .

On pose D; la partie du plan limitée par £, l’axe des abscisses et les
droites d’équations x =0 etx=a, etsoit Do =SA'(D;j)ou Amy=x
donc A(D1)= [2-2A (Dy)- 2 fla) (55 )]x4 cm?

cest adire ADi)=(2-2AD1)-(2-a)?) 4 cm?.

ona:A (D I: (l-ex)dx=(a+ e“-1)4cm?

donc A(D)=[2-2a -2e-9+2-(2-a)’]x4cm,etona:e - d=qa-1
carh (a)=0donc A(D;)=[2-2a -2 (a-1)+2-4 -a?+4 a] 4 cm?
donc A (D) = (2 -a? x 4 cm?.
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1
B°/f(x)=1_ie_x pourx eIR et I= Io f (x) dx.

1°/ Montrons que pour toutx eIR ona: xex g%
Soit g (x) = xe-x- % ; on a g est dérivable sur IR et g'(x) = e * (1-X) ;

ona gx)=0 < x=1

soit le tableau de variation de g :

X -0 1 + o0
g'(x) + -
0
g(x) / \
1

g admet un maximum absolu en O égale a o < 0 donc pour tout

x €elR;ona:g(x)<0.Donc xex —% <0 dou xex < %.

-273 -



Amor Etteyeb Problémes de révision

e X(1-x
2°/ la fonction f est dérivable surIReton a : f(x) = (—)
(1-xex)?
= = ; - T 1 - .
fx)=0 & x=1. xll;?wf(x)_xlggwl-xe-x_ let:
lim f(x)= lim 1 —=0 car lim (-xe™)=+w
X—> +00 X—)—wl_xe X —> -0
soit le tableau de variation de f:
X -00 1 +o0
f'(x) + ) -
_€
e-1
0 1
f(1)= 1 = 1 _ _e

3°/ D’aprés la tableau de variation de fon a :

f est décroissante sur [ 1 ,+w][ et X1_i>r£1wf (x) =1 donc:
f(x) 2 1;pour x >1.

Comme f(0)=1 ona: f(x) 2 1 pour x > 0.

On a de plus f admet un maximum absolu en 1 égale a f (1) .

Donc f(x) < eeﬁ ; pour x €IR et donc pour x > 0.

Conclusion : pour x > 0 ona:1 < f(x) < eeﬁ'

Ona: 1 <f(x) < eeﬁ'

b 1 1f 1 R
< <| —&- ol : =
onc I(}dx_ Io (x)dx _Io e_ldx.Dou. 1 <I< -1

1
C°/ n €IN* etJn= I xn enx dx.
0

1
1°9)a) Ji = Io x ex dx.

On intégre par parties:
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u=x->ux=1 et vVix)=e* - v(x)=-e%

- 1,M 1 1
dout Jy =[-xex |, +j exdx =[-xex |§ +[-ex |
0
donc Ji=-el-e! +1 soitencore:J;=1-2 el= 1—%.
1
b) Js = I xX*e2xdx ;
0
on intégre paries , on pose :
uX=x? >ux=2x
V(X =ex — V(X)=—%e-2X
. 1 1l 1 1
dou Jo=[- §X26’2X]0+I x e2x dx =-5 e2 +I X e2xdx .
0 0

1
Pour l'intégrale I X e2x dx on integre par parties , on pose :
0

onpose M(x) =x »> M'(x) =1 etm’x)=e?* - m(x) =- % e2x

1 1 1
donc I xe2xdx = [ -lxze'zx} + lj e2x dx
0 2 0 2 0

- _%eg +% [_%e—Zx}:
donc I:xe-Qde =—%e-2—%e-2+%=_% e-2+%
donc J2=—%e-2-%e—2 + %
on a alors J2=%_%e-2 =%(1_e_52)

2°/ Pourn €eIN*,ona un=1+Ji+Jo+Js+...+Jn.

n
a)Pourx € IRona:1+xex+x>ex +.. .+ xne nx= Z:(xe"‘)k :
k=0

Somme de (n+1) termes d’une suite géométrique de raison q = x e~ x

1- (X e—x) n+1

n
. -x\ k
et de premier terme 1. Donc Z (xe ) 1-xex

=0
b) On intégre les deux membres de 1’égalité précédente entre Oet 1,

on obtient :
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11— Xn+]e7(n+l)

1
J.(l+xe'X +Xx2 e ..+ X" e™) dx =j ——— dx ;dou :
0 0o 1-xe¥X

(1- xn+1 e—(n+1) ) dx

1 1 1 19
I 1dx +I xe"‘dx+...+j x“e'""dx:j ~
0 0 0 01l-xe

1 1 1
donc u, = Io f(x) (1-xn+L e-(n+l)) dx = Io f(x) dx 7J’0 £(x) X+l g-(n+1) 4y
! 1
donc Un = I - IO f(x) xn+1 e-(n+ ) dx

1
d’ou I-u, = Io Fx) xM e (D gy

c) D’aprés B°/-1°/ on a pour tout réel x :

X e X S% donc pour tout x > 0 ona:

Os(xe"‘)“”sL et on a d’aprés B°/-3°/: 0<1 < f(x) < =&+
en+1 e-1
1

d’ou pour toutx >0 ona: 0 < f(x)x"le (Dx <= |
e"(e-1)

1 1

1
d)Onadonc: O < jo f(x) x1 e (DX gy < jo Tl)dx
e (e-

1

. 1
< I- < —1 - <un <

donc: 0< I-u, < e (o) | On a alors 1 o (o) upn <1

et lim - =0 ;car [—1] estune suite géométrique de raison
n—+o0 e" (e -1) e"(e-1)

q= ?1 elo1].

Conclusion : la suite (un) est convergente et on a nli)r?wun =L

D°/ Pourt > O, on pose : g(t) = f ( Logt) sit>0

g0)=0

et F(x) = | lx g(t)dt.
1°/ La fonction g est la composée de t — f(t) et t—> Log t .

f est continue sur | 0,+x [ et t— Log t est aussi continue sur |0,+ 0|
donc g l'est aussi .De plus on a :

lim g(t)= lim f(Logt)= lim f(x)=0 =g(0)
+ X—>-0

t—>0™" t—>0
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donc g est continue en o*.

Conclusion : g est continue sur [0, +o [ ; d’ou F(x) est bien définie
sur [0,+o] .

2°/ La fonction g est continue sur [0,+« [, soit G une primitive de g
sur[0,+o ] .

On a donc F(x) = G(x) — G(1) et par suite F est dérivable sur

[0, + o[ car G l'est aussi puisque c’est une primitive de get on a :

F'ix) G'(x) =gx) =flLogx )= pour tout x €]0, +oo| .

X
x—Logx
3°/ a) Soit k(x) =Logt—-t+ 1.on étudie les variation de keten
déduire le signe de k(x) sur |0, +o [, on obtient Logt -t +1 < O pour
toutt>0.Donc 1<t-Logt et par suite

1

t
t-Log’c<

t-Logt <t car t>0.

1 =

b) Pourx €]0,1[ ona F(x) = .[X F(t) dt—.[ Lo gtdt

1-x2
Orona: tLgt<t:>.[tL dt< .[tdt— 5

alors : F(1) - F(x) < 1'2X2

Donc X22'1 < F(x) <0 pour tout x €]0,1[

4°/ a)e® t>1 alors Logt>0 cartr> Logtestcroissante; donc(Logt)?=0

etdonc - (Logt)? <0 =t2-(Logt)?’<t? =(t-Logt)(t+Logt)<t?> et
. . t+Logt
par suite on a : n <1 Lgt(cartLogt>Oett>O)
: Logt t
Donc: 1+ t < TLogt’

e D’autre partona: Logt >0 pourt>1 et Logt-t+1<0 pour tout >0

donc :
-Logt(Logt-t+1) >0 donc
-(Logt)*+tLogt-Logt+t > t+ alors:
(t-Logt)(1+Logt) >t dou Lo gt_1+Log’c
Conclusion : Pour tout t>1 on a: 1+Logt < t <1+Logt.
t t-Logt
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Logt
t

) dt sjjé dtsjlx(1+Logt) dt

D’ou pourx >1lona: L (1+ T-Logt

Et donc: (x-1)+ [%(Logt)Z] < F(x) < (x—1)+[tLogt—t]i‘ .

1
Donc: x-1+ %(Logx)2 < F(x) £ xLogx.

11)1{1 [x-1 +%(Logx )?]=+» donc d’aprés le théoréme de comparaison

des limites on a : 11)1{1 F(x)= 40 .

PROBLEME 2
n e IN* | fu(x) = x (Logx)r six > 0
fn (O) = O

A°/1°/ a) lim fu(x) = lim x(Logx)n.
x—>07F x—>07F

On pose x = tn on a alors : si x — 0* alors : t — O*.

Donc lim f5(x) = lim t» ( Log to)» = lim+ (ntLogt)j»=0
t—0

x—0F t—0*

Car lim tLogt=0

t—0"

Donc lim+ fa(x) = 0=1£,(0) ; d’ou f, est continue a droite en O
x—0

b) lim fa(x) - £, (0) _ lim (Log x)n = +oo si n pair
x—0t x -0 x—0t
- si n impair

car lim Log x = - 0.
x—0F

Dans les deux cas on a f n’est pas dérivable en O a droite.
b) Pour tout x € ]0, +x[, f, est dérivable et on a :

f’(x) = (Log x)» + n x (Log x)»-! % = (Log x)~1 [Log x + n]

2°/ a) cas ou n impair :
Pourn=1 ona fi’(x) =Logx + 1.

fi'lx) =0 < Logx=-1 < x=el!
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lim fi(x) = lim x Log x = +
x—>0F x—>0F

pourn>3 onaf)(x)=0 < (Logx)»1=0 oulLogx+n=0

doncx=1 oux=en

fule™) =en(Logen)s =e= (m) = (-1 (L)

Si n impair donc n-1 est impair pour n impair on a (-1)» = -1
donc (Log x)»1 >0 vx >0 donc fa(em) = -(L&)n

e
etona:Logx+n>0 pourx>en

cas ou n pair :

f’)(x) =0 pourx=1 oux=emn.
On a n pair donc (n — 1) impair et (Log x)»1 > 0 pour x > 1
et (Logx)1 <0 pourx<1 etona: fyen) = (%)n
b) Soit M(x, y) un point fixe de & on a donc :
pourx=1lonay=0 = A(1,0)
pourx=eonay=e = Ble,e)
les points O, A, B sont des points de &, indépendantes de n, donc
pour tout n € IN*, les courbes &, passent par A, Bet C
3°/a) f2(x) - f1(x) =x Log x [Log x — 1]. fr(x) —fi(x) =0
< x=0oux=1 ou x=2
On adonc: * fh(x)—fi(x) >0 six €]0,1[U]e,+o]
alors &, est au dessus de &,
*fhx) - fi(x) <0 six e]l, e[
alors &, est au dessous de &;
*Hx)-fix) =0pourx=1loux=e

alors §, N &;={A,B}.

b) A= Ile—xLogx [Log x — 1] dx X 4 cm?

= IexLogx dx - Iex(Logx)2 dx | x 4 cm?
1 1
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e
IxLogx dx ; on inteégre par parties ; on pose :
1

u(x) = Logx = w(x) = %
V(x) =x = v(x) = X72

donc IlexLogx dx = [ X72 Logx [ -

1

2

e

[ $ §--g s

e
Ix(Logx)2 dx ; on intégre par parties :
1

u(x) = (Logx)? = u’(x) =2 %Log X.

V(%) = x = v(x) = X%

Ilex(Logx)2 dx = [ x72 (Log x)? ]ﬁ— IlexLogx dx

e2

=_ € 1
donc A 2+2(4+4

) x 4 cm?

donc A =2 cm?.

+
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1
B°) Fu(x) = Lfn(x)dx avec neIN" et a €]0, 1]

1 1 1
1°/a) lim | fa(x)dx = j fa(x)dx et j fa(x)dx existe et finie car f, est
0 0

a—0t Ja
continue sur [0,1]

b) Fa(a) = Efn(x)dx - IlXLogxdx

a

donc Fi(a) = [ X%Logx ]i[ - %[ x2 ]g{=— O[TZLoga - %(1-(12)

u; = lim Fi(a)= lim O[TZLoga - %(1-(12) = -

a—0* x—0

=

Car lim xLogx=0
x—>0

2°/ ae]0, 1] et ne IN*

1 1
a) Fne (a) = I fa(x)dx = Ix(Logx)X+1dx . On intégre par parties :

a

(Logx)"
X

On pose : u(x) = (Log x) ! = u'(x) = (n+1)
V(X)) = x = Vv(x) = X%

Donc Fp+i(a) = XTZ (Log x)n*1 ]cl[ - nT"'l I:X(Logx)ndx
Fai(a) = - % (Log @)t - ML P (a)

b) lim Faa(a)= lim [-(Log a)1 - DL Fy (a) ]
x—0t

a—0*

= 1 = 1 _a_2 n+l _ n_+1
Un+1 C{lir(r)\+ Frii(a) C{lir(r)\+ 5 (Log a) 5 Un
n+l
Or lim a2?(Log(a))n*l = lim [nT"'l (x Log x)|»*1 0 ; Avec a = x 2
x—>07F x—>07F

Donc Up+1 = - (nT"’l JUn

1
3°/ a- Ay = I fn(x)‘ dx x 4 cm?

0

1
on a: Ix(x) = I fa(x)dx
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doncAn=4|In| cm? | or |Un+| =nT+1 |un| donc

4| Un+1| =2(n+1) |Ia]

par itération :
4 [uz| =2(2) ||
4 |uz| =2x 3|uz|

4 |un| =2 n|un1]|

le produit membre a membre donne :

4n-1 |un| =201 n! |us| or|u1|=%
donc 2202 |u,| =2nln!lx %
nf2n-1 | |
- - _n! - _n!
donc 4 |un| = prc= 2271 donc A, = 0T

c) n >3 Montrons que : Ap+1 > 2A,

n>3 donc n+1>4 dou nT"'l unz%un

donc nT"'l [Un| =2 |un|

car |Un+1| 22 |un| donc 4|un+1| 22.4|un| dolt An+1 22 A,
Par itération on obtient pour n>3 As>2 A3

As>2 As

An > 2An
On obtient aprés simplification: A, >27-3 A3

Or lir? 2n-3 Az =+ oo car (2n-3 )suite géométrique de raisonq=2 > 1
n—+oo

et A3>0 .Donc lim Ap=+®

n—+w
C°/ Flx) = Le tLogtdt ; x € IR.

1°) a) - la fonction t — t Logt est continue sur |0, + «© [donc soit G
une primitive de t -t Log t , donc F(x) existe et est dérivable et on a :
F(x) = G(ex) - G(1).

Donc F'(x) = ex. G’(e¥) = ex. ex Log ex = x e2x pour tout xe IR
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b) F'(x) = xe 2x
pour x 20 on aF’(x) >0 donc f estcroissante sur [0, +w |

X <0on aF’(x) <0donc festdécroissante sur |-, O]

2°/ a) F(x) = Le tLogtdt

on intégre par parties : u(t) = Log t = u(t) = %
V() = t = vy =14

donc F(x)=["—22 Logt]i —% ftdt

(e*)?

Fderd

= X(ax)2_1axy2 1

XL (e
() 1

Fx) = [2x-1++ ;Vx elR
4 4
b) lim F(x) =- car lim ex=+o et lim 2x-1) =+
X—>+00 X —>+00 X—>+0

X

€
lim F(x) = lim (5)* (2x - 1) +%

X—>—00

car lim (xex? =0 et lim ZL =0 et lim (ex*=0
X —>—0 X—>—00 X X—>—0
tableau de variation :
X 0 + o0
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PROBLEME 3

2
A°/ f(x) = x.qle* -1

2
1) Di={xelIR telque: ex-1>0}

2 2 2
Ona:ex-120 < e* 21 < Log(e*) 2 Log 1 ;Car x > Log x est

croissante. Donc %2 0 dou x>0.Donc Dr=]0, +oof

2)glx)=1-x—-e2x pour x € [0, +oof

a- la fonction g est dérivable sur [0, +wof et g'(x) = -1 + 2e2x

2% =0 < e=x= % donc -2x =Log %d’oﬂ X = L02g2
i = 1 - x- e2x) = - i 2x =
Xllgr\w g(x) Xllgr\w (1- x- e2) o car Xllgr\we 0
*g(0)=0
Log2 Log2 \/W Log2
* — = — — - —_———
e T A )
X 0 Log2 ‘o
2
g(x) + -
Log2
8(x) =
O/ \ - 0
. S Log?2 Log?2
b) On a: g est une bijection de [T ,foo[ sur |- oo, - ]car g
. . L. Log?2
est continue et strictement décroissante sur [ 5 ,+oo[ et on
. Log?2 ’ . _
a: O €]- «, 5 | donc I’équation g(x) = O admet une
Log?2

seule solution a €| 5t o[ cela signifie que la courbe &

coupe (x’x) en un seul point d’abscisse a.

Log?2 Log?2
g=5") = =35>0

g(l)=1-1-e2x=-e2<0
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d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires ona: a € |

c¢) d’apres les variation de gon a :

x e [0, a | g(x) >0
X e] a,+o gx) <0
X=a gx) =

2

3°) Log (ffx) ) = Log (x.ye* ~1) = Log x + & Log(e* - 1)

1 2 2
=Logx + > Log (e* (1-e X))

2 2
=Logx+ Log ex + Log(l-e *)

2
=Logx + %+ % Log (1-¢ x)
2
Donc Log (f(x) ) = %[1 +x Log x| + %Log(l— e X)

_2
lim Log (flx) ) = lim [L(1+x Log x) + %Log (1-e )]

2
ona lim 1 =+ et 11m xLogx=0 et lim ¢ x =0
x—0* X —0* x—0*

2
donc lir{)l+ Log (1- ¢ *) =0 donc lir{}+ Log (f(x) ) =

or f(x) = eLos(x)) donc lim f(x) = lim ex=+ o
x—0* X—>+00

finalement lir{)l+ f(x) = +o0

4°/a- f(%) =%

@
N
Q
|

—_

org(la)=0<=>1- a-e?2® =0 cestadire e?*=1-a

d’ou e = —11

d’otlf(1 =1 1/ 1{ 1 (1_ a) car a> 0.
a Vi-a
donc f(1 1/
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2 _2 2
- ell-g-eX] e e 1
d’ou f(x) = = g(=) donc f(x) = —g(;) ;

2 2 X 2
ex -1 eX -1 ex -1

pour tout x > 0.

eX
cjonaf(x) =0 <==> g(%) =0 car =0
ex -1
1 - o w = 1 Log 2
donc; =a dou x= r et pour x € [ > , 1] onagest
décroissante

donc :six > ona% <a cestadire g(%)zo

12
@.
bl
IA
Q= 8l

1 1
ona-->a doncg(x)s 0.

2 2
d) flx) —x=x1qe*-1-x=x[4/ex-1-1]

2 [2
orx >0 alors %>O etex >1 donc 4/ex-1>0

2

%

flx) - x=0 <=>x=0ou e* -1=1
3 2
<=>x=0 ou e* =2donc x = Tog2
2 2 :
: > == “z= < == X _ <
car:ona X2 Tog2 > X_Log2 > ex-2<0

2 2
==>eX —1<1 ==> ]/ex—lﬁ 1 etdonc f(x)-x<0

_2 -
donc pour x € |0, Tog? ] ona & au-dessus de A

pour x € | ﬁ, +o[ on a & au-dessous de A
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B°/ h:]%, +oo[ > IR
X b f(x)

1) on a h est décroissante, continue sur | % , Too[ donc elle

L

réalise une bijection de ]%,+oo[ dans h<]% ,+oo[> =]- oo, =

2) a- h est dérivable sur ]% , Too[ et h’(x) # O pour tout

X € ]%, +oo[ donc h-! est dérivable sur | 1/# , Too[

b- la courbe & de h-! est symétrique de &, par rapport a y = x

3) uo =4
Un+1 =f(un) Vn €eIN

a) Montrons que pour toutn € IN ona:2/Log2<u,<4

*Pourn=0 onauo=4 € [2/Log2, 4]

Supposons qu’on a L02g2 <un £4 pour un certain n € IN et

montrons qu’on a :

2 - <
Log2 ~ Unet <4

On a sur [#gz, 4] ; f est décroissante donc : f(4) < f(un) < f(#gz)

4
2 Log2 2
2-1 < 1 < —=—= 2
Donc 4+ve2-1 < un+1 Tog2 € 1 Or4+e2-1 > Tog?

4

2 Log2 _ 2 . <
et Tog? e 1<4 . Donc Tog2 <Uun+s1 <4

Conclusion : Pour toutn € IN on a L§g2 <up<4
Unp+1 —Un = f(un) - Un

2

—= 1 —Un <0 dotl (un
L0g2’4] donc Unp+1 —un <0 d’ol (un) est

onaf(x)-x<0 pour x €|

décroissante
Conclusion | (un) décroissante

2
Log2

(un) minorée par

donc (un) convergente
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soit ¢ sa limite on a donc ¢ = (/)

donc ¢ = 2 (car (192 - LO22
C°/¢:P >P
Mg = M) telque :z’ = #g|z|
Avec z € C'\{|z| = 1}
1) Mx,y)etM'(X,Y)
Ona X+iy= ¥ - X +1i -y

Log{x*+y?  llog(*+y>  Llog(x2+y)

Donc | X = %
= Log(x2+y?

2
Y = 1_—3’
jLog(X2 +y?)

2) x #1 et M distinct de A (1,0)

donc : X= 1; (1)
ELog(1+y2)
y=—> — (2)
%Log(l+y2)
1 1
1 > = Log (1+y?) = =
(1) ==> 5 Log (1+y?) = —
==> donc % = Log(l+y?) dou e2/x = 1+ y?
2
donc y? = e2/x-1 2 y = Fqex-1
donc Y =- Ul ‘/
X
2
donc Y = xylex -1
ou

2
Y =- xqex-1

DoncE=¢&¢ U &1 avec & = Sy (&).
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10
5
0 ¥
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12
-5
PROBLEME 4
A°/
1°/ a)fl(x)zx—_:1 ;Vx € ]-14m]

La fonction f; est dérivable sur |-1;+o[ ( quotient de deux fonctions

eX(1+x)-ex x eX
dérivables), etona: f'(x)= ((x +1))2 = EE .Soit donc le
tableau de variations de f; :
X -1 0 + o0
() - +
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[ ] 1 = 4+

im0 =+

" Jim B0) = Mmoo —e oA = e
ex

o fz(X)Zm; VX (S ]—1,’+OO[

eX(1+x)2-2(x+1)ex

f, est dérivable sur |-1;+wo[ et £,'(x) =

(1+x)*
o eX(1+x-2)  (x-1)e
dou £(x) = 1+x)?® (1+x)p3
Soit donc le tableau de variation de f, :
X -1 1 + o0
() - +
+0 + o0
£
4
. xl}g}ﬁ f(x) =+
e* 2
. — . _ X— — . .
. X1_1>r£1DD f,(x) xl_lglw pol +oo (voir Ex. Chapitre IV)

b) Position de §; et g, :

X

o fz(x)—fl(x)=%;VXG]-1;+00[.
Donc
e Vx €e]L,0[onafx) - f(x) >0 = &, au-dessus de ;.
e Vx €e]-L+o[onah(x) - f(x) <O = & au-dessous de &, .
e Pourx=0ona h(x) = f;(x) donc & n &= {(0,1)}.
Etudions les branches infinies a &, et §; :

lim £ (%) - e e* x2

* 1 - = 1 S Su—
x—>+o X x1—1>1£1w X(X+1) X1—1>I£1w x2 "’ X(X+1)

=+,
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Donc la courbe §; admet une branche infinie parabolique de

direction (0j) en + .

) e et x>
xl—lgrlw x xl—lgrlw x(x+1)2 xgr?w?'x(x+1)2_+oo'

*
Donc la courbe de &, admet au voisinage de +o, une branche infinie
parabolique de direction (ch )-

* La droite d’équation x = -1 est une asymptote verticale a §; et &,.

¢) soit D la partie du plan limité par &, , ¢, et les droites d’équations
x=0etx=1
1 xeX

1
Ona: A(D)= [.[o (fl(x)-fz(x)dxjxélcm2 = [ . mdx]x4cm2

On intégre par parties ; on pose :

Ulx) = xex = Ulx) = eX(x+1)
V(%) = W = V(x) = =
On a donc :

xe? l ! X 2 (—e ) 2 = (e ) 2
A (D) = T +.[Oedx x4cm? = 7+e—1 4cm? = 5—1 4cm
0

d’ou AD) = (2e-4)cm?.
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2°/ Unest la valeur minimal de f, sur |-1;+o].

La f on f dérivabl 1 i) = eX(x+1-n)
a) La fonction f, est dérivable sur |-1;+o[ et ful(x) = AT
On a donc :
X -1 n-1 + oo
() - +
+ 0 + 00
en-1
()

La fonction f, admet au point (n —1) un minimum absolu égal a

fa(n-1) ; donc Uy=fy(n-1).
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eX[1-(x+1)] -x X

b) £,.1(x) - fn(x) = (x + 1)n+1 = (x + 1)1 <05 Vx 2 0ona f4(x)<f(x)

Pourx=nona f _;(x) < fu(x)

en-1
i = 1i = |i n-1 _ n
¢) lim LogU, X1_1>r£1DO Log{ o ] lim (Loge Logn )

X—> +00 X—> +00
=lim m-1-nLogn)= —w
X—> +0

On pose N =LogU, = U, = N

Sin tend vers +oo alors N tend vers —©etona lim U,=lim eN=0
n— +w N— +w
1 Logx
B°) Pour x € ]E’ +oo[ ; onakF(x) = I f,(t)dt
0

1°/La fonction f, est continue sur |-1,+x [ et par suite elle est

continue sur ]%, +oo[ donc F est bien définie sur ]%, +oo[ .

vxe Ll e = [ 1%
2°/Vx e o/t ona: (x)—jO tht
onadoncO <t<Logx = 1< et < x(e®=x)

et X Logx et < Logx X d
= AT T+ = [ et < [ vt

=1 [¥% 1
= F(x) SX[IHL_ /Vx e ]e,+oo[ .

: 1 - : 1 _
On a lll('?rx(l-mj = -0 Car XEE)—# m—+0®

x|
e

Donc d’apres le théoréeme de comparaison de limites on a :

lim F(x) = —o
olLf
o l . _ Logx X
3°/ a) Pour x > cona: F(x) .[0 —(1+t)2dt
On intégre par parties :On pose U(t) = (1_},()2 = Uy = (l_thP
V'(t) = et = V() = et
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On a donc F(x) = {W (1+1)

Logx Logx et
) } +2 I =t
0
0

Logx
Donc F(x) = T+ Lo 1+ZI f3(t)d

F(x) = Wuzj’ £(t)d

Logx
Comme f3(t) > 0 ; Vt e ]-1,+o[ alorson a : I s f(t)dt=0
0

(1+Logx 1+2.[ f(Hde = (1+Logx) -1

Donc F(x) = W 1
2
b Vx
Etona Xg@wm 1= xl_lf?w [1+Logx -1

On pose X = \/; ou si x tend vers +00 alors X d’est aussi

et donc :

2

m —X 1= X “1= 1 1 | q=

xl—lgrlw (1+ Logx)? 1= X1—>+oo (1+Long 1 Xllgrlw 1 LogX 1= o0
X2 X

donc d’aprés le théoréeme de comparaison de limites on a :

lim F(x) = +00.

X—> +0

4°/ La fonction f, est continue sur |-1,+w [ donc elle posséde une
primitive G et on a donc : F(x) = G(Log x) — G(0)

G est dérivable sur ]%, +oo[ et x > Logx l’est aussi donc F est

dérivable sur ]%, +oo[ (composée des fonctions dérivables) et on a :

eLogx

x) = —ou 1
F(x) (1+Logx)? " x
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D’ou F(x) = —1 50 donc F est strictement croissante
(1+ Log)?

sur ]%, +oo .

Soit donc le tableau de variation de F :

1 +00
€

F (x) +
FO) /

Ainsi la fonction F est une bijection de ]%, +oo[ dans IR.

+00

1
C)Vx>1 ona: Inz.[ fa(t)dt
0

1°/ Ty = T = [ -hi0)

or Vxel0,1]etn >0 ona: f (t)-fa(t)<0
donc I: (f,.2(0 - fa(t it <0 done 1,,, <1n

d’ou la suite (I, ) est décroissante.

Ona: Inzj:fn(t)dt etV tel0,1]ona fu(t)>0

= I, > 0 donc (I,) est minorée par O

donc (I, )minorée par O est décroissante d’ou elle est convergente.

2°/ a) In—I fa(t)dlt —j ol

In
(Dr-r
In
o

onadonc:0<t<1 = t

1 - et <__ €
T+t " A+t~ Q+t)n

56



1 1
dt e
:>.|.0(1+t)n =t s .[o(1+t)ndt

, 1 1 1
l—n[l_2“‘1]S1ngne—1[1_2n'1 ]
1

1 7=0 ( Suite géométrique de raison j)

b)Ona lim 7

: 1 1 = 1 e I e
donc nllgrlw n-1 ( 2n-1 ] nllgrlw n-1 [1 2n-1 ] 0.
D’ou d’apres le théoréeme de comparaison de limites on a :

Iim I, =0.

n— +oo

. ' eXx-n+1) e¥(x+1-n)
3°/a) fa(X)= (x+ 1)+ = (x +1)n+1

ex ex
C (x+1)m n (x+1)n-t

donc : fr(x) = fa(x)-n £ 41(x)

1 1 1
b) On a donc IO fa(x)dx = IO fo(x)dx - 11 j £ (x)dx
0

= I -nl = 2%1-1
dou: nl 4, =1, - 2%“‘1

i = i € _ i =
Or xl—l>r£lw I, =0et x1—1>1£1w n 0. Donc xl—l>r£lw nl, =1
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