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Mathématiques SERIE D'EXERCICES Professeur :

Thémes : Fonction logarithme népérien
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Exercice 01

x—1 .
1) Soit h la fonction définie sur [1:+oc| par h(x) ={xInx six>1
1six=1

a) Montrer que h est continue a droite en 1
b) Montrer que pour tout x de ]1;+oo[ ,Inx<x-1

¢) Dresser alors le tableau de variation de h
d) En déduire que pour tout x de [1: +o0], 0 <h(x)<1

| - [T
2) Soit g la fonction définie sur [1: +oc| par g(x)=1/x Jtint

In2 six=1

On désigne par “ sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i; j)

a) Vérifier que VX>1f ——1 2
b) Vérifier que V x >1, g(x)—ln2:fx Je-1 dt
x tlnt

¢) Montrer que Vx>1,g(x)—1n2 = L_ Bt d
tln

3) a) Montrer que V x> 1, (x —vx)h(x) < g(x) — In2 < (x —vVx)h(/x)
b) en déduire que g est dérivable a droite en 1

¢) Montrer que lim g(x) =400 et que lim =—— g(x) =0
X—+00 X—+o00 X

4) a) Montrer que g est dérivable que sur ]1;—1—00[ et que Vx> 1,g'(x) = %h(\/;)

b) En déduire que Vx>1,0<g'(x) g% .Dresser alors le tableau de variation de g
c¢) Tracer
5) a) Montrer que la fonction k : x — g(x) —x+1 réalise une bijection de[l : —|—oo[ sur
[-o0;In 2]

b) En déduire qu’il existe un unique réel ade ]1;—|—oo[ tel que 1+g(a)=a

. . S u, U [1;0([
6) Soit (u,)la suite définie sur N par
u,, =1+g(u,), InN
a) Montrer que InON,1<u_ <a
b) Montrer que (u,) est strictement croissante

c) En déduire que(u,) est convergente et que limu_=a

n - +oo

un+1

~q s§|un -0



{3l

f) Retrouver limu_

n — +oo

Exercice 02

1 )
—_ §5ix>0
1) Soit f la fonction définie sur [O : —|—oo[ par f(x) =141+ (xInx)?
1six=0
a) Montrer que f est continue a droite en 0
b) Etudier la dérivabilité de f & droite en 0
—xInx(1+1Inx)

¢) Montrer que f est dérivable sur ]O;-l—oo[ et que Vx >0, f'(x) =
1+ (xInx)?W1 + (xInx)?

d) Dresser le tableau de variation de f

2) Soit F la fonction définie sur [O;-I—oo[ par F(x) = j;x f(t)dt

On désigne par ~ sa courbe représentative dans un repére orthonormé(O;1i; j)

a) Déterminer une primitive sur[e;—i—oo[ de la fonction x — I
xInx

b) Montrer que Vt>e, tlnt<\/1—|—(tlnt)2 <\/_tlnt

¢) Montrer que Vx>e,—=In(Inx) < | —— <In(Inx)
J_ | o V1t lnt)2
d) En déduire que lim F(x) =400 et que lim LY =0

X—+00 X—+00 X

e) Montrer que 7 admet deux points d’inflexion que les on déterminera

f) Tracer ~ (on prendraF(1) ~ 0,5 et F[1 ~0,4)
e

3) Pour tout x de[O;—l—oo[ , on pose ¢(x) =x-F(x)
a) Etudier la variation de ¢
b) Montrer que [n N 1'équation ¢(x) =n admet une unique solutiona_ dans [O;—l—oo[

c) Montrer que In[ON ,a >n.En déduire lima

4) a) Montrer que n>1 ,0 <—2~ Fla,) F(n) +f(n)
a, n
[(n=>1,0<—2~ Fa,) F(n) +f(n) (On pourra utiliser le théoreme des accroissements finis)
a n

n

b) Calculer lim 2=

n - +oo n

Exercice 03
Partie A (Questions préliminaires)
1) Montrer que 'équation : x* +2x =1 = 0 admet, dansR , une solution unique x,

et quex, D]O;l[
2) Montrer que : [x D]—l; +00[ , InQ+x)<x



In (1 + x2)
3) Soit f la fonction définie surR par f(x) = %
0 , six=0

, 81 x20

Montrer que f est continue sur R
Partie B

Soit F la fonction définie sur par F(x) = IX f(t)dt

1) a) Montrer que F est paire
b) Calculer F(0) et F(1).

Déterminer le signe de F(x)sur chacun des intervalles ]0;1[ et]l; +00[
2In(1+x*)-In(1+x?)
2) a) Montrer que F est dérivable sur R et que F'(x) = %
0six=0

,81 x20

b) Montrer que F'est continue sur R
3) a) Montrer que I’équation F'(x) =0 admet dans ]O; +00[ une unique solution o

et que a D]O;l[
b) Montrer que F est décroissante sur [O;G] et que F est croissante sur [a;+00[

4) a) Montrer que ; Ox D]O; +00[ ,ona:F(x)+ F(lj = S(Inx)2
X
b) Calculer lim F(x)

X — too

2 -2
dt En déduire que F(x)-3(Inx)" = [~ 2150 g

X

2 2
5) a) Soitx OR", calculerJ- In(t")

b) Montrer que Ox O]1;+o[, 3(lnx)2 <F(x)< 3(lnx)2 +2L

X2
¢) Calculer lim @

X — oo X

6) Soit I la courbe représentative de F dans un repére orthonormé (O,i,.]?)
Donner une allure del . (On donnea =0,7, F(a) =-0,1et F(2)=1,5)



