2%,
Fonction logarithme népérien %

I — Définition et premieres propriétés
Définition

On appelle fonction logarithme népérien la primitive sur ]O; +00[ de la fonction x — 1 qui
X

s’annule en 1 .On note cette fonction « In » ou « Log »

Ainsiona: x>0, Inx = Lx—

Premieres propriétés
o Il résulte de la définition que la fonction In est continue et dérivable sur ]O; +00[

et 0x>0,In'(x) ==
X

* La fonction In est strictement croissante sur ]O; +00[
e In(1)=0
o Il existe et unique x D]2;3[ telque Inx =1

Soient a et b deux réels strictement positifs on a :
e Ilna<Inb = a<b
e Ilna=Inb=a=b
* Ina=0<a=1
e Ina>0<a>1
e Ilna<0 = 0<axl
II- Etude et représentation graphique de la fonction In
* Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et k un entier naturel tel que 0<k<n-1
1 _1_1 jzk*l dt IZ“” dt IZ“” dt ok —ok 1

2k+1sz—2_k:> 9k T— ok 2k+1 -

Alorsona:Si2<t<2"' = =t 2 oo
2t 2 2

Tc+1 n-1
Donc ZJ.Z a5l = 2%>E:>l @22
k:02 1t 2 2

Soit A>0 et ny=E(A)+1

Pour tout x >2%"; Inx > In(2°™) > % =n, et puisque n, > A alors Ox >2",Inx > A

Donc la fonction In est non majorée
Ainsi la fonction In est croissante et non majorée alors lim Inx = +oo

X — +00

* Soient f: x> Inx et g:XH—ln(lj;x>0
X
La fonction f est dérivable sur ]O; +00[ et 0x>0,f'x)==

La fonction u:x 1 est dérivable sur ]O; +00[ etu(]O; +00[) = ]O; +00[ alors la fonction
X

Ainsi Ix>0,g' x)=f'(x)=>0x>0; gx)=f(x)+c ouclR
1



Or g(1)=f1)=0 alors ¢=0 donc Ox>0;g(x) =f(x) = 0Ox>0; —ln[lj =Inx
X

Par suite limlnx = lin}(—ln( j) = lim(-Int) =

x-0" x-0 t—+oo

On en déduit que 'axe des ordonnées est une asymptote a la courbe représentative de la
fonction In

-D1:21;1:2\/E:>Dt21;1 —doncDx>1J. _J. dt:>lnx<2\/_ 2
t t
o<ln—x<%—3,mxz1
Ainsi X2 ;( x Alors 11m1— 0
lim(———j:hmozo o
X — +0o \/; X X — 400

On en déduit que la courbe représentative de la fonction In admet une branche parabolique
de direction celle de ’axe des abscisses au voisinage de +co

» Tableau de variations de la fonction In e Courbe représentative de la fonction In
X 0 +00
+
In'(x)
+00
In
—00

La fonction In réalise une bijection strictement croissante de ]0; +00[ sur R
L’unique réel x tel que Inx =1 est notée e, ainsi Ine=1, e~ 2,71828

Compléments
Inx

e La fonction In est dérivable en 1 est In'Q) =1 = lim =1

x—1 x —

s Vx>0 onpose 1::l , lorsque x — 0",t — 400
X

1
1 ln[] Int
Donc limxlnx = lim—xIn —] = lim——X — lim— " =0
X

x—0" x—0" x—0" t—+oo t
X
Théoreme
) ; Inx
e limIlnx=+c0 o limlnx=—00 e lim——=0
X—+00 x—0T x—400 X
; Inx
° limxlnx=0 ° lim =1
x—0" x—1 x — 1




III- Propriétés algébriques
On considere les fonctions f et g définies sur |0;-+oc| par f(x) =Inx et g(x) = In(ax) ot a >0
* g estdérivable sur |0;+o0| etVx >0, g'(x) = a.i 1 f'(x)
ax X
e Vx>0,g'x)=f'(x)=Vx>0,g(x)=f(x)+c,ouceR donc Vx>0, In(ax) =lnx+¢
en particulier Ina=Inl+4+c¢=c=1na donc V¥x>0,a >0 In(ax)=Inx+Ina

e Pour tous réels strictement positifs a et b, ln[E =In

1
=1 1
a ] na+lIn

1] =Ina—1Inb
b

Théoréeme

Pour tout réels strictement positifs a et b

e In(ab)=Ina+Inb e In %]:lna—lnb e In|=|=—In(a)

Soit a un réel strictement positif
e Montrons par récurrence que Vn € N,In(a") =nlIn(a)
Pour n=0,In(@’)=ln1=0=0.lna
Soit n € N, supposons que In(a”) = nln(a) et montrons que In(a""") = (n+1)In(a)
On a par hypotheése de récurrence : In(a") = nln(a)
Donc In(a™") =In(a".a) =nlIn(a)+lna=(n+1)lna
Conclusion : Vn € N,In(a”) = nln(a)

1

e Soit n€ Z" alors In(a”) =In|—|=—-In(a™") = —(-n)lna=nlna (car-n0ON )

En fin Vn € Z,In(a") = nln(a)
e Soit n entier tel que n > 2 alorsa:(%/g)n :>lna:ln({‘/_) —nln(\/_):>ln(\/_) —lna

Théoréeme

Soit a un réel strictement positif

evneZ ,In(@a")=nlna eVneN telquen > 2, In(X/a) = —lna
n

IV- Autres limites
Soient p un entier naturel non nul et n un entier naturel supérieur ou égal a 2

h [1 In(x”) [1 ln(i‘/;)n] nln(il/;)] Eln({‘/;)
(ln X) P P p

eVx >0, = = . _\p )
X (nxp) (nxp) (HXP) VxP
Posons t =3/x" , lorsque x — 400, t — 400

D n@x?)

Alors lim (Inx) —lim|2— | =1lim|— ln_t] =0
X—+00 Xp X—+00 n XIJ t—+oo p t
olim x(Inx)"| = lim |- In| 1 ‘ lim (1" (lnt) =k I %“nt) ‘—O:llmxp(lnx)n—




Théoréeme

Pour tous entiers naturels non nulsnet p: lim (Inx) =0, limx’(Inx)" =0

x—+o00 X x—07"

V- Fonctions x - In(u(x)),x - Inju(x)|

Théoréeme

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que Vx € I,u(x) > 0 alors la fonction

f:x+— In(u(x)) est dérivable sur I et Vx € I,f'(x) = u )

u(x)

Démonstration
Ona:f=gou,oug:x—Inx
u est dérivable sur I et u(I) O ]0;+oo]

) alors g o u est dérivable sur I
g est dérivable sur ]0; +oo[

Ce qui implique f est dérivable sur I et vx € Lf'(x) = u'(x).g'(u(x)) = u'(x).—— = 2 (x)
ux) ukx)

Théoréeme

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que Vx € I,u(x) = 0 alors la
u'(x)

fonction f:x +— ln|u(x)| est dérivable sur I et Vx e I,f'(x) = =
u(x

Démonstration
On a: Vxel,u(x) = 0 alors u garde un signe constant sur I

e Si Vxel,u(x)>0 alors d’apres le théoreme précédent f est dérivable sur I et

u'(x)

u(x)

e Si Vxelu®x) <0 alors Vx €1, f(x) =In(—u(x)) et comme u est dérivable sur I alors la
fonction —u est dérivable sur I Vx €I, —u(x) >0 donc f est dérivable sur1 et
1 u®

—u(x)  ux)

vxeLf'(x) =

vx e Lf'(x) = —u'(x).

Corollaire

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que Vx € [,u(x) = 0 alors la

fonction f:x—

admet pour primitive sur I la fonction F:x ln|u(x)| +k,ou kOR
u(x

On se propose de chercher une primitive sur ]0; +00[ de la fonction f: x> Inx

La fonction F définie sur]O; +00[ parF(x) = I “f(t)dt est la primitive de f sur ]0; +00[ qui

s’annule en e



Ot>0,on poseg'(t)=1 - g(t)=t et f(t)=Int - f'(t) 2% Alors d’apres le théoreme
d’intégration par parties :
Ox >0, F(x) =[gt).f@)]) - [ g®f (t)dt =[tInt]’ —j"t.%dt =xInx-e-[ dt=xInx-x

Théoréeme

La fonction x — xInx — x est une primitive sur]O; +00[ de la fonction x — Inx




