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Exercice 01 : (7 points)

1-cosTx

X

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

\/X2+X+1—X—% s1i x<0

1) a) Montrer que x>0 ,-x<f(x) < —x+%
X
b) En déduire lim f(x) puis lim f(tanx)

X | =

2
2) a) Montrer que f est continue sur R

b) Déterminer limf (mj

x-0" X

-x s1x>0

3) a) Montrer que la droite d’équationy = -2x —1 est une asymptote a la courbe
représentative de f au voisinage de —oo

b) En déduire lim xf (lj

x-0" X

4) a) Montrer que ’équation f(x) = 0 admet au moins une solution o dans }%,%[

b) Montrer que sin(To) = T/ 20 - TCa*

Exercice 02 : (6 points)

1) a) Résoudre dansC 1’équation (E):z* —-2z+2=0
b) Mettre les solutions de (E) sous forme exponentielle

2) Pour tout réel 6de l’intervalle]O;T[[ , on consideére ’équation (E,):z” —2z - 2isin6.e” =0
a) Vérifier que e*® -1 =2isin0.e®
b) Résoudre dansC I'équation (E,)

3) Le plan complexe & est rapporté a4 un repére orthonormé direct (O,T,j) On désigne par
M,,M, et M, les points d’affixes respectives z, =2 ,z, =1-e“et z, =1 +¢"

a) Ecrire z, et z, sous forme exponentielle

b) En déduire que les vecteurs M M, et MM, sont orthogonaux
c) Montrer que OM,M M, est un rectangle
d) Déterminer 6 pour que OM,M M, soit un carré

4) Déterminer les ensembles décrits par M, et M, lorsque 0 varie dans ]O;T[[



Exercice 03 : (7 points)

Le plan complexe & est rapporté a un repeére orthonormé direct (O,T,})
On désigne par A et B les points d’affixes respectives 1 et i
Soit f 'application qui a tout point M du plan d’affixe non nulle z associe le point M'

. z-1
d’affixe z'=—
Z

1) Montrer que f n’admet aucun point invariant
2) Déterminer 'ensemble des antécédents par f du point A

3) a) Montrer que pour tout point M de & \{O,B}, ona: (O—M,OM') = (E,W)[Zn]
b) En déduire 'ensemble des points M pour lesquels les point O, M et M'sont alignés
4) a) Montrer que pour tout point M de & \{O} ,les vecteurs AM'et OM sont orthogonaux

b) En déduire une construction du point M' a partir d'un point M donné n’appartenant
pas a (OB).

c) Effectuer la construction de 'image du point C d’affixe z, =1+i(1+ J3)

5) Déterminer 'image par f de la droite P d’équation y =1
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Exercice 01

1)a)Ona:Dx>0,—1s—cos(nx)s1:>0s1—cos(nx)s2:>0s1_COSET'X)s 22
X TCX

Donc DX>O’_XS1_:[20—)S(2TD()_XS_X+T[22X2 :>DX>O,—xSf(x)s—x+%
O0x>0, fx)<-x+ 22
b)On a: 9 x alors liIPf(x)Z—oo
EII}O(‘“W J:‘w ﬂ
lim tanx= +c
Ainsi X”(Ej alors lim f(tanx)=-w
lim f(x) = -0 x-(5)

X — too

2) a) » La fonction x — x* +x +1est continue et positive sur ]—00;0]

Alors la fonction x > Vx*> + x +1 est continue sur]—OO;O]
La fonction x> —x —% est continue sur ]—00;0]

Donc la fonction f est continue sur ]—00;0] (Somme de deux fonctions continues)
« Les fonctions x > 1 - cos(Tx) et x —> Tx” sont continues sur]0;+o[ et Ox >0, T'x” # 0
1 - cos(Tx)
X’
La fonction x — —x est continue sur ]O; +00[
Donc la fonction f est continue sur ]O; +00[ (Somme de deux fonctions continues)

1ot j -L1of0) (carlimITEEM) _y;p, 1ocost 1,
X

2 =00 x> 00 {2 2
Alors f est continue a droite en 0
Conclusion : f est continue sur chacun des intervalles]—oo;O] et]O; +00[ et a droite en 0

Alors la fonction x — est continue sur ]O; +00[

e lim f(x) = lilg}[

+
x-0

Alors f est continue sur R
1-cosx

lim=—<%5% - o .
- 3 alors lim f (—cosxj =
X

x-0"

b)ona:
lim () =2

1 2
x2+x+1—(x+j
2

3)a) limf(x)+2x+1:lim\/x2+x+1+x+%=lim :
X —» —00 X —» —00 X —» —00 2 1 _(X+ j

3
= lim 4 =0
X +x+1 —(x+j
2
Alors la droite d’équationy = -2x —1 est une asymptote a la courbe représentative de

f au voisinage de —co
3



3
b) limxf(lj:hm X) - im W - o
X

x-0" x-0" l to-o ¢
X
(Car la droite d’équationy = —2x —1est une asymptote a la courbe de f au voisinage de —« )

4) a) f est conti 32| i 3)t ) 2w 3w ) "
) a) f est continue sur {3 2} € (3) (2) (2T[2 3] (sz 2j
Alors ’équation f(x) =0admet au moins une solution a dans }%,%{

1 - cos(T)
o’
Or sin®(To) + cos?(Tr) =1 alors sin?(T) = 1 - cos*(T) = |sin(T[0()| =41 - cos?(Tn)

Donc [sin(To)| = \/1 - (1 - 1'[20(3)2 =J2r2a?® - rta® = mra%(2a - reat) = malv/20 - o

b) On a: f(a)=0 =0 = 1-cos(tTn) = TE0® = cos(tm) =1 - 1°0®

Et puis que a 1,1 alors T O T—T;E = sin(m) >0
32 32

Donc sin(To) = Tav/ 20 — Tea?

Exercice 02

Da) (E):z2-2z+2=0
Le discriminant de (E) est A = =4 =(2i)*> alors les solutions, dans C,de(E) sont :

z':2;21 2721 9 Diou S, ={1+i;1-i)

b) Z':1+i:\/_[£+ £J \/§(cos5+1sm ] \/_e4 ; z”:l—i:i':\/ge_ig

2) (E,):z” -2z -2isin6.e* =0 ou 60]0;1]

a) e -1=¢" (eie = e‘ie) =2isinB.e® (Formule d’Euler)

=1l+ietz"=

b) Le discriminant de (E,) est A, =4 +4 x2isinBe”® =4 + 4(ei29 - 1) =4e'?° = (2e19)
Alors les solutions, dans C,de(E,) sont :
_2-2e" . e 2 +2e”

z, == =1-e“etz, = 5 :1+ei°D’oﬁSC:{l—eie;1+ei9}

3)a)z, =1-e°=e

8/ .8 .0 o ¢
—1+e®=e2|e2+e 2|= 2
z,=1+e" =e?|e?+e —2cos§.e

Et comme 6 D]O;T[[ alors gD }0;3[ donc sing >0et cosg >0 alors la forme

i E—E 19
exponentielle de z, est 2singe >3 et celle de z, est ZCosg.e 2

4



zZ _ 1 _ .0 i0 2cos—.e?
b) On a: Mt = 21 2 _ 1 © =1+e' :Z—2=—2=ic0tg(gj

ZM0M2

z
—* est imaginaire alors les vecteurs M M, et M|M, sont orthogonaux

ZM0M2

) Zy =2-2,=1-e° =2 =z alors M,M;, =OM,
Donc OM,M M, est un parallélogramme
. OM,M M, est un parallélogramme
Ainsi = OM,M M, est rectangle
MM, OMM,
d) On a: OM,M M, est rectangle donc pour qu’il soit un carré il suffit que OM, = OM,,

OM, =OM, = |Z1| = |z2| = 2Sin9 = 20089 = sing = cosg
2 2 2 2

Or QD O;]—T alors sing :COSQZ>E=E:> p="
2 2 2 2 2 4 2
4) Soit I, etl, les ensembles décrits par M, et M, lorsque 6 varie dans |0;(

respectivement et soit A le point d’affixe 1

— 6 — A 1(0+TT
P Mz)OT, = {Zlm_](l);;t[e B {ZID_]E?HE o E
_ {|zl—zA|=1 M,
arg(z, -z,) = 0+m[2n] ,60]0; 7
(i,AM,) =0+ n{2r] ,60]0;7]

Donc I'; est 1'arc 619[\0 du cercle de centre A et de rayon 1 privé de O et M,
z,=1+e" z,—z, =e® |z —z|=1
M OF. o 42 U R R Lae- B
(z,)OT, {GD]O;T[[ {GD]O;T[[ {arg(zz —zA)EG[Qn] ,GD]O;T[[
AM, =1
"G A =6[2n] ,60]0; 1]

Donc ', est 1'arc M;O du cercle de centre A et de rayon 1 privé de O et M,

Exercice 03

1) Soit z =x +iy ou (x,y) OR"xR"

z—1 _ . 2 .
= 27z =7 -1 -z+i=
M(z) est un point invariant parf = f(M)=M = z Z e { = {|Z| 2+1=0

z#0 z#0 z#0
x>+y*-x=0 x*-x+1=0
2 2 _ 1) =
‘:{f +)y¢(0x0)1<y V0L dy-1=0 ~qy=1
Y ’ (x;y) # (0;0) (x;y) #(0;0)

Et comme ’équation x*> - x +1 =0n’admet pas de solution réelle alors le systéme
5



z—1

Z
zZ0

2= n’admet pas de solution dans C donc fn’admet aucun point invariant

2) Soit A l’ensemble des antécédents de A par f
z—1

M@Oa » )7 =1 [27i%Z _[2-2-i=0 [2iIm(z)-i=0  [2Im(z)-1=0
z#0 z#z0 zz0 zz0
z%£0
2y-1=0 -1
Soit z=x+1iy ou (x,y) OR"xR"” donc M(z) DA - { Y - 1Y
(x;y) #(0;0)
x UR
Alors Aest la droite d’équation y :%
3)a)On a DZDCD\{i} ,2' = Z:l = arg(z') Earg(z:l)[ZT{] Earg(z—i)—arg(i)[Zﬂ]
Z VA

=arg(z—1i)+arg(z) [21‘[]
= (1,0M) = G, BM) + (,0M)[2r] = (,0M) - G,0M) = G, BM)[ 21

= G,/O—ﬁ') + (OLM\,E) = Gﬁ)[Zn] = (ﬁ\C)—M') = (L/BT/I)[,‘ZH]

b) On a pour tout M de & \{O,B}, (Cr)‘l\IO\MV') = (i,/]ifl)[.QT[]

Donc pour tout M de & \{O,B}, O, M et M'sont alignés < (O—M, OMV') = O[TE]
- (i,ﬁfl) = O[T[] = M Oa la droite d'équation y =1 privé de B
En plus f(B) =0 = O,M et M' sont alignés si M = B

Par suite 'ensemble des points M pour lesquels les points O, M et M 'sont alignés est
la droite d’équation y =1

HayOMuPN\o}, Zaw 2"l 7 ~_z-i-z 2ilm@)-i :-£2Im(2)‘1]

— 2 2
Zoi zZ zZ 77 |z| |z|

Ainsi Zanr est imaginaire car M ORalors AM'0 OM
Zm z|
b) Soit M un point de &\ (OB) d’image M' par f
On (OM,0OM’) = (;,B—.M)[ZT[] et AM'0OM alors M' appartient a la perpendiculaire a
(OM) passant par A et a la demi droite [Ot) tel que (OM, Ot) = G,W)[ZT[]
) z,=1+i1+v3)=1+i+iV3 o z,-i=1+iV3 o 2, -2, =23
|ZC—ZB|:2 BC=2
arg(z, —zy) Eg[ZT[] (i,BC) =§[2T[]
Alors C est un point du cercle de centre B et de rayon 2 et de la demi droite [Bt') tel
que (iﬁ‘?) = g[2n]



Alors C'=f(C) appartient a la perpendiculaire a (OC) passant par A et a la demi

droite [Ot) tel que (6/635 Eg[ZTr]

5) Soit I I'image par f de la droite P d’équation y =1
Mz)O9P -z=x+ioux0OR
Soit z' = x'+iy'ou (x',y") OR?'affixe de M'=f(M)

2

X
1
) ) X =
Z,:z—1: b:¢ :x(x+1): x> 43 X x2+1
zZ x-i x*+1 x*+1 x*+1 ) X
y =
x2+1
4 2 2 2 2
.. X X x“(x"+1 X
Ainsi x?+y"” = + e ) -

(+1)f (+1) (w+1) ©Al

2
Donc x?+y?=x" o x"+y”-x'=0 = (x—lj +y"? _i -

2

centre O'[%;O) et de rayon %

Alors I est le cercle de centre O'(%;O] et de rayon %

—>0(C—" 0=

" appartient au cercle de




