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Exercice 01 : (3 points)

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse
1) Soit z un nombre complexe non nul, si z> est un réel alors z est un réel
2) Soientz et z' deux nombres complexes non nuls, si |z| = |z| alors z=z'ouz=-z'

3) Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O;f;j)

iz +
L’ensemble des points M d’affixe z tel que iz+1 est un réel est le cercle de diametre
7 —
[AB] privé du point A ot A1) et B()
. ) T . . i i[g-ej
4) Soit 0 un réel de |—;m ,I’écriture exponentielle de ————— est cosB.e
2 1+itan®
Exercice 02 : (6 points)
Pour tout réel 6 }O;g{, on considére P'équation (E,):z> -z +e*° —ie® =0
1) a) Calculer (1 + 2ie™®)?
b) Résoudre dans C, I’équation (E,)
2) Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O,T,E)
On désigne par A,M'etM"les points d’affixes respectives 1,z' =1+ie® et z" = —ie®

a) Ecrire z'et z" sous forme exponentielle

b) Montrer que le quadrilatere OM'AM" est un parallélogramme
¢) Déterminer 6 pour que OM'AM" soit un losange

3) Soit I’équation (E):(z +2i)® = L(1 +1i) 2’

NG

a) Déterminer les racines cubiques du nombre complexe %(1 + i)

b) Soit a DR \{2nm, n 07}

« Z+21 ; .
Montrer que OzOC ,Z 21 _ e’ = z= cotg(%) -1
z

¢) En déduire les solutions, dansC, de ’équation (E)

Exercice 03 : (5 points)

X + cos(Tx)
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x-1

VxZ+x+2-x six=>1

six<l

1) Calculer lim f(x)

X — +00



+1sf(x)sl

2) a) Montrer quelx <1 , X
X —

b) En déduire lim f(x)

X —» —00

3) Montrer que f est continue surR

4) a) Montrer que ’équation f(x) =0admet au moins une solutiona dans }—%,O[

b) En déduire que sin(tm) = —V1 - a®

Exercice 04 : (6points)

Soit (u.)la suite définie sur N par 2
(u,) P u =92+u“, OnON

n+l

1) Montrer que pour toutn N ,u_>3
2) a) Montrer que (u,) est une suite décroissante

b) En déduire que la suite(u,) est convergente et déterminer sa limite

3) a) Montrer que pour toutnON ,u_, -3 < %(uIl - 3)

n+l

b) En déduire que pour tout nON ,u_-3 < 3(%)

c¢) Retrouver alors limu_

n - +oo

n-1
4) Pour tout nON" on pose v, = > u, et w, =Va
k=0 n

a) Montrer que pour tout nON,3n<v,_ < 6(1 - 2_1“j +3n

b) En déduire limv_ et lim w_

n - +oo n — +oo

R e



Correction

Exercice 01

1) Faux : (Contre exemple : pourz = eig ona:z’0OR et zOR )
2) Faux : (Contre exemple :Pour z=1+1i et z'=1-1iona: |z| =|z'| etz#Zz' etz#-z')

12 +11 O R} et soient A(1) et B(1) alors :

3) Vrai : soit { = {M(z) , telque
7 —

. Lo . -
Zrlap | Dpp |27igp  \ZBOR - (BM OAM
M(z)OCf = {z-1 =4 z-1 = 1z-1 = 3 Zg o
z#1 z#1 z#1 771 M#A

EquivautM appartient au cercle de diametre [AB] privé du point A
4) Faux ZDGD};;T{,COSG <0
Exercice 02
Soit I'équation (E,):z* —z+e** —ie® =0ou 60 }0;5[,
1) a) (1+2ie)* =1+4ie” —4e™
b) Le discriminant de 'équation (E,) est A =1-4(e*® —ie®) =1-4e*® +4ie®) = (1 +2ie®®)’
Alors 1+2ie® est une racine carrée de A et donc les solutions, dans C, de ’équation
1+1+2ie® 1-1-2ie®

=1+ie’etz"'=—————— =—je’alors S_ = {1 + ieie,—ieie}
2 2

2)a)e z'=1+ie®=1+ ei[e+gj = ei[g%) [ei[g{) + e_i[g{;{)} =2cos (E + Ejei[g"Zj
2 4

Or 060 O;E , 9+ED E;E alors cos 9+E >0
2172 4 |4°2 2 4

(E,) sont z'=

(8,
Donc la forme exponentielle de z' est 2cos (g + gje (2 4]

il -1

° Zn - e( 2)

b)Ona: z, -z, =1-(-ie®)=1+ie® =z,, > M"A =0OM' et comme O, A et M" sont non
alignés alors OM'AM" est un parallélogramme

¢) On a: OM'AM" est un parallélogramme alors pour que OM'AM"soit un losange il
suffit que OM"=0M' .Donc

cosO —l
200s(9+ﬂj=1 cos(9+Ej=l 2 9’;1[
OM'=OM" - [z]=|z"] - 2 4 2402 g8, 3 _g=T
em}o,ﬂ[ em}o,ﬂ[ 2.4 lg=8,m 6
2 2 GDF’E{ 2 4
4’2

D’ou OM'AM" est un losange si est seulement si 6 :g



3) Soit I'équation (E): (z+2i)° = %(1 +i)z®
a)Ona %(1 +i)= £ + 1£ = cos[D + isin[gj =¢'t alors les racines cubiques de = (1+i)
1 2km

ND)
sont les nombres complexes z, = el(?T] aveck 0{0,1,2}

b) DOaOR\{20m, n07}, 020C 252 =6l & 2421 =26 « g ~1)=2i 2= 2 -
Z e —

o a) .. («a
) Lt cos| — |—isin| —
21 2ie ? (2) (2) a
- 7= = e g=—_Z L g= = z=cotg| —|—-1
o2 o2 2isin| 2 sin| & 2
e?le?-e - -
2 2

¢) Il est clair que 0 n’est une solution de ’équation (E) alors :

N3
0zOC ,(z +2i)° :%(ui)f - (“;21) :%(1“)

z+2i1 i(l*@]
- =z, =e'” ?/aveck D{0,1,2}
Z
Et comme Ok 0{0,1,2}, %+ ZEHD R\{2nm, n0Z} alors z une est solution de (E) dans

C équivaut a - z—cotg(%+%) -i, aveck D{0,1,2}

Sc = {cotg(2—1+k§j—1 aveckD{0,1,2}}

Exercice 03

X(1+2j
1) lim £(x) = lim Vx* + x +2 - x = lim —— X*2 o im X
XX H2 4 \/x2(1+1+22J+x

{1+3) {1+) {1+)
= lim X = lim X = lim X

Xﬁ+w|x|\/1+1+22+x Xﬂ+mx\/1+1+22+x Xﬁmx( 1+1+2+1J
X X

X X

= lim X :%
B \/1+1+2+1

X x°

2) a) Pour tout x0O ]—oo '1[ on a —lsCos(Tlx)sl:>x—1£x+cos(Trx)Sx+1

Et comme DXD]—OO 1[ <0 alors X+1SX+COS(T[X)SI :>X+1
x-1 x-1 x-1

<f(x)<1

Ox <1, Sf(x)sl
b)On a: X‘l — lim f(x) =1

.ox+1 X o0
lim =1
X =0 ¥ —

3) « La fonction x — x* +x + 2 est continue et positive sur[l, +00[ alors la fonction

X Vx®+x+2 est continue sur[l, +00[



» La fonction x — —x est continue sur [1, +00[
Alors la fonction f est continue sur [1, +00[

* Les fonctions u:x+— x+cosTX et v:x+— x—1 sont continues sur ]—00,1[

Et Ox D]—w,l[ ,Xx—=1#0 alors la fonction Y est continue sur ]—00,1[
s

= fest continue sur ]—00,1[

*On poset=x-1, pour toutx <1, alorssi x - 1°,t - 0" donc:
X + cos(Tx) zlimt+1+cosrl(t+1) =lim(1+ 1—c:sntj _1=f)

limf(x) = lim

x-17 x-17 x—-1 t-0" t t-0
. 1l-costtt . .
(car hmf =0) Alors f est continue a gauche en 1
t-0"
Conclusion :

f est continue sur chacun des intervalles ]—00,1[ et [1, +00[ et continue a gauche en 1 alors f

est continue sur R

4) a) f est continue sur R en particulier sur [—%;O} ; et f(—%) xf(0) = % x(-1)= —% <0 alors

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires 1’équation f(x) =0 admet au moins une

solution adans }—% ; 0[

o + cos(Tm)
a-1

Or cos?(To) +sin®(T) =1 = sin®(T) =1 - cos?(To)

Alors +/sin®(T) =+/1-cos?(Ta) < |sin(mo| = V1 -a?

b) f(a)=0 = =0 « a+cos(tn) =0 < cos(tTm) = —a

Et puisque a D}% ;0{ alors T D}]—; ;0[ donc sin(T) <0

Par conséquent -sin(tm) =+v1-0a®> = sin(to) = - V1 -a?
Exercice 04
1) Montrons par récurrence que pour toutnUN ,u_ >3

* Pourn=0,u,=6=>1u,>3

* Supposons que In 0N, u_ >3 et montrons que u_,, >3

2 2 _ 3- 2
*Ona:n0N, unﬂ—3=9+u“—3=9+un 6un:( u“) >0=>u,,, >3
2u 2u, 2u
Conclusion: InON,u_ >3
_9+u’ :9+ui—2ui:9—ui:(3—un)(3+un)

2)a) Ona:On0ON, u,,,—-u, =

2u, ! 2u 2u, 2u,

Or (n0ON,u, >3 alors (3+u“)>Oet3—un<0:>(3_un)(3+un)<0

2u 2u

n n

Alors (u,) est une suite décroissante

:>un+1_un<0

b) La suite (u,) est une décroissante minorée par 3 alors elle converge vers un réel 1> 3



9 + x>
b:¢

n0ON,u, >3et u, =f(u)ouf:x—

On a: {(u,) converge vers 1 D[S; 6] (u, <u,)

f continue sur [3; 6] doncf est continue en 1

Alors 1 est une solution dans [3; 6] de I'équation f(1) =1

2
. .{f(l)=l 9+l {9+12:212 {9:12
nsi 1 o o - 1=3
10(3;6] 10[3:6] 10(3;6] 10[3;6]
— 2 —
S)al)Ona:DnDN,unﬂ—3=(un 3 _(u, 3).(un—3)
2u, 2u,
Et comme (u,) est décroissante alorsOn0N,u, <u,=0On0ON,u <6=0n0ON,u -3<3
En plus DnDN,un23:DnDN,2un26:>DnDN,2LS%
ul’l
O<u,-3<3 3 1 5 .
Ainsi[in ON , 1 1 =>2"2<= done OnON :(u“_ ).(un—3)s—(un—3)
0<—=<— 2u, 2 2u, 2
2u, 6
Dou On0ON ,u,,, —SS%(un -3)

b) Montrons par récurrence que pour tout nON ,u_-3< 3(%)

0
Pour n=0,u,-3=3 et donc u0—3s3.(%j

n n+l
Supposons que In[ON ,u_-3< 3(%) et montrons que u_,, —3< 3(%)

1(1

Ona:[On0N,u 35%(1111 -3)etu, —-3< 3(%) =>u,, —3< 3.—.(—)

n+l -

Conclusion:[In 0N ,u -3< 3(%)

DnDN,O<un—SSS.(%
= limu, -3=0=limu, =3

lim 3(lj =0
2

n - +oo

¢)Ona:



k
4)a)On a: DkDN,0<uk—3s3.(%j

n-1 n-1 k n-1 n-1 n-1 k
AlorsOnON;0< ) (u, -3)< >3 1 =0<) u, ->.3<3> 1
k=0 ko \2 k=0 ko\ 2

k=0

1 n
n-1 1_(2j n-1 1
:>0<k2:(;uk—3n33. —F— :>0<Zuk—3ns6.(1—§]
1_7 k=0
2

n

n-1
:>3n<2ukS6.(1—2—1nj+3n:>3n<vns6(1— 1 j+3n
k=0

OnON,3n<v, 36(1—2—111J+3n
b) *On a: = lim v, =+
lim 3n = lim6(1—2inj+3n = +00

n - +oo n — +oo

.Ona:DnDN*’3n<Vn56(1_%]+3n:>3<hs§(1—2—1nj+3
n n

= On0ON,3<w, 59(1—%}3
n
OnON',3<w, 59(1—ij+3
n 2" .
= limw,_ =3

1im§(1—ij+3:3 o

na+oon n

Ainsi :

e =4 _




