Serie d'exercices (Arithmétique) 4™ Maths

1
Exercicel

On appelle (E) I'ensemble des entiers naturels qui peuvent s'écrire sous la forme
9 + a? oi1 a est un entier naturel non nul : par exemple 10 =9+ 12: 13=9+2% etc.
On se propose dans cet exercice d'étudier |'existence d’éléments de (E) qui sont des
puissances de 2, 3 ou 5.

1. Etude de I'équation d'inconnue a : a>+9=2"otlac M, nef, n = 4.

a. Montrer que si a existe, a est impair.
b. En raisonnant modulo 4, montrer que I'équation proposée n'a pas de
solution.
2. Etude de I'équation d'inconnue a  : at+9=3"otacN, neN, n > 3.
a. Montrer que si n = 3, 3" est congru a 1 ou a 3 modulo 4.
b. Montrer que si a existe, il est pair et en déduire que nécessairement 7 est
pair.
c. On pose n=2p ou p est un entier naturel, p > 2. Déduire d'une factori-
sation de 3" — a”, que I'équation proposée n’a pas de solution.
3. Etude de I'équation d'inconnue a  : a+9=5"pouach, neh, n>2.
a. Enraisonnant modulo 3, montrer que 1'éguation n'a pas de solution si n
est impair.
b. On pose n = 2p, en s'inspirant de 2. c. démontrer qu'il existe un unique
entier naturel a tel que a’® + 9 soit une puissance entiére de 5.

Exercice n°2

Le but de I'exercice est d’étudier certaines propriétés de divisibilité de I'entier 4" —1,
lorsque n est un entier naturel.

On rappelle la propriété connue sous le nom de petit théoréme de Fermat : « si p est
un nombre entier et @ un entier naturel premier avec p, alors ! —1=0 mod p».

Partie A. Quelques exemples.
1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 4" est congru a 1 modulo 3.
2. Prouver al'aide du petit théoréme de Fermat, que 4°® — 1 est divisible par 29.

3. Pourl < n < 4, déterminer le reste de la division de 4" par 17. En déduire que,
pour tout entier k, le nombre 4** — 1 est divisible par 17.

4. Pour quels entiers naturels n le nombre 4™ — 1 est-il divisible par 57?

5. A l'aide des questions précédentes. déterminer quatre diviseurs premiers de
28
4 -1

------

Soit p un nombre premier différent de 2.

1. Démontrer qu'il existe un entier n > 1 telque 4" =1 mod p.
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2. Soit n = 1 un entier naturel telque 4” =1 mod p. On note b le plus petit entier

strictement positif tel que 4” =1 mod p et r le reste de la division euclidienne
de n par b.

a. Démontrer que 4" =1 mod p. En déduire que r =0.

b. Prouver L'équivalence : 4" — 1 est divisible par p si et seulement si n est
multiple de b.

c. En déduire que b divise p— 1.

Y A A
Exercice n°3

1% Montrer que pour tout entier relatif n les entiers 14n + 3 et 52 + 1
sont premiers entre eux.

2° YOn considére l'equation (E): 87x+ 31y=2 o0 x ety sont des entiers relatifs.
Vérifier, en utilisant par exemple la question 1, que 87 et 31 sont premiers entre eux.

En déduire un couple («; ¢) d'entiers relatifs tels que 87u + 31v=1,
puis une solution (xg ; yg) de (E).
37 )Soit (E') 'équation 87x +31y=0 ol x et y sont des entiers relatifs.

a) Démontrer 'équivalence : (x ; y) est solution de (E) < (x — xg ; ¥ — ¥o)
est solution de (E')

b) Résoudre 'équation (E').

c) En deduire I'ensemble des solutions de (E).

I U N A
Exercice n°4

1. On considére 'ensemble A7={1;2:3:4:5; 6.

a. Pour tout élément a de A7 écrire dans le tableau ci-dessous I'unique €élé-
ment yde A7 tel que ay=1 [7] (soit modulo 7).

a 1 2 3 4 5 3]
¥y
b. Pour x entier relatif, démontrer que 'équation 3x =5 [7] équivaut a
x=4 [7].

c. Siaestunélément de A, montrer que les seuls entiers relatifs x solutions
del'équation ax=0 [7] sont les multiples de 7.

2. Dans toute cette question p est un nombre premier supérieur ou égal a 3.

On considére 'ensemble A, ={1; 2; ---; p— 1} des entiers naturels non nuls
et strictement inférieurs a p. Soit @ un élément de Ap.

Page : 2
Dhaouadi Nejib https:/ /WWw.cigmaths.net baaas




Serie d'exercices (Arithmétique) 4™ Maths

a. Vérifier que a2 est une solution de I'équation ax=1 [pl.

b. Onnote r le reste dans la division euclidienne de a”~Z par p. Démontrer
que r est I'unique solution dans A, de I'équation ax=1 [pl.

c. Soient x et y deux entiers relatifs. Démontrer que xy=0 [p] si et seule-
ment si x est un multiple de p ou y est un multiple de p.

d. Application: p=31.
Résoudre dans Ag; les équations2x=1 [31]et3x=1 [31].

A T'aide des résultats précédents résoudre dans Z I'équation
6x* —5x+1=0 [31].

Exercice n°5

13 (19)

» = o e "
[l s’agit de résoudre dans Z le systeme (S) { 6 (12)

n

1. Démontrer qu'il existe un couple (u ; v) d'entiers relatifs telque : 19u+12v = 1.
(On ne demande pas dans cette question de donner un exemple d'un tel couple).

Vérifier que, pour un tel couple, le nombre N = 13 x 12v + 6 x 19u est une so-
lution de (S).

2. a. Soit np une solution de (S), vérifier que le systéme (S) équivaut a

n = ny (19

n = np (12)
b. Démontrer que le systéme n = n (19) égquivauta n=np (12x19)
) 9 Sys n = m (12) q N )

3. a. Trouver un couple (u; v) solution de I'équation 19u+ 12v = 1 et calculer
la valeur de N correspondante.

b. Déterminer 'ensemble des solutions de (S) (on pourra utiliser la ques-
tion 2. b.).

4. Un entier naturel n est tel que lorsqu’on le divise par 12 le reste est 6 et lors-
qu’on le divise par 19 le reste est 13.

On divise n par 228 = 12 x 19. Quel est le reste r de cette division ?
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