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1. Définition 

Activité 

Une urne contient cept boules noires numérotées 0,0,0,0,1,1,1 et cinq boules blanches 

numérotées 0,0,1,1,1. Toutes les boules sont indiscernables au toucher. 

1) On tire une boule au hasard et on considère les événements suivants: 

N : "La boule tirée est noire" 

A : "La boule tirée porte le numéro o" 

Calculer les probabilités p(N), p(A) et p(N fi A) 

2) On a tiré une boule de l'urne, on a remarqué qu'elle est noire. 

Calculer la probabilité q que la boule tirée porte le numéro o. 

Comparer q et 

Solutions ^ 

Le contenu de l'urne peut être résumé dans le tableau suivant: 

Boules noires Boules blanches 

Boules n0 0 4 2 

Boules n01 3 3 

1) L'univers E des cas possibles est formé par les 12 boules donc 
( . = CardjN) = j_ . (A) = CardjA) = _6_ = 1 

^ J Card(E) 12 ' "V / Card{E) 12 2 

N A : "La boule tirée est noire n0 o" 

Donc p{N n A) = = -è = i 

2) Dans ce cas un cas possible est forcément une boule noire (car on sait déjà quelle 

est noire) donc l'univers des cas possibles se réduit à l'ensemble des cept boules 

noires seulement. 

Donc a = ^ et p{NnA) = i = 1 = 4 uunuq 7 Kl x g. 7 7 y 
12 

Commentaire: q est appelé probabilité conditionnelle de A sachant N. 

Théorème et définition 

ISoit {E, ^{E),p) un espace probabilisé fini. 

Soit B un événement tel que p{B) f 0 

L'application pB définie de SAfE) sur [0,1] par : pB{A) = est une probabilité. 

La probabilité pB est appelée probabilité B-conditionnelle 
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ILe réel pb{A) noté aussi p( A/B) est appelé probabilité conditionnelle de A sachant 

que B est réalisé ou tout simplement probabilité de A sachant B. 

Démonstration 

Montrons que pb est une probabilité 

p{EnB) p(B)) 
p{B) p{B) ❖ PB{E) = 

❖ PB(0) = = o 
PBKV) p{B) p{B) 

❖ Soit A un événement Onpose A={ai,a2,... ,an}={ai} U {a2}U... U{an} 
n 

UM 
i=l 

Pb(A) p[B) p[B) p{B) 

Or les événements {ai} n S, {«2} n 5,..., {an} n B sont deux à deux incompatibles 

car {aj} nB = {ai} ou {aj} n 5 = 0 
n 
Z)p({oi}nS) n n 

Donc MA) = -■ m = E = Eps (te» 
î=1 i=l 

Exemple 1 

Dans un lycée, on demande aux élèves et aux professeurs s'ils préfèrent avoir cours 

le matin ou l'après-midi. 

On obtient les résultats donnés dans le tableau ci-dessous : 

Matin Après-midi Total 

Élèves 657 438 1095 

Profs 84 21 105 

Total 741 459 1200 

On choisit une personne au hasard (parmi élèves et prof esseurs) et on considère les 

événements : 

E : « La personne tirée au sort est un élève » 

M : « La personne tirée au sort préfère avoir cours le matin ». 

1) Calculer p(E) etp(E M) 

2) En déduire P(M/E) avec la formule de la définition précédente. 

3) Retrouver ce résultat sans utiliser la formule du cours. 

Solutions ^2 

1) On est dans une situation d'équiprobabilité donc 

P(E)=pÊ = 0,9125 et p(E M)=jAA = 0,5475 

2)P(M/E>^ = ^|=0,6 

3) On sait que la personne choisie est un élève donc l'univers se réduit à l'ensemble 

localhost/sigmaths/html_net/articles/proba_conditionnelle_Print.php 



30/04/2021 Probabilité conditionnelle 

des élèves seulement (on s'interesse seulement à la première ligne du tableau) donc 

P^A>^=0,6 

Propriété 

Soit {E, ^{E),p) un espace probabilisé fini. 

A et B deux événements tels que p(A)^o et p(B)^o 

p{A D B) = p{B) x p{A/B)= p{A) x p[B/A) 

Cette formule est appelée Formule des probabilités composées 

Remarques 

La formule des probabilités composées peut s'étendre à trois événements A, B et C 

tels que p(A)ïfco et p(AnB)ïfco de la façon suivante: 

|p(A n £ n C) = p{A) x p{B/A) x p{C/A n B) 

Exemple 2 

Une urne contient cept boules noires et cinq boules blanches. 

Toutes les boules sont indiscernables au toucher. 

On tire successivement et sans remise (sans remettre à chaque fois la boule tirée 

dans l'urnes) trois boules de l'urne, 

Déterminer les probabilité des événements suivants: 

A : "Lapremière boule noire apparaît au troisième tirage." 

B : "Seulement, les deux dernières boules tirées sont de même couleur. " 

Solutions ^ 

Considérons les événements suivants 

Ni : "La boule tirée au i-ème tirage est noire. " avec i <i<3 

Bi : "La boule tirée au i-ème tirage est blanche. " avec i<i<3 

A est réalisé si les boules tirées sont dans l'ordre : 

boule blanche au premier tirage, boule blanche au deuxième tirage et puis boule 

noire au troisième tirage. Donc on peut écrire 

p{A) =p{B1 0^2 HiVa) 

= P(-Bi) x p^/Bi) x p{Nz/Bi n B2) 
5 4 7 = — x — x — ss 0,11 
12 11 10 

B est réalisé si les boules tirées sont dans l'ordre : 

boule blanche au premier tirage, boule noire au deuxième tirage et puis boule noire 

au troisième tirage ou boule noire au premier tirage, boule blanche au deuxième 

tirage et puis boule blanche au troisième tirage. Donc on peut écrire 
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p{b) — p((Si n B2 n N3) u (iVi n N2 n B^)) 

= p{Bi) X p{B2/B1) x p{N3/B1 n B2) 

+ p{N1)xp{N2/N1)xp{B3/N1nN2) 

5 4 7 7 6 5 
=   X   X ^ X   X — 

12 11 10 12 11 10 
= 0,265152 

| Formule des probabilités totales 

Propriété 

Soit {E, ^{E):p) un espace probabilisé fini. 

A et B deux événements tels que p(B)ïfco et p(B)ïfci 

p{A) = p[A fi 5) + p{A n B) 

= P{B) x p{A/B) + p{B) x p{A/B) 

D'une manière plus générale, si B1, B2,... et Bn forment un système complet de 

l'univers E (c-à-d deux à deux incompatibles et tels que Bx u B2U... LlBn = B) et 

de probabilités non nulles alors pour tout événement A: 
n n 

p{A) = E p(a n S/) = E piBi) x piyA/Bi) 
i=l i=l 

Démonstration 

A = A n e: = A n (5 u s) = (A n 5) u (A n 5) avec (A n E) n (A n Ë) = 0 

Doncp(A) = p(A n B) +p(A n E) = p{B) x p{A/B) +p(E) x p(A/B) (probabilités 

composées) 
n n 

De même ona:A = AnE = An(lJ Ej = jj (A n Ej ce qui donne 
z=l i=l 

n n 
p{A) = p(A n Ej = Y PiBi) x piA/Bi) car les événements A n Ej sont 2 à 2 

i=l i=l 

incompatibles 

Exemple 3 

Dans une ville, 40% de la population a les cheveux blonds, 50% les yeux bleus et 35% 

les cheveux blonds et les yeux bleus. On choisit une personne au hasard. 

Quelle est la probabilité : 

1) pour qu'elle ait les yeux bleus, sachant qu'elle a les cheveux blonds ? 

2) pour qu'elle n'ait pas les cheveux blonds, sachant qu'elle a les yeux bleus ? 

Solutions 

Considérons les événements : 

C : "Lapersonne choisie a les cheveux blonds". 

O : "Lapersonne choisie a les yeux bleus". 
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//"''t p(OnC) 0,35 35 7 n otc 1)p(0/C) = = - = - = - = 0,875 

2) p{C/0) = or d'après la formule des probabilités totales on sait que 

p{0) = p{C no) + p{C fl O) ce qui donne 

p(c n O) = p{0) - p{C n O)) = 0,5 - 0,35 = 0,15 

DoncP(C/0) = ^ = f = i=0,3 

Exemple 4 

Lors d'un concours la première épreuve est une épreuve de mathématiques, la 

deuxième épreuve est une épreuve de sciences physiques. 

Un élève a 80% de chance de réussir la première épreuve, s'il réussit la première 

épreuve il aura 75% de chance de réussir la deuxième épreuve, et s'il ne réussit pas 

la première épreuve il aura 40% de chance de réussir la deuxième épreuve. 

On désigne par M l'événement « l'élève réussit la première épreuve » et par S 

l'événement « l'élève réussit la deuxième épreuve ». 

Déterminer p{M), p{S/M), p{S/M) etp{S) 

Solutions 

D'après les données on a: p{M) = = 0,8 , p{S/M) = ^- = 0,75 ef 

pOS/m) = ^ = 0,4 

D'après la formule des probabilités totales on a: 

p{S) = p{S n M) + p{S n M) 

= p{M) x p{S/M) +p(M) x p{S/M) 

= 0,8 x 0, 75 + (1 - 0,8) x 0,4 = 0,68 

II. Arbre pondéré 

On peut représenter une situation par un arbre pondéré. 

❖ La probabilité d'un événement correspondant à un chemin est égale au produit 

des probabilités inscrites sur chaque branche de ce chemin (Règle qui reflète la 

formule des probabilités composées) 

❖ la probabilité d'un événement est la somme des probabilités associées aux 

chemins qui permettent de réaliser cet événement (Règle qui reflète la formule des 

probabilités totales) 

Règle des nœuds : la somme des probabilités affectées aux branches qui partent d'un 

même nœud est égale à 1. 
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A A 

B B B B 

Interprétation 

L'événement AfiB est représenté par le chemin : • A ^ B 

La probabilité de ce chemin est le produit des probabilités des branches, ce qui 

exprime p(A n S) = p(A) x p(B/A) 

De même pour les autres chemins: 

AnB représenté par le chemin • ^ A ^ B 

A DB représenté par le chemin • —A —)• L? 

AnB représenté par le chemin • ^ A ^ B 

La probabilité de B est la somme des probabilités associées aux chemins qui 

permettent de réaliser cet événement (les chemins •—)-A—s-.Bet*—s-A—)■ B). 

Ce qui donne p{B) = p{A n S) + p{A n B) 

La règle des nœuds exige les égalités suivantes: 

Exemple 5 

Un fabricant d'ampoules possède deux machines A et B. La machine A fournit 65% 

de la production, et la machine B fournit le reste. 

Certains ampoules présentent un défaut de fabrication: 

- à la sortie de la machine A, 8% des ampoules présentent un défaut; 

- à la sortie de la machine B, 5% des ampoules présentent un défaut. 

On définie les événements suivants: 

\ A: "l'ampoule provient de la machine A" 

B: "l'ampoule provient de la machine B " 

D: "l'ampouleprésente un défaut" 

On prélève une ampoule au hasard parmi la production totale d'une journée. 

1) Construire un arbre pondérée présentant la situation 

I 2) Montrer que la probabilité de tirer une ampoule sans défaut est égale à 0,9305 
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3) L'ampoule est sans défaut. 

Calculer la probabilité qu'elle provienne de la machine A. 

Solutions 

1) 

4 « 
■s- 

A B 

s? ^5 o Ci ci & ■J- 

D D D D 

2) D'après la formule des probabilités totales on a: 

p{D) = p{A n D) + p{B fi D) 

= p{A) x p(D/A)+p{B) x p(D/B) 

= 0,65 x 0,92 + 0,35 x 0,95 = 0,9305 

3)p{A/D) = 
p{AnD) p{A)xp{D/ A) 

p{D) p{D) 

0,65x0,92 
0,9305 ~ 0, 643 

Exemple 6 

Pierre et Claude jouent au Tennis. Les deux joueurs ont la même chance de gagner la 

première partie. Par la suite, lorsque Pierre gagne une partie, la probabilité qu'il 

gagne la suivante est 0,7. Et s'il perd une partie, la probabilité qu'il perde la 

suivante est 0,8. 

Dans la suite n est un entier naturel non nul. 

On considère les événements : 

Gn : "Pierre gagne la n-ièmepartie" 

Pn : "Pierre perd la n-ième partie" 

On pose Pn=P(Gn) et qn = p(Pn) 

1) Recherche d'une relation de récurrence. 

|||a) Déterminerp, puispfë-y/Gi) et p{G'1 jP\). 

1» Construire un arbre pondérée qui exprime les deux premières parties et 

calculer p{G 2) 

Hic) Justifier l'égalité pn + qn = 1. 

;||;id) Démontrer que pour tout entier naturel non nul n; pn. \ = 0,5pn + 0,2 

2) Etude de la suite {pn) 
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On pose pour tout entier naturel n non nul, vn = pn - 0,4 

iiia) Prouver que {vn) est une suite géométrique et exprimer vn en fonction de n. 

En déduire pn en fonction de n et déterminer lim pn. 
re—/+c» 

Solutions ^2 

i) a) D'après l'énoncé on a : 

Pi = p(Gi) = 0,5, p{G2/G1) =0,7 et p{G2/Pl) = 1 - 0,8 = 0,2 

i; ■: b) 

0,5 0,5 

0.2 0,3 0;8 0,7 

p{G2) = p{G2 fi Gi) +p{G2 fl Pi) = p{Gi) x p{G2/Gi) +p(Pi) X p{G2/Pi) = 0,5 x 0, f 

+ 0,5 x 0,2 = 0,45 

;|i;|ic) Dans chaque partie du jeu, l'un des deux joueurs va gagner la partie c-à-d 

Pierre gagne ou perd la partie (il n y a pas de match nul) donc les événements 

Gn et Pn forment une partition de l'univers et par la suite pn + qn = 1 

mm Les événements Gn et Pn forment une partition de l'univers donc d'après la 

formule des probabilités totales on peut écrire 

p{Gn+i) = p{Gn+i riGn) + p{Gn+i fl Pra) 

= p{Gn) x p{Gn+1/Gn) +p{Pn) x p{Gn+1/Pn) 
0, 7 x pn qn x 0, 2 

= 0,7 xpre + (1 -pn) x 0,2 

= 0, 5pn + 0, 2 

2) a) vn+1 = pn+i - 0,4 = (0,5pn + 0,2) - 0,4 = 0,5(t;n + 0,4) - 0, 2 = 0,7)Vn donc 

(vn) est une suite géométrique de raison 0,5. 

VneN*, vn=v1{0,5)n-1 

= (p1-0,4)(0,5r-1 

= 0,1 x (O^)71"1 

\h)vn=pn-0,4: + 0,4 = 0,1 x (0,5)re ^0,4 

lim (0,5)n 1 = 0 car 0,5 G ]—1,1[ d'oii lim pra = 0,4 
n—S-+00 re—/+c» 
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III. Événements indépendants 

Définition 

j On dit que A et B sont indépendants si, et seulement si, p{A n B) = p{A) x p{B) 

Remarques 

1) Attention à ne pas confondre indépendant et incompatible (qui est synonyme de 

disjoint c'est-à-dire que A fl S = 0 et non pas p{A nB) = p{A) x p{B)). 

2) Si p{A) ^ 0 (ou p{B) ^ 0) alors A et B sont indépendants si, et seulement si, 

p{B/A) =p{B) (oup{A/B) =p{A)). 

p{B/A) = p{B) traduit le fait que savoir que A est réalisé ne modifie pas la 

probabilité de B, autrement dit, que la réalisation de A n'a pas d'influence sur la 

réalisation de B. 

Exemple 7 

Dans la population, il y 071% de porteurs de lunettes parmi lesquels 37% ont 55 ans 

ou plus. Dans la population, il y a 63% de personnes de moins de 55 ans. 

On tire au sort une personne dans la population et on considère les deux événements 

A : « la personne a 55 ans ou plus ». 

L : « la personne porte des lunettes ». 

Les événements A et L sont-ils indépendants ? 

Solutions ^2 

D'après l'énoncé, p(L) = 0,71 ; p{A) = 1 - 0,63 = 0,37 etp{A/L) = 0,37 

Doncp{A) x p(L) = 0,37 x 0,71 = 0,2627 et 

p{A n L) = p(L) x p{A/L) = 0, 71 x 0,37 = 0, 2627 

Exemple 8 

Une urne U contient trois boules noires et six boules vertes. 

Une urne V contient deux boules noires et trois boules vertes. 

On choisit une urne au hasard et on tire successivement deux boules, en remettant 

chaque fois la boule, dans l'urne choisie. 

On considère les événements : A « obtenir une boule verte au premier tirage » et B « 

obtenir une boule verte au deuxième tirage ». 

Les événements A et B sont-ils indépendants ? 

Solutions ^2 

Considérons les événements U « le tirage se fait dans l'urne U » et V « le tirage se fait 

dans l'urne V » 

On peut résumer la situation à l'aide d'un arbre pondérée 
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1/2 1/2 

1/3 3/5 

p/\l/3 2^/^/3 3/^N^/5 3/5^\^/5 

((i)) (;J)j (b)) 

En utilisant l'arbre pondérée on a: 

p[A) = p{U) x p{A/U)+p{V) x p(A/F) 

16 13 
= — x —^— x — 

2 9 2 5 
1 _3_ _ 19 

~ 3 + IÔ ~ 30 

Sachant que la probabilité d'un événement est la somme des probabilités des 

chemins conduisant à cet événement et que la probabilité d'un chemin est le produit 

des probabilités des branches de ce chemin, on peut alors écrire: 

122 112 133 123 

233 233 255 255 
_ 2 1 _9_ _6_ 

~9 + 9 + 50 + 50 
3 15 

~ 9 + 50 
1 _3_ _ 19 

~ 3 + 10 ~ 30 

p{A n B) :« Les deux boules tirées sont vertes » 

Les chemins à suivre sur l'arbre pondérée pour que cet événement soit réalisé sont: 

• ^U^-A^B ou •^■V^A^B donc 

p(An B) = i(|)2 + i(f)2 = || et on a: p{A)x = (if)2 = || 

p{A H B) ^ p{A) x p{B) donc A et B ne sont pas indépendants. 
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