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Exercice 1 

Soit <p la fonction définie sur M par : <p[x] = x3 - 3x + 1. 

1) a) Etudier les variations de <p. 

h] Montrer que l ' équation <p[x] = 0 admet exactement trois solutions a, f et y 

telles que : -2 < a < - l et 0<j3<l<y<2. 

2) On se propose, dans cette question, de chercher les solutions de V équation (p[x] = 0 

sous la forme x = 2cos6 où 6 g [0,2;r[. 

a) Sachant que 4cos3 0 = cos30 + 3cos0, Montrer que x est solution de V équation 

-1 

-1 

(p[x] = 0 si, et seulement si, cos(3^) = 
A 

b) Résoudre, dans [0,2;r[, V équation cos(3^) = 

c) En déduire les valeurs exactes de a, f et y 

3) Soit f la fonction définie sur M \ {(7,0} par : f[x] = 
x - 3x + 1 

x - ax 

On note & sa courbe représentative dans un repère cartésien {o,i,j^. 

a) Vérifier que pour tout réel x, (p[x] = (x - a](x2 + ax + a2 - 3). 

b) En déduire que f est prolongeable par continuité en a. 

Définir son prolongement g. 

c) Montrer que la courbe Vé admet une asymptote oblique que V on déterminera. 

Préciser Vautre asymptote à la courbe 9'. 

4) Déterminer les limites éventuelles suivantes : 

limf 
x —>0 

sm ax 

x 

\ 
; lim xf\— ; lim xf(x) 

x->o+ -ï^+=o 

r 
1 - cos 

/ 1 ^ 

V .f(x) JJ 

Exercice 2 

Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct {o,i,j^. 

Soient A, B et C les points d ' affix.es respectives i, 1 + 2/ et - 1 + 2i. 

On appelle f l ' application du plan complexe qui à tout point M d ' affbce z associe 

3iz + 5 
le point M' d'affixe z' telle que z' = 

z -1 
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1) Déterminer l ' ensemble des points inuarients par f. 

2) a) Soit ^ le cercle de diamètre [fîC], Montrer V équivalence suivant : 

M e ^\ {2l} <=> il existe 6 e [O,-^ 01 ]-^L,2;r[ tel que z = 2i + e16. 

2 
h] vérifier que pour tout nombre complexe z ^ i, z' = 3i  . 

z-i 

c) Soit M un point d'affixe 2i + eld avec 0 e [0,-Tf[ ]-^:,2^"[. 

Déterminer Vaffixe z' de /(M) et montrer que z' = cos^—f 2i. 
1 + sin 0 

d) En déduire que l ' image de if \ [A|, par f, est incluse dans une droite que l ' on 

précisera. 

e) Montrer que si M g f\ {21} alors les points A, M et /(M) son alignés. 

3) Soit f le cercle de centre A et de rayon 1. Soit M un point de f. 

a) Justifier que V affixe z du point M vérifie z = i + eld avec 0 g [0,2;r[. 

h] Exprimer Vaffixe z' de /(M) en fonction de 6 et en déduire que /(M) appartient 

à un ensemble fixe que l ' on précisera. 

Exercice 3 

Pour tout nombre complexe z, on pose : 

P(z] = z3 - (4 + 1 li]z2 + (-33 + 32i)z + 60 + 27/ 

1) a) Calculer P(3i) 

b) Résoudre Véquation P(z) = 0. 

2) Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé. 

Soient les points A, B et C d'affixes respectives zA = 3 + 2i, zB = 3i et zc = 1 + 6i. 

Montrer que ABC est un triangle rectangle et isocèle. 
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DU IIIDIIII 

Exercice 1 

1) a) (p est une fonction polynome donc elle est continue et dérivable surm^et on a : 

Vx e M, ^'(x) = 3x2 - 3 = 3(x2 - 1) 

X —oo -1 1 +00 

(p'[x] + 0 0 + 

(p[x) 
—oo 

3 

1 

+00 

lim (p[x] = lim x3 = - OC 

lim (p[x] = lim x3 = +oo 

h] (p est continue sur M et en plus on a : 

(p[-2] x (p[-1) = -3 < 0, ^(0) x (p[V) = -1 < 0 et (p[V) x (p[2] = -3 < 0 donc 

l ' équation (p[x] = 0 admet au moins une solution a s ]-2, -1[, au moins une solution 

et au moins une solution y e ]l, 2[. 

Or on a aussi : 

(p est strictement croissante sur chacun des intervalles ]-oo, -1[ et ]2, +oo[ 

a (resp. y] est l'unique solution de Véquation (p[x] = 0 dans ]-oo,-l[ (resp. ]2,+oo[) 

(p est strictement décroissante sur l ' intervalle ]-1,1[ donc (3 est l ' unique solution 

de l ' équation (p[x] = 0 dans ]-1, l[. 

Et puisque (p[-2] ^ 0, (p[-\] 0, (P[l] ^ 0 et (p(2} ^ 0 on peut alors conclure que 

l ' équation <p[x] = 0, admet exactement trois solutions a, f et y telles que 

-2<a<-let0< f <1 < y <2. 

2) a) x = 2cos0 est solution de V équation (p[x] = 0 <=> (2 cos 9)z -3(2 cos 0) + l = O 

o 8cos3 é1 - ôcosé1 + 1 = 00 8 cos 3/9+ 1 cos/9)-6 cos (^ + 1 = 0 

o 2cos3é' + 6cosé'-6cosé' + l = 0 <=> 2cos3é' + l = 0 o cos30 = -tt. 

b] cos 30 = = cos (■^") o 

30 = ^- + 2k7r, /c E Z 

ou 

30 = ^f + 2k7r 

o 1 

0 = ^L+ 2^ /c 

ou 

Q   -27r _|_ 2k7r 

• 0 < ^ + <2^o0<'|- + |-<lo-'|<-|<l-|- = fo^</c<|-et/c 

Donc k e {0,1,2} et 0 g 

• 0 < - 4f + ^ <2^oO<-^ + -T<lo^<-T<l + ^ = ^7-oi</c<1r-et/c 

Donc k e {1,2,3} et 0 g {4f, ^L, 

c) Les solutions de l ' équation (p[x] = 0 sont : 

x = 2cos(^L ) = 2cos(^i) = 2cos(1|i), x = 2cos(-^: ) = 2cos(^L) = 2cos(1|i) 

et x = 2cos(ifL ) = 2cos(^|i) = 2cos(4f). 
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On a : e ]f ,^[ ^> cos^) < 0 donc a - 2cos(-^L ) 

La fonction cosinus est strictement décroissante sur ]0,-|[ 

271 ^ 4;r 
9 9 cos(^p) > cos(4r) donc /? = 2cos(^:) et y = 2cos{çf) 

3) a) (x - a)(x2 + ax + a2 - 3) = x3 + + ^xtxf - 3x^€fx^^àfic - a3 + 3a = x3 - 3x - a3 + 3a 

Or (p[a] = 00 a3-3a+ 1 = 00 -a3 + 3a = 1 donc (x - a)(x2 + ax + a2 - 3) = (p[x]. 

,j,, , cpix] (x - a)(x2 + ax + a2 - 3) x2+ax + a2-3 
h] lim/(x) = lim v '— = lim-i     = lim  

x(x - a) x^a x - ax x^a 

„2 

x 

a2 -3 „ a2-3_ 3 
= limx + a H = 2a H = 3a . 

x a a 

/ admet une limite finie en a donc f est prolongeable par continuité en a. 

a2-3 
Son prolongement g est définie sur M par g(x) = x + a + 

2 _ Q 
c) lim F/(x) - (x + a)1 = lim Fg(x) - (x + a)1 = lim — = 0 'iv-u+00L-,v 1 V /j |ru+00L

yv 1 V /j |rU+00 

X 

X 

Donc la droite d ' équation y = x + a est une asymptote à la courbe 

a2 -3 
On a : lim /(x) = lim g(x) = lim x + a + 

x->0+ x —>0+ x —>0+ X 

| +oo si a2 - 3 > 0 

-oo si a2 - 3 <0 

Donc la droite d ' équation x = 0 (axe des ordonnées] est une asymptote à . 

4) -♦■Posons n(x) = sin ax Qn a 
x 

,. , . ,. sin ax ,. sin X , 
limnlx = lim x a = a x lim = a x 1 = a 
.r^O *->.0 ax X^O X 

lim/(x) = 3a - 
a 

Donc lim/ 
x —>0 I 

sm ax 

x y 
= lim/on = 3a  

x^0 a 
(d'après le théorème de la limite de la composée^. 

"♦ Pour X + o, xf\ — = 2 x . Posons u(x) = — et v(x) = 
x J - X X 

lim n(x) = lim — = +oo 
x->0+ x—>0+ X 

lim v[x] = 1 car la droite d'éq. y = x + a est une asymptote au voisinage de + oo 

Donc lim—xf 
x->0+ 2 i 

2^ f(2) 
= lim —= lim vou(x) = 1 d'où 

x->0+ X- x->0+ 
X 

'9^ 
lim xf = 2 
x->0+ 

.^2 

r 

+ xf(x) 

( 
1 - cos 

/M y y 

x 1 cos( 1 ) 1 1-cosx 
— Posons u(x) = et v(x) = - 

/(x) (/fe) 

Pour tout x e M \ {a, J3, y], xf(x) 
( ( 

1 - cos 
/M y y 

X 

/(^) 

/w 

x (îyon)(x) 

x 
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lim u{x) 
x—>+00 

lim v(x) = — (Résultat de cours) 
2 

f r i ^ 
1 - cos 

V 1/(^)2 / 

lim xf(x) 
X->+co 

= lim-^x(î;ou)(x) = lxi = i v—^+G<n J \ ' 

Exercice 2 

1) /(M) = M <=> z = 3îZ + 5 z2 —iz = 3iz + 5 o z2 - 4iz - 5 = 0. A = (-4î)2 + 20 = -16 + 2 = 4 = 22 

z - i 

4x — 2 4x + 2 
Donc les solutions sont : z' = = -1 + 2/ = zr et z" = = 1 + 2/ = zR. 

2 c 2 

L}ensemble des points invariants est [fî,C|. 

Z H- 2» 
2) a) ^ est Ze cercle de centre le point I milieu de [AB] d'affixe A ^—— = 2Z 

et de rayon M = - zJ| = |Z - 2Z| = |-Z| = 1. 

O _ Q 
M e ^ \ {A} o IM = 1 et (Z, /M) ^ h 2/c;r, Zc e Z o |z - 2Z| = 1 et argf(z - 2Z) ^ — + 2Zc^ 

2 2 

<=> Il existe un réel 6 e [0,-^:[ xj ]-^L,2;r[ teZ que z -2i = eld. 

oz = 2i + eld où d e [0,^:[ xj ]^:,2^[. 

7 * w ^ \ f -i i 3Zz + 5 3Zz + 3-3 + 5 3Z(z - Z) - 3 + 5 _. 2 h] Vz e C \ h}, z = = = —1   = 3ï H . 
z - Z z - Z z - Z z - Z 

2 2 2 2 
c) z ' = 3Z h = 3Z h   = 3Z h—rx = 3Z + - - - • .td 

z - Z 2Z + e - Z e + Z cos d + Z(sin 0 + 1) 

o. 2[cosé'- Zfsind + 1)] o. 2 [cos d - Z(sin d + 1)] 
— oZ + ^ ^ — oï H- 

cos d + (1 + sin d) cos 0 + sin d + 2 sin 0 + 1 

X [cos ^ ~ ^ + 1)1 0. COS 0 . §ÀPc0++l cos 0 
= 3i-\ t—-7 1 = 3i-\ 1 —^ = h 2i. 

X (sin 0 + 1) 1 + sin 0 J^j-sifTd 1 + sin 0 

cos 0 
d) d'après c) si M g & \ (A) alors f(M) est le point d'affixe z' = h 2Z. 

1 + sin 0 

Donc Im(z') = 2 ou encore f(M) est un point de la droite fixe A d'équation y = 2. 

D'où f \ {A}) est incluse dans la droite A. 

e) M + 9^ \ {A} alors z = 2i + e16 où 0 g [0,+i ]-^L,2;r[ et z ' = ^ C0S^ + 2Z. 

Aff(AM) = z - Z = 2Z + elt2 - Z = Z + erf et Aff[AM') = z'-i = cos^—f f, 
1 + sin d 

cos0 . cosé' + Z(l + siné') 
 ■ +i v ' 

Aff(AM') = 1 + sin d = 1 + sin 0 = 1 G ^ 

Aff(AM) i + eld cosd + Zfl + sind) l + sind 

Donc les vecteurs AM et AM' sont colinéaires d'où A, M et M' sont alignés. 

3) a) M(z) e ^ <=> AM = 1 <=> |z - Z| = 1 <=> z - Z = erf avec 0 g [0,2;r[ 

z -i + eld avec 0 g [0,2n\. 
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2 2 
b) Si M[z] e ^ et M' = /(M) alors M' d'affixe z' tel que z' = 3i H = 3i H t-  

z - i i + e1 -i 

=^> z' = 3i + 2e l9. Donc z'-3i = 2e ^ |z'-3i| = 2 JM' = 2 où <7 d'affixe 3i 

Donc M' est un point du cercle de centre J et de rayon 2. 

Exercice 3 

1) a) P(3i) = (3i)3 - (3i)2(4 +1 li) + (3ï)(-33 + 32/) + 60 + 27/ 

= -27/ + 9(4 + 11/) + (3/) (-33 + 32/) + 60 + 27/ 

= ^271 +36 + -96 + 60 + = 96 - 96 = 0 

b) P(3i) = 0 donc P(z) s'écrit sous la forme (z - 3/)(az2 + ùz + c) où a,ù et c e C. 

Donc Vz e C, P(z) = (z - 3i)(az2 +bz + c) = az3 + bz2 +cz - 3iaz2 - 3ibz - 3/c 

= az3 +(b - 3ia]z2 + (c - 3/ù)z - 3/c 

a = 1 

b = —4 — 11/ + 3/ = -4 - 8/ 

60 + 27/ <=> i 

a = 1 

b - 3ia = -4 - 11/ 

c - 3ib = -33 + 32/ 

-3/c = 60 + 27/ 

<=> > 
c = 

-3/ 
= -9 + 20/ 

c - 3ib = -9 + 20f - 3i{-4 - 8i) = -9 + 20f + 12f - 24 = -33 + 32i vrai 

Alors Vz e C, P(z) = (z - 3i] (z2 - 4(1 + 2/)z - 9 + 20/). 

P(z) = 0 <=> (z - 3/)(z2 - 4(1 + 2/)z - 9 + 20/) = 0 <=> z = 3/ ou z2 - 4(1 + 2/)z - 9 + 20/ = 0 

Résolvons l ' équation : z2 - 4(1 + 2/)z - 9 + 20/ = 0 (*) 

A = 16(1 + 2/)2 - 4(-9 + 20/) = 16(-3 + 4/) + 36 - 80/ = -12 - 16/ = A2 tel que 

ô = x + iy où x, y deux réels vérifiant 

x2 = 4 

2 
x2 -y2 = -12 

xy <0 

.2 

<=> > 

2 slïfi 

y =16 o 

xy <0 

x = 2 x = -2 
ou< 

y = -4 [y = 4 
prenons alors 5 = 2- 4i. 

x' + y = yj lz' +16 =20 

Donc les solutions de l ' équations (*) sont : 

4 + 8/ + 2 - 4/ , 4 + 8/ - 2 + 4/ , , . 
z = = 1 + 6ï et z = = 3 + 2/ 

Conclusion : les solutions de Véquation P(z] = 0 sont : 3i, 1 + 6/ et 3 + 2/ 

2) AB = |zB - zj = |3/ - 3 - 2/| = |-3 + /| = y/ÏÔ, AC = |zc - z^ | = |l + 6/ - 3 - 2/| = |-2 + 4/| = yfïÔ 

et BC = |zc - zB| = |l + 6/ - 3/| = |l + 3/| = y/ÏÔ. 

AB = BC =+ Le triangle ABC est isocèle en B 

AB2 + BC2 = 10 + 10 = 20 = AC2 Le triangle ABC est rectangle en B. 
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