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Exercice 1 

Partie A 

Soit g la fonction définie sur 1-1, +oof par : g(x) = ln(l + x) . 
1 + x 

i r Cx t 
1) a) Montrer que pour tout réel x g J-l,+oo[; g(x) =  jdt. 

0 (1 +1 ) 

b) En déduire que Vx g ]-1, +oo [> g(x) >0. 

2) a) Soit x un réel positif. 

Montrer que pour tout réel t g fO, x] on a :  —- < —-—- < t. 
L J (1 + x) (l + t)2 

Y i 
En déduire que :   <g(x)<—x2. (\) 

\( x 

2\Ï+X; 

b) Soit x un réel de l'intervalle 

Montrer que pour tout t g fx, 0l on a ;  —- < —-—- < t. 
L J (1 + x) (l + t)2 

i i r x Y 
En déduire que : —x2 < g(x) <~\  . (2) 

2 2ll + x 

3/ À l'aide de (1) et (2), déterminer la limite de quand x tend vers 0. 
x 

Partie B 

Soit f la fonction définie sur [-1, Ro[ par : 

OC 
f(x) =  s/ x ^ -1 et x ^ 0 

ln(l + x) 

J(-l) = 0 et f(0) = l 

On note & sa courbe représentative dans le plan muni d'un repère orthonormé {o,i,j^ 

1 ) Etudier la continuité de f en 0 et à droite en -l. 

2) a) Montrer que f n'est pas dérivable à droite en -l. 

b) Vérifier que pour tout réel x g ]-1, +oo[ \ 
x 

x ln(l + x) 

9(x) 

1 + x x2 

En déduire que f est dérivable en 0 et que f'(0) = —. 
2 

c) Donner une équation de la tangente T à la courbe ê* au point d'abscisse 0. 

3) a) Montrer que pour tout réel x g ]-l,+oo[ \ {0}; f'(x) = -— 
[/nfl + xj\ 
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b) Dresser le tableau de variation de f. 

2 jc 
4) Soit h la fonction définie sur 1-1, +xj par : h(x) = ln(l + x). 

2 + x 

a) Etudier le sens de variation de h. 

b) En remarquant que h(0) = 0, donner le signe de h sur ]-l,+oo[. 

c) Vérifier que pour tout réel x>-\; f(x)-[—x + \ = + '^)h(x) 
1^2 J 2ln(x + l) 

En déduire la position de la courbe ^ par rapport à la tangente T. 

5) Tracer ^ et T. 

Partie C 

r r fX t — X X2 

1) a) Soit x g [0, +oo[. Vérifier que    dt <0 et déduire que 0 < g(x) < . (3) 
0 (1 + t) l-!- X 

OC 
b) À l'aide de (3), montrer que pour tout x g [0, +oo[ ;   < ln(l + x) < x. 

1 + x 

1 / 1^1 
c) En déduire que pour tout réel x > 0; <Zn lH— < —. (4) 

X + l \ X J X 
n 

2) Soit (un) la suite réelle définie pour tout entier naturel non nul n par un = 
k=l 

* n 
a) A l'aide de (4), montrer que pour tout n g N ; < ln(l + n) -un <0. 

n + 1 

b) En déduire que lim un = +oo 
M->+00 

c) Etudier la convergence de la suite v : n \-g —(ln(l + n) - u) 
n 

Exercice 2 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé (0,i,j). 

On considère les points S(-1,0) et 1(4,0). 

On note (E) V ellipse de centre I dont un sommet est S et un foyer est O. 

1) a) Déterminer les coordonnées des trois autres sommets de (E) dans le repère (0,i,j). 

4 
b] Justifier que Vexcentricité de (E) est égale à —. 

5 

c) Donner une équation de la directrice (D) de l'ellipse (E) associée au foyer O 

dans le repère (0,i,j]. 

(x- 4)2 y2 

2) a) Démontrer qu'une équation de (E) dans le repère [0,i,j] est :   — H = 1. 
25 0 

h] Construire (E). 

I 
3) Soit f la fonction définie sur [- 1;9] par : f(x] = -^25 - (x - 4)2. 

5 
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On désigne par ^ sa courbe représentative dans le repère (0,i,j). 

F la fonction définie sur 
n _ n 

2'2 

fu{x) 
par : F(x) = J ^ f(t]dt où u(x) = 4 + 5sinx. 

a) Montrer que (E) où est le symétrique de iP par rapport à [Of], 

h] Montrer que F est dérivable sur 

c) En déduire que pour tout x g 

TT _ TT 

2'2 

TT _ TT 

2'2 

et calculer F'(x). 

15 TT 
, F(x) = — x H— sin 2x — 

d) Calculer alors l'aire de la région du plan délimitée par l'ellipse (F) . 

Exercice 3 
 .  . 

Soit ABCD un carré de centre O tel que [AB,AD] = — [2/t] . 
2 

On note I et J les milieux respectifs des segments [AB] et [AD], 

1) Soit S la similitude directe qui transforme D en O et C en I. 

1 TT 
a) Vérifier que S est une similitude directe de rapport — et d'angle - 

b) Déterminer et construire le centre Q de la similitude S. 

c) Préciser les images respectives des droites (BD) et (BC) par S 

En déduire S(B) et S(A). 

d) Montrer que Q est le barycentre des points pondérés (B, 1) et (J, 4). 

2) Soit g la similitude indirecte telle que g(D) = O et g(C] = I. 

a) Vérifier que g = S(OJ)oS puis déterminer g(B). 

b) Donner alors la forme réduite de g. 

71 
3) Soit R la rotation de centre O et d'angle — et h = RoS. 

2 

a) Déterminer h(B) puis caractériser h. 

b) Soit Q' le milieu de [QS], 

Montrer que le triangle OQQ' est rectangle et isocèle en O. 

Ail rights reserved 
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CORRECTION OO DEVOIR 

Exercice 1 

Partie A 

1) a) Posons G(x) = f —-—-dt. 
Jofl +tr 

La fonction t 
[i + ty 

[i+ty 

est continue sur ]-1, +00 [ et 0 e ]-1, +oo[ donc G est dérivable 

sur ]— 1, +oo[ et on a G'(x) = 
x 

(1 + x) ,2 * 

X 
La fonction g est dérivable sur 1-1,+oof et on a g'(x) =   = 

1 + x (1 + x) (1 + x) 

Donc il existe une constante réelle c telle que Vx g ]-1,+oo[, g(x) = G(x) + c 

En particulier cjf(0) = G(0) + c^>c = 0 et on a Vx g ]-1,+oo [, g(x) = G(x). 

= G'(x) 

b) ❖ Si x > 0, Vt g [0,x] 
(1 + tf 

> 0 
J 

t 

❖ S/ - 1 < x < 0, Vt g [x,0] <0 

0 (1 + tf 

0 t 

dt > 0 => g[x] > 0. 

J J > (1 + tf ix(l + tf 

2)a)0<t<x^>l<l + t<l + x^>l<(l + t)2<(l + x)2 

dt <0 
J" J C (1 + t)- 

dt > 0 g[x] > 0. 

1 1 

< ^ < 1 
(1 + x)2 (1 + tf 

Donc ——- < —-—- < t (car t >0) 
(1 + x) [1 + tf 

Vt g fO.xl on a —-—- < —-—- < t 
L J (1 + x)2 (1 + t)2 J" J c (1 + x)2 

-dt < 
J 

t 

1 rx rx 

Donc   tdt < g[x] < tdt 
(1 + x) J 0 J 0 

Ce qui donne finalement —\ X 

ou encore 
(1 + x)2 

o(l + t)2 

-t2 

J c 
dt < tdt 

^ g(x) ^ 
0 

-t2 

\2 

2ll + x 
<g(x]<-x2. (1) 

b)-l<x<t<0^>0<l + x<l + t<l^>0<(l + x)2<(l + t)2<l^>l< < 
(1 + tf (1 + x)2 

Donc ——- < —-—- < t (car t <0) 
(1 + x)2 (1 + t)2 

Vt g [x,0] on a ■—-—- < —-—- < t 
(1 + x)2 (1 + t)2 J 

0 t 

(1 + x)" 

c0 t r0 

dt < \  -dt < tdt 
3xn+t\2 Jx 

Donc 
(1 + x) 

—f—T 
2 ll + xy 

1 r0 r0 1 
—- tdt < -g(x] < tdt ou encore 
- xr J x J x (1 + x)2 

(1 + t)2 

1 
-t2 

< -q(x] < — x2 ce qui donne — x2 < q(x] < —\ X 

v ' 2 2 y ' 2[l + x 

^ 9{x] ^ 

\2 

-V 

(2) 
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3) 

w r 1 1 g[x] 1 VXElO,+oof, — 
J L 2 (1 + xf x2 2 

,.11 1 
lim 

lim 
x^O+ 

g(x] _ 1 

2(1 + xf 2 

J L 2 x 2 (1 + xf 

lim 

lim 
x^CT X" 

gf(x) _ 1 

*->o 2(1 + xf 2 

Partie B 

lim 9^= lim# = i 
X x^-o- X 2 

Donc 

g(x) = 1 
3 2' 

lim: 
x^0 x' 

OC 11 
1) lim f(x) = lim = lim^—, — = - = f(0)^> f continue en 0. 
' X^0J [ y X^oinfx + l) x^o ln(x + l) ! J, ^ J 

x 

lim f(x)= lim  —  
^^-i+ x^-i+ln(x + \) 

donc f continue à droite en -l 

2) a) lim ^ ^ = Um   
^-i+ x + \ (x + \}ln(x + \} 

= 0 = f(-l) car lim ln(x+ 1) =-cc 

x 
= +oo car lim (x + l)ln(x + l) = 0~ 

Donc f n'est pas dérivable à droite en 0. 

X -1 
x ^ ffxJ ~ ffOJ _ Infx+ 1) _x-ln(x + l)_ 1 1_ 

xlnfx + 1) ln(l + x) x Infl + x) x x 

x 

ln(l + xj 

1 ln{x + lj^ 1 

x x 

x 

Infl + x) 

^ lnfx + lj-j 

1 + X 1 + X 

X 

X 

ln(l + x) 

1 1 
- + ■ 

1 ln(x + l) 

x x2 

ln(x + 1) 

+ x 

1 + X X 

X 

ln(l + x) 

1 + x x(l + x) x2 

g(x) 

1 + x x" 

lim = lim f (x ) 
x->0 x x->0 

g(x) 

1 + X X 

( 1^1 
--m,M--] 

Donc f est dérivable enO et f'(0) = —. 
2 

c) T : y = f'(0)(x-0) + f(0) donc T: y = —x + l 
2 

3) a) Vx g ]-1,0[ ]0, +oo[ ; 

1 
1 x ln(l + x)  

f(x) = - 1 + x 

X .X 
g(x) 

(ln(l + x))2 (ln(l + x))2 

b) 
-7 

fU) 

f x 

4) a) h dérivable sur ]-1, +oo[ et on a : h'(x) = 
-x 

(2 + x)2 1 + x (2 + x)2(l + x) 
<0 
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b) 

Donc h est décroissante sur ]-l,+oo[. 

-1 < x <0 ^ h(x) > h(0) donc si x <0, h(x) >0. 

x>0^h(x)<h(0)doncsix>0,h(x)<0 

c) Pour x > -1 et x ^ 0, f(x) - 
1 \ 

— x +1 
V2 y 

X x + 2 2x-(x + 2)ln(l + x) 

ln(x + 1} 

(x + 2) 
2x 

x 
- ln(l + x) 

2ln(l + x) 

2ln(l + x) 

(x + 2)h(x) 

2ln(l + x) 

X -1 0 +oo 

ln(l + x) 0 + 

h(x) + 0 

f(x)-(±x + l) 0 

Positions 9* au dessous de T g ̂  au dessous de T 

de 9* et T 

5) 

f n'est pas dérivable à 

droite en - 1 et la courbe ÇP 

admet au point d ' abscisse - 1 

une demi - tangente verticale. 

1 
= 0 lim = Um 

x^+x. x x^^oln(l + x) 

Donc la courbe ÇP admet une 

branche infinie de direction 

celle de (O, i ). 

Partie C 

1) a) Soit x e [0,+oo[. Vt e [0,x], t - x < 0 

t - x „ rx t 

% : ■ 

fi ii fi 
V 
ii fi ii fi fi fi fi fi fi fi fi T fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi fi 

5 2 fi 
fi fi fi fi fi 

< 0 donc f ——^-dt < 0 Jo /I _Lf )2 
fl + tj2 Jo/l + tj2 

r x Z — X çx Z rx 1 
 ^-dt < 0 =>  ^-dt-x  Trdt <0 q(x) - x 

^ (l + tf ^ (l + tf ^ (l + tf ' t+ 1 
<0 

2 2 OC OC OC 
g(x) H x < 0 => g(x) <0 et on sait que g(x)>0 donc 0 < g(x) < 

x +1 x +1 x +1 

OC oc 
b) D ' après ce qui précède on a : 0 < ln(l + x) < 

1 + x x +1 

x-. x , ,, , x2 x , x , ,, , x/x + l) Donc   ^<Zn,/l + xj< 1 d ou  <ln(\ + x)<—   = x. 
1 + x 1 + x 1 + x 1 + x 1 + x 

i 
c) Soit x>0 on a~>0 donc d'après V encadrement précédent —-— < ln(l + xj < x 

x 1 + è 

Donc 
x +1 

1 Wi+i a. 
X J X 
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n+1 

k=l k=l k=l k-2 k=l 

=> — 1 + < (^pï*2 -ln\} + + ■■■ + (ln(n + lj - < Un 

k=l 

Donc - 
n 

b) 

c) 

n + 1 

Vn e N*, ln(n + 1) < un 

lim ln(n + \} = +oo 

< ln(n + 1) - un < 0. 

lim un = +oo. 
n->+oo 

w 1 ln(n + l)-u Vn e N ,   < —' z   < 0 
n + 1 n 

lim —— = 0 
n^+ca n + 1 

La suite n ++ ^n(n + —^n_ esj convergente 
n 

et Um '+111+2 = o 
n 

Exercice 2 

1) a) Un sommet de l'ellipse (E) est Sf-1,Oj et un foyer est O et son centre est le point 

/f4,0j donc (0,i) est Vaxe focal et son second foyer principal est S'(x,y) tel que 

iS' = S/<=>x-4 = 4 + leti/ = 0<=>x = 9eti/ = 0 donc S'(9,0) 

On note B et B' les deux sommets secondaires et on pose a = IS = 5, c = IF = 4 et 

b = IB = IB' = Va2 - c2 = V25-16 = 3 donc \B(4,3) et B'(4,-3) 

b) On sait que l'excentricité e est définie par e = -^ = 4 

c) Dans le repère (I,i,j), le foyer O admet pour coordonnées (-4,0) et la directrice D 

associée au foyer O admet pour équation X = - ^r = - 

Soit M de coordonnées (X,Y) dans le repère (I,i,j) et de coordonnées (x,y) 

dans le repère ( O, i, j ). On a IM = Xi + Y j = IO + OM = -4i + xi+ yj = (x-4)i + yj 

25 9   
Alors X = x- 4 et Y = y. Donc x = - —+ 4 = - — est une équation de D dans (O,i, j). 

X2 Y2 

2) a) —— H—- = 1 avec a = 5 
'a2 b2 :| lH ::: 3 B 

et b = 3 est une équation de 

(E) dans le repère (I, i, j) 

Up aiJ* Hmm ^|+- Y g ,4 W   4^ ; | 
1-^ +1 - :4+S)+ + +ïfF:+l:f + 444+: «V 11 

1 ..ujj i ^ ml. u i...j j !.. i... ..u..u !.;.:..!   u.. . .xïïi ^ u. ; .u t. ■ § 
A X Xi 

(x-4)2 y2 

Donc 1 — + — = 1 est une 
25 9 

équation de (E) dans le repère 

(0,i,j) 

b) > 

i f ' '■     . ■ . i S 

F T F ' 1 c: t 
-2ci *□ , 2 3 5 6 7 *8 K 

I ; : ! :t+:.■ i ; : Z :: : ; : : iT : : : i? 

1 X. jj?:!'iiH+s ïS
E

 

 
 

- - - - 

i ■l+H +11 
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3) a) M(x,yl ç E <=>,JL^ + ^ = 1 o / = 9 
\jx-4) ,2 A 

V 25 

9_ 

25 
(25-CX-4;2) 

<=>!/ = — ^'25 !x 4ouy = — ^25 (x 4/ ayec x g [-1,9] 
5 5 

o (x E [-1,9] et y = f(x)) ou (x E [-1,9] et y = -/fx;) 

o M ou M g 9*' où 9*' le symétrique de 9* par rapport à (0,1) 

o M G 9^ yjfé" 

*X*La fonction u : x \-g> 4 + 5sinx est dérivable sur [-f ,f]• 

❖La fonction x 4(25 - (x - 4 f j est continue et positive 

sur [-1,9 donc ]/ est continue sur [-1,9]. 

❖Vx E [-f ,f], wfxj E [-1,9] 

c) Vx e F|xj = 15cos2 x et F(-^) = 0 donc F(x) = j „ l5cos2t dt 

b) 

F est dérivable sur 

[-f ,f] et on a ; 

F'(x) = u'(x) x f (u(x)) 

= 15 cos2 x. 

15 rx 15 
Ffxj = — j , fl + cos 2t;dt =— 

2 2 
t H— sin 2t 

2 

15 f 1 . 0 ^ 
= — x H— sin 2x H— 
2^2 2 y 

d) L'ellipse (E) est symétrique par rapport à (0,i) donc l'aire 44 de la région 

délimitée par l'ellipse (E) est 4A = 2^ ^f(x)dx = 2| f(x)dx = 2F 
n 

2 
= 15;r. 

Exercice 3 

i)a) Soient k et 6 respectivement le rapport et l'angle de la similitude directe S. 

k = = — car ABCD est un carré 
CD 20I 2 

~ ~ ~ n 
6 ee (CD,IO) EE (CD, JD) = (DC,DJ) = [2^:]. 

2 

b) 

S(D) = O (ÇlD,Q.O) = -— \2n\ Cl g au demi - cercle 

de diamètre [DO] passant par J privé de D et O {noté gf). 

S(C) = I ^> (QC, QI) = - — \2n\ =^> Qgou demi - cercle de 
2 

Donc Q e n 9%. 

Voir figure 

diamètre [Ci] ne passant pas par B privé de C et I (noté ^). 

c) S((BD)) est la perpendiculaire à (BD) (car S d'angle -f) passant par O = S(D) 

Donc S((BD)) = (AC). 

S((BC)) est la perpendiculaire à (BC ) passant par I = S (C) donc S((BC )) = ( AB ). 

{S j = (BD) n (BC) =t,{S(B)] = S((BD)) n SI/BC)) = (AC) (AB) = {21} \S(B) = A 

ABCD est un parallélogramme donc BA = CD alors S(B)S(A) = S(C)S(D) 

AS(A) = IO = AJ D'où S(A) = J 
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d) S est la similitude directe de centre Q, de rapport ^ et d'angle -1 donc SoS est 

la similitude directe de centre Q, de rapport ^ \ \ et d'angle - f - f = 

ou encore l'homothétie de centre Q et de rapport - 

En plus SoS(B) = S{S(B)) = S(A) = J donc QJ = ^>QB + 4QJ = Ô 

D'où Q est le barycentre des points pondérés (B,\) et (J,4). 

2) a) * g est la similitude indirecte telle que g(D) = O et g(C) = I. 

S(OIjoS est la composée d'une similitude indirecte et d'une similitude 

directe donc c'est une similitude indirecte 

h) g(D) = O et g(C) = I donc le rapport de g est égal à ■^ = 

g est une similitude indirecte de rapport ^ l et g(B) = B donc B est le centre de g 

Donc sa forme réduite est g = SAoh - h oSA où A est l'axe de g 

On sait aussi que B g A (car B est le centre de g) Alors A = (OB) = (BD). 

2) a) R la rotation de centre O et d'angle ^ et h = RoS. 

h(B) = R{S(B)) = R(A) = B car S(B) = A et [OB = OA et (OA,OB) = f [2^:]) 

RoS est la composée de deux similitudes directes de rapports respectifs 1 et ^ 

et d'angles respectifs f et - f donc c'est une similitude directe de rapport 1 x ^ 

et d'angle ^-f = 0 ou encore h est une homothétie de rapport f 

Or on a h(B) = B donc B est le centre de h. 

b) Q' est le milieu de [QS] BO' = h(Cl) = Q' => RfSfQJ) = Q' RfQ) = Q' 

Donc OQ' = OQ et fOQ,OQ'J = f \2n\ d'où QOQ' est rectangle et isocèle en O. 

g(D) = O o SAoh (D) = O o SJO) = O (car BO = ^ BD^ donc O g A 

□     c 

A B 
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