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Exercice 1 

On a représenté, dans un repère orthonormé ^O, i, jj, la courbe représentative ^ d ' une 

fonction f continue sur M. et les droites asymptotes à cette courbe A, et A2 d'équations 

respectives y = -x et y = -1. 

L 

A, 2\ 

/ 1- 

i 
-3 -2 -1 0 v\ 2 3 4 5 

-1 A. 

-2 
iT 

-3 

En utilisant le graphique, comme source de données, répondre aux questions suivantes 

1 ) Déterminer les limites suivantes : 

lim f(x) + x , limf(x), lim ) lim Hfl ) l{m f(x) + 3 ) iim f(x) + 3 

x^-œ x^-l X +1 X^-1+ X + 1 X^2 X - 2 x^2+ X - 2 

lim 1, lirnfi-^ 
x^O x x^O y 

X ( fof) (x) -1 
2) Déterminer f'(!),( fof )'(!) et lim - ^ 

x-1 
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3) Déterminer /([-/, +oo[), /(]-/,/[) et /o/(]-oo,-i]). 

4) Dresser le tableau de variation de f. 

Exercice 2 

On considère la fonction f définie sur M. par : f(x) = 
1 \fl + x2-lj six^O 

1 si x = 0 

On note ê* sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, i, j). 

1) a) Montrer que f est continue en 0 

b) Etudier la dêrivahilitê de f en 0. 

2) a) Montrer que f est dérivable sur chacun des intervalles ]-oo,0[ et ]0,+oo[ 

et vérifier que pour tout réel x non nul, f'(x) = —, —-—, 
(\ll + x2 + l)dl + x2 

b) Montrer que pour tout réel x, \f'(x)\<^. 

c ) Dresser le tableau de variation de f. 

3) Montrer que l'équation f(x) = x admet, dans M, une seule solution a g ]0,65;0,7[. 

4) a) Montrer que le point A(0,1) est un centre de symétrie pour la courbe 9*. 

b) Donner une équation de la tangente T à la courbe 9* au point A. 

c) Etudier la position de la courbe 9" par rapport à la tangente T. 

5) Tracer 9* et T. 

6) On définie la suite (un) sur N par : u0 = 0 et \/n g N, un+1 = f(un). 

a) Montrer que Vn. e N, \un+1 - a| < — \un - a|. 
2 

i i r i T 
b) En déuire que Vn. e N, \un - a| < — a. 

\2 J 

c) Montrer alors que la suite (un) est convergente et préciser sa limite. 

Exercice 3 

Soit ABC un triangle équilateral tel que (AB,AC) = — [2k]. 
3 

On considère les points I et J milieux respectifs des segments [AB] et [BC], 

1) Faites une figure que l'on complétera au fur et à mesure qu'on avance dans 

l ' exercice. 

2) a) Montrer qu'il existe un seul déplacement f qui transforme B en A et C en B. 

b) Montrer que f est une rotation dont on précisera l'angle 0. 

c ) Déterminer et construire le centre Q de la rotation f. 
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d) Déterminer l'image du cercle ^ circonscrit au triangle ABC par f. 

3) a) Montrer qu'il existe un seul antidéplacement g qui transforme B en A et C en B. 

b) Vérifier que g ne peut pas être une symétrie orthogonale. 

c) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de g. 

4) On pose h = fog 1. 

a) Déterminer h(A) et h(B). 

b) En déduire que pour tout point M du plan, f(M) et g(M) sont symétriques 

par rapport à (AB). 

c) Déterminer et construire g (9*). 

Exercice 4 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (O,i, jj. 

Soit f l'application du plan qui à tout point M d'affixe z associe le point M' d'affixe 

z' tel que z' = z + 2i où z désigne le conjugué de z 

1 ) Montrer que f est une isomêtrie. 

2 ) Déterminer l ' ensemble des points invariants par f. 

3) En déduire que f est une symétrie orthogonale dont on précisera l'axe. 

4) Soit 0 un réel. 

On considère l'équation (E) : z2 - 2(cosQ +i)z +1 + 2ie'" = 0. 

a) Vérifier que cos2 0 + 2sinQ - 2 = [i(sinQ -1)]2 ■ 

b) Résoudre, dans C, l ' équation (E). 

c) Soit le point N d'affixe 2i + e'16. 

Montrer, par deux méthodes différentes, que si 0 décrit M. alors le point N varie 

sur un ensemble fixe que l'on déterminera. 
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Correction du devoir 

Exercice 1 

1) * La droite d ' équation y = -x est une asymptote à la courbe ^ au voisinage de - 00 

Donc lim f(x)- (-x) = 0 ou encore lira f(x) + x = 0 
x—y—co a:->-oo 

* lim f(x)= lim (-x) = +cc 
x—>—co a:->-oo 

* La courbe ^ admet une demi tangente verticale, à gauche, au point d'abscisse -1 

n / \ n / -t \ 
Donc f n'est pas dérivable à gauche en -1 et lim ——-———- = +00 ou - 00. 

x-(-l) 

En plus pour x < -1, x +1 < 0 et f(x) > 0 au dessus de (Ox)) 

f(x)-f(-l) 
D ' où lim 

x^-r x-(-l) 
y f(X) hm ——- = -00 

x^r-l X 1 

* La courbe ^ admet une demi tangente, à droite, au point d'abscisse -1 de 

coefficient directeur 2 donc f est dérivable à droite en -1 et fd '(-1) = 2. 

Um f(x) fj V = fd ■(-!) = 2 
x^-l+ x + 1 

lim ÎM- = 2 
x^-f X + 1 

* La courbe ê* admet une demi tangente, à gauche, au point d'abscisse 2 de 

coefficient directeur - 4 donc f est dérivable à gauche en 2 et fg'(2) = -4 

Hm /W ^ = fe '(2) = -4 
x^2- x- 2 

Hm = -4 
^^2- X — 2 

* La courbe ^ admet une demi tangente horizontale, à droite, au point d'abscisse 2 

Donc f est dérivable à droite en 2 et fd'(2) = 0 

lim/lx) f(2) =fd'(2j = 0 
X^2+ x- 2 

Hm IMll = 0 
*^2+ x-2 

* La courbe ê* admet une tangente horizontale au point d'abscisse 0 

Donc f est dérivable enO et f'(0) = 0 lim —- = f'(0) = 0. 
x^0 x 

InnLMzl = = Hm2Lîl2l = 2 x 0 = 0, 
x^>0 X x^>0 2x t->-0 

x^>0 x~ 
* lim f — = lim f(t) = -l (la droite d ' équation y = -1 est une asymptote au Vf+x)) 

î —>-Hx) 

2) La courbe & admet une tangente au point d'abscisse 1 de coefficient directeur - 2 

donc f est dérivable en 1 et f'(l) = -2 

(M) '(1) = f '(1) x / Ufl)) =-2 xf '(0) = -2x0 = 0. 

Dhaouadi Nejib https://www.sigmaths.net 
4/9 



LYCEE DE SBEITLA 03/12/2019 

Um xfMK*)-1 = h-m x[(M}(x}-l] + x-l = lim * [( MH *) - ( MH l)] + x-l 
X^1 x-l x- 1 x^l x- 1 

__ limj(f^±(Mm+1 __ x(fofm 

x^1 x-l 

3) /([-J.+«[) = H.J].- /(]-J.4) = 1°.J].- 

/"/'(] '■ ']) = /(/(] v-, '])| = /(['>, !'-[) = [ ^'l- 

X —oc —1 0 2 +oo 

f'(x) - + 0 - + 

f(x) 

+oo 1 -1 

SSSSSSSSS^ 0 -3 

Exercice 2 

X 
1) a) lim f(x) = lim 1 - \ll + x2 -1] = lim 1 ^,+ X ^— = lim 1       

x^o x\ / x(yll + X2 +1) x^0 yjl + X2 +1 = 1 = f(0) 

Donc f est continue en 0. 

b) Um fMzlm = lim [Mz = = Um 1-1-X' 

x^O X x^O 

= lim 
x->0 

X 

-1 

x^-O X x->0 X2(\ll + x2 + 1) 

,  ■ = - — donc f dérivable enO et f'(0) = - — . 
Jû^ + l 2 J J y ' 2 

2) a) Sur chacun des intervalles 0[ et ]0, +oo[, la fonction x ^ 1 + x2 est dérivable 

et strictement positive donc la fonction x ^ yjl + x2 -1 est dérivable en plus 

la fonction X l—> — est dérivable donc f est dérivable ( produit et somme de fonctions dérivables.) 
X 

Vx e M*, f'(x) = 1+x -J- 
)■ 

2x f 

X^ ' X 2yll + X5 

1 + 2<^ - -^1 + x2 - 

V 

X 
4i + x2 -1- 

X 2 \ 

4î + X2 y 

4i + X 

1-1-X* -1 

x2 sjl + x2 (1 + yjl + x2 ) xjl + X2 (1 + ^ll+X2 ) 

b) Vx e M*, \ll + x2 > 1 et \ll + x2 +1> 2 ^1 + x2(1 + \ll + x2) > 2 

0< , —-—, < — donc \f'(x)\<—. 
yll + x2(l + Jl + x2) 2 1 ' ^ 2 

c) lim f(x)= lim 1 - ^ + x —_ = lim 2 1 + x 1— _ ^ _ 
x 

x x(yll + X2 +1) yjl + X2 + 1 
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= lim 1 - 
X-^-co 

X 
= lim 1 - 

x 

x -+1 

\ X->-00 
+1 -x 

y 
^+1+1 

= lim 1 + 

x x 
^J + 1+- X X 

= 2 

lim f(x) = lim l-^1 + x2 —= lim 1- 1 + x2 1 

x x(yll + X2 +1) 

= lim 1 - 

= lim 1 - 

x 
.  - = lim 1 - 

^1 + x2 +1 x^+co 

X 

X %+1 

\ 
+ 1 

J 

X 
( - lim 1 - = 0 

x 
] 1 T 1 
—j + i H— 

V.X xy 
^+1+- X X 

X —oo +oo 

fU) - 

f(x) 2 

0 

3) Soit g la fonction définie sur M par : g(x) = f(x) - x. On a f(x) = x o g(x) =0 

g est continue sur m et gfO^S) x gfO,?) = 0,053 x (-0,015) <0 

donc l'équation g(x) = 0 admet une solution a g ]0,65;0,7[. 

\/x gWL, g'(x) = f'(x) -1 < 0 => g strictement décroissante sur M donc a est l ' unique 

solution dans M de Z ' équation g(x) = 0 ou f(x) = x 

+ (-x)2 -1 =1 l ■Jl + x2 -1 
4) a) Vx g M, /f-x) = 1- = 2- 

^ Vi + x2 -1 

-x X 

Donc le point A(0,1) est un centre de symétrie. 

b)T : y = f'(0)x + f(0) = -—x +1 donc T : y = -—x + 1. 
2 2 

v 
x 

= 2-f(x) 

j 

C) f(x)-\--x + l 
X Vi + x2 -1 x 1 + x2 -1 X X 

X :(4l xhJl + x + 1) 2 fl + x2 +1 

r 
= X 

2 47- 
= x- 

47 ■xJ +1- 2 x(7l + x2 -1) x(l + x2-l) x 

■x2 +1) 2(71 + x2 +1) 2(71 + x2 +1) 2(71 + x2 +1)2 2(71 + x2 +1)2 

Donc si x <0 alors & est au dessous de T. 

si x> 0 alors & est au dessus de T. 

5) 
4T 

2 

A(0,V 

-5" -4 h3— -2 -1 0 1 l3— 4 B 
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6) a) f est dérivable sur M. et Vx e M, |/ < — 

Donc Vn. e N, \f(un) - f(a)\ < —\un - al et par suite \un+1 - al < —\un - al car f(a) = a. 

b) Pour n = 0, \u0 — al = a < — lu0 - al = a ce qui est vrai. 

Soit neN, supposons que \un - a| < | — a et montrons que \un i, - a| < | — 

n+1 
1 , 

— \Un 
2 

\u - a < - 
\2j 

1 
n 

<—.   a 
2 

a 

i i 
Ko " a| < 

n+1 

a. 

c) 

K-a|S(£ a 

' A" 
lim — 

n->+oo l 2 
a = 0 car — e ]-/,/[ 

2 

lim un - a = 0 => lim un = lim (un - a) + a = a. 
n—>+co n—>+co n->+Go 

Donc la suite (un) est convergente 

et elle converge vers a. 

Exercice 3 

1 ) Voir figure ci - dessous. 

2) a) On a BC = AB ^ 0 donc il existe un seul déplacement f qui transforme B an A 

et C en B. 

> ~) T > jç 2tz 
b) L'angle du déplacement f est Q = ( BC, AB ) = k + ( BC, BA ) = k-\— = — [^K] ■ 

3 3 

f est un déplacement d'angle non nul 0 donc f est une rotation d'angle 0. 

c) f(B) = Aet f(C) = S Q E med[AB] n me d[BC]. 

d) Q est le centre du cercle ÇC et f (Q) = O en plus l'image du cercle ^ par la rotation 

est un cercle de meme rayon donc 

3) a) On a BC = AB ^ 0 donc il existe un seul antidéplacement g qui transforme 

B an A et C en B. 

b) Supposons que g est une symétrie orthogonale d'axe A. 

On a: g(B) = A et g(C) = B^>A = med[AB] n med[BC] med[AB] = med[BC] 

=ï> (AB) || (BC) ce qui est impossible donc g n'est pas une symétrie orthogonale. 

c) g est un antidéplacement qui n ' est pas une symétrie orthogonale donc c ' est une 

symétrie glissante. Soit A son axe et u son vecteur. 

g(B) = A^> I = A* B &Aet g(C) = S^>J = S*CeA donc A = (IJ) 

gog(C) = g(g(C)) = g(B) = A = t2fC) 2u = CA = 2JI donc u = JI. 

4) a) h(A) = ffg fA)) = f(B) = A et h(B) = ffg fB)) = f(C) = B. 

Dhaouadi Nejib https://www.sigmaths.net 
7/9 



LYCEE DE SBEITLA 03/12/2019 

b) h est la composé de Vantidéplacement g'1 et du déplacement f donc c'est un 

antidéplacement en plus h fixe les deux points distincts Aet B donc h est 

la symétrie orthogonale d'axe (AB). 

fog 1 = s(AB) of = S(AB)og donc 

pour tout point M du plan 

f(M) ~ SfAB) 

D'où 

f(M)etg(M) sont 

symétriques par rapport à (AB). 

c) f(^) = S(AB) 

oS(AB)(g(êr)) = êr 

« g(^) ~ S(AB) (ê*). 

am 

Exercice 4 

1 ) Soient les points Aet B et leurs images respectives A' et B' par f 

On désigne par a, b, a' et b' leurs affixes respectives. 

A'B' = \b'-a'\ = (b + 2i) - (a + 2i) b - a = \b -a\ = AB b - a 

D'où f conserve les distances donc f est une isornêtrie. 

2) f(M ) = M oz' = zoz + 2i = zoz-z = 2i<^> 2ilm( z) = 2i o Im( z) = 1 

Donc l'ensemble des points invariants par f est la droite D d'équation y = 1. 

3) f (O) = A où A d'affixe 2i donc f est une isornêtrie différente de l'identité du plan 

qui fixe au moins deux points distincts ( car f fixe tout point de la droite D) 

donc f est la symétrie orthogonale d ' axe D. 

4) a) cos2 0 + 2sinQ - 2 = (1- sin2Q) + 2sinQ - 2 = -(sin2Q - 2sinQ + 1) 

= -(sm0 - ï)2 = \i(sinQ - l)f ■ 

b) (E) : z2 - 2(cos Q + i)z +1 + 2ieie = 0. 

A = 4(cos Q + i)2 - 4(1 + 2ieie ) = 4 (cos2 0 + 2i cos Q -1-1- 2i(cos 0 + isinQjj 

= 4(cos2 0 + J&e&sO - 2 - 2ietfs§ + 2sinQj = 4(cos2 0 + 2sinQ - -2) = [2i(sinQ -1)\2 ■ 

^ ^^ 2(cosQ + i) + 2i(sinQ -1) 2(cosQ + isinQ) ,T) 
Donc les solutions sont : z = —   5   = —5   = e 

2 2 

^ ^ _ 2(cos Q + i) - 2i(sinQ -1) _ 2(cos Q - isinQ + 2i) _ ^ ^ 
e z - 2 - 2 -e + i. 

c) r méthode : Soient les points M et N d'affixes respectives a = e1'' et h = e'16 + 2i. 

On remarque que h = d + 2i donc d ' après les questions précédentes N = f (M) 
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Or si 0 décrit M. alors le point M (a) décrit le cercle trigonomêtrique 9* 

Donc le point N varie sur le cercle 9* ' symétrique de 9* par rapport à la droite D 

qui est le cercle de centre A(2i) (car f (O) = A) et de rayon 1. 

2eme Méthode : b = e~l6 + 2i ob - 2i = e~lQ donc \b - 2i\ =1 ou encore AN = 1 donc 

si 0 décrit M. alors le point N varie sur le cercle 9' ' de centre A(2i) et de rayon 1 
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