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Exercice 1
sin(nx)

Soit f la fonction définie pour tout réel non nul x par : f(x)=x+1-

On note & sa courbe représentative dans un repére cartésien (O,f,j’).
1) Montrer que f est prolongeable par continuité en O.
sin(nx) < 1

2) a) Vérifier que pour tout réel non nul xon a : < | | .
X

X
b) Déterminer lim f(x) et lim f(x)
c) Montrer que la courbe & admet une asymptote oblique que l'on précisera.

3) Dans la suite de l'exercice, on admet que f est strictement croissante sur chacun
des intervalles 10,1] et [3,+oo] .

Montrer que l'équation f(x) =0 admet, dans l'intervalle ]0,5;1[, une seule
solution o .

4) Soit n un entier superieur a 3.

a) Montrer que l'équation f(x)=n +g admet, dans l'intervalle ]n,n + 1[, une seule
solution x,.

b) Montrer que la suite (x, ) est croissante et déterminer sa limite.

Exercice 2

Soit (u, ) la suite réelle définie par :u, =3 etVneN,u h =.18+3u,.
1) Al'aide d'un raisonnement par récurrence, montrer que VneN; 3<u_ <6.
2) a) Etudier le sens de variation de la suite (u, ).

b) En déduire que la suite (u, ) est convergente et calculer sa limite.

1 . . .
3)VvneN, 5 < % < Idonc il existe un seul réel 0, e [O,g:l tel que u, = 6cos(9,).
a) Montrer que (6, ) est une suite géométrique dont — on précisera la raison q
et le premier terme 0,,.
b) Pour tout entier naturel n, exprimer 6, en fonction de n.

c) Retrouver les résultats du 2)b).
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Exercice 3
) 2i-z Ve
Soit Z = - lavecze(CetM(x,y)laffzxe de z.
Z+1i-

1) Déterminer la partie réelle X et la partie imaginaire Y de Z.
2) Déterminer l'ensemble E des points M tel que Z soit réel.

3) Déterminer l'ensemble F des points M tel que Z soit imaginaire.

4) En déduire ' ensemble G des points M tel que l'on ait : Arg(Z) = % [Qn].
|
Exercice 4
On considere l' application f de C dans C définie par :

f(z)=9z"-242° +50z° - 24z +41.
1) Montrer que si z est une solution de l'équation f(z) =0 alors z est aussi une

solution de cette équation.

2) Montrer que i est une solution de l' équation f(z) =0 et déduire une autre solution.

3) a) Déterminer trois réels a, b et c tels que : Yz e C, f(z)=(z° +1)(az” + bz +c).
b) Résoudre alors, dans C, l' équation f(z)=0.

4) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O,f, j) (unité 3cm).
On désigne par A, B, C et D les points d'affixes respectives
Z,=-1, Z25=1, 2 —i+£i et z,=——-—1
A > 9B~ b e gt g D .

a) Placer les points A, B, C et D

Z.-2 Z.-2Z . o
b) Montrer que —<——4 et =% sont deux nombres complexes imaginaires.
Zp =2, Zp—2p

c) En déduire la nature de chacun des triangles ACD et CBD.
d) Montrer que les points A, B, C et D appartennent a un meme cercle
dont on précisera le centre et le rayon.

7 \ zHy

JALHS

©All rights reserved

Dhaouadi Nejib https://www.sigmaths.net

2/6




LYCEE DE SBEITLA 25/10/2019
- — —

CORRECTION DY DZYOIX

Exercice 1

1) tim f(x) = limx+1-2S%) 1 axi-1-7
x—0 x—0 X

f admet une limite finie en O donc f est prolongeable par continuité en O.

2) a) Pour tout réel non nul x, sin(arx)|£1:>wéi sinfnx)) 1
A W e 1T
vXew;ﬂﬂﬂﬂsﬁT
x x . .
b) = lim sin(rx) =0 (resp. lim sin(nx) = O)
. 1 . 1 X—>+00 X X—>—00 X

lim—=0 {resp. lim — = O}
STy AL

Donc lim f(x)=+00 et lim f(x)= —oo.

X400

3) f est continue sur [0,5;1] (rapport et puis somme de fonctions continues)

>

en plus f(0,5)><f(1):(I,S—S’ig—(;/Z)Jx(Q—$J:—O,5x2:—1<0

Donc, d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, ' équation f(x)=0 admet
au moins une solution o dans ]0,5 ;1[ et puisque f est strictement croissante sur
[0,5;1] alors u est I'unique solution dans ]0,5; ][ .

4) a) Soient n un entier superieur a 3 et g la fonction définie sur l'intervalle [n,n+1]

par g(x) :f(x)—(n+g).

g est continue sur [n,n+1] et g(n)xg(n+1)=(-L1)x< =-1 <0 donc l' équation
g(x) =0 (ou f(x)=n+%)admet au moins une solution x, € [n,n+1[.
[n,n+1]c[3,+00[ (car n2 3) et f strictement croissante sur [3,+oo[ donc g est
strictement croissante sur [n,n + 1] d'ou l'unicité de x, dans |n,n+1[.

b) Pour tout entier n > 3,on a:

n<x,<n+l<x,,<n+2=x, <x,,, donc la suite (x, ) est croissante

n+l

n<x, et limn =+oo donc lim x, = +oco.

n—+oo n—+oo

Exercice 2

1) Initialisation : Pour n=0, u, = 3€[3,6] ce qui est vrai.
Hérédité : Soit n € N, supposons que 3 <u, <6 et montrons que 3< x,,, <6.
3<u,<6=9<3u, <18 =27<18+3u, <36 =27 <.,[18+3u, <6
or 3<~/27 donc 3<u,,, <6.

n+l
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Conclusion:VneN, 3<u, <6.

fa— 2 fa—
2)a)u,,,-u, =18+3u, —u, [8+3u, ~u,~ _(6 u”)(3+u”)20 car 3<u,<6

) JI8+3u, —u, B JI8+3u, +u,

Donc la suite (u, ) est croissante.

b) La suite (u, ) est croissante et majorée ( par 6) donc (u, ) est convergente

VvneN,u,, = f(u,)avec f la fonction quia x> 18+3x

nli'rzzoun =1€[3,6]

f continue sur [3,6]c [-6,+00]

Donc f(l)=1
fll)=1o18+3l=1=18+3l=Fetl>0=1°-31-18=0etl>0<1=6,
D'ou lim u, = 6.

n—»+oo

3)a)u,,, =6cos(0,,,)=+18+3u, =18 +3x6cos(0,) =[18(1+cos(9,))

= |36 cos® (%’1 =6|cos (%”) =6 cos (%’1) car (%’1 € [O,%:‘ = cos (%’1) > OJ

= cos(9,,,) = cos O avec 9, ., € O,£ ete—”e O,£ d'ou On”:e—”
2 2 2 2 2

Donc (9, ) est une suite géométrique de raison q = é
1 . I T
Ona u,=3=6cos0, = cosb, = 2 et puisue 0, [0’5} donc 6, = 3

b) (8, ) est une suite géométrique de raison q = 5 et de premier térme 0, = I

Donc VYneN, 0, :Ooqnzﬂ(i) .
3\2

c) lim (i) :Ocarée]—l,l[z lim 6, = 0.

n—o+co\ 9 n—+oo

La fonction cosinus est continue en O donc lim u, = lim 6 cos0, =6 cos0 = 6.

n—»+oo n—+oo

La suite (u, ) est alors convergente et lim u, = 6.

n—+oo

Exercice 3
)z- 2i-z _ -x+i(2-y) :[—x+i(2—y)][(x—1)—i(y+1)]
z+i-1 (x-1)+i(y+1) (x-1)°+(y+1)°
:—x(x—1)+(2—y)(y+1)+ix(y+1)+(2—y)(x—1)_(—xQ—y2+x+y+2)+i(3x+y—2)
(x-1) +(y+1)° (x-1F +(y+1)° (x-1)7 +(y+1)°
Done X — X y2+x+y+22 of Y = 3x2+y 2 .
(x-1)"+(y+1) (x-1)"+(y+1)
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2)Zestréel Y =0 3x+y-2=0et(x-1°+(y+1)° =0
Sy=-3x+2et(x,y)=(1,-1)

Le point A(1,-1) appartient a la droite A:y=-3x+2 (car-1=-3x1+2)
Donc E est la droite A : y =-3x+ 2 privée du point A.
3) Z estimaginaire & X =0 x*+y° -x-y-2=0et (x,y) = (1,-1)
S (x* —x)+(y° ~y)=2et (x,y) = (1,-])

@(x—é) —é+(y—é) —é:Qet(x,y)i(l,—l)
@(x—é) +(y—é) :get(x,y)i(l,—l)

1 1 5
Donc F est le cercle & de centre | (5,5) et de rayon \/g privée du point A (car Ae &)

4)Arg(Z)z% [2n]= X=0etY>0oMeZ tel quey+3x-2>0

2 2 2 2
CherchonsZmA:(x—i) +(—3x+2—i) :éa(x—i) +(—3x+§) :E
2 2 2 2 2 2

<:>10x2—10x+g:g<:>x(x—l):0<:>x:00ux:1

Donc & n A ={A(1,-1); B(0,2}

Alors G estl'arc du cercle & situé au dessus de la droite A privé des points
AetB

Remarque : I € A donc B est le symétrique de A par rapport a I.

Exercice 4

1) f(z)=0c f(z)=0< 92" —242° + 502° - 24z +41=0 < 9z* - 242° + 502° - 24z +41=0
= 92" -247°+502° -24Z+41=0 < f(Z) =0 < Z est une solution de
l'équation f(z)=0
2) f(i) = 9i* - 24i° + 50i® - 24i+41=9+241-50-24i+41=24i-24i-50+50 =0
Donc i est une solution de l' équation f(z)=0
i est une solution de f(z)=0 donc d'apés 1) i = —i est aussi une solution de f(z) = 0.

3)a)VzeC, f(z)=(2"+1)(az’ +bz+c)=az’ +bz’ +(c+a)z’ +bz +c

a=9 a=9
b=-24 b=-24
= = =|\VzeC, f(z)=(2"+1)(92° - 24z +41)
c+a=50 c=41
c=41 cta=41+9=50vrai

b) f(z)=0<= 2" +1=00u9z° -24z+41=0<z=iouz=-iou9z’ -24z+41=0
A =24 -4x9%x41=-900 = (30i)® donc les deux autres solutions sont :
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, 24-30i 4 5. , 4 5. ..4 5.4 5.
z'=——=—-—1 etz"=—+—1. Donc S, =\-1,i,—+—1,———1
18 3 3 3 3 3 3 3 3

4) a) Voir figure.

i+£i+i i+§i
ppZe=fs_3 3 .33 _HIx2) (120240 2 5 40y 0
Z,=2, Z_ 2., Z_Z; 2(2-1) 5 5
3 3 3 3
4 5, 4 2.
z.-z, 373 " 3ZTTY 2(2+i) 1(2+i)(1+2i) I 1
c”?% _3 3 _3 3 _ L= = = (2+i+4i-2)==i
zp-2z, 4 5. . 4 8. 4(1-2i) 2 5 10 2

i
3 3 3 3
Z.-2Z Z.—Z . o
¢ A et —<—=B est imaginaire
Zp =2, Zp—2p

Donc chacun des nombres complexes

Zc=Za imaginaire = AC 1 AD = le triangle ACD est rectangle en A.

c)
Zp ~ 2y
Zc = %8 imaginaire = BC L BD = le triangle BCD est rectangle en B.

Zp—2p
d) Le triangles ACD est rectangle en A = A est un point du cercle & de diamétre [CD ]|

Le triangles BCD est rectangle en B = B est un point du cercle &
Donc Les points A, B, C et D sont des points du cercle & de centre I = C* D et de rayon %

2
C
- L/
B
3 0 11T 2
A‘\
D
2
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