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Exercice 1 (8,5 points) 

Soit la fonction f définie sur l'intervalle \0,e] par : 

f(0)=0 et f(x) = x2yjl-lnx pour x ^ e. 

On désigne par '/f sa courbe représentative dans un repère orthonormé (o,i,j^. 

1 ) Monter que f est continue à droite en 0. 

2) Etudier la dêrivahilitê de f à droite en 0 

Interpréter graphiquement le résultat obtenu. 

f ( ) 
3) a) Vérifier que pour tout réel x e ]0, e[ on a ; ——- 

-x 

x - e yjl-lnx 

/ 'e^l 
Zn 

C- 

l 
e 

-1 
x 

b) Etudier alors la dêrivahilitê de f à gauche en e. 

Interpréter graphiquement le résultat obtenu. 

-, r -, r x(3-4lnx) 
4) a) Montrer que f est dénvable sur J0,e[ et Vx e J0,e[; f'(x) = — . ^2-, 

241 -Inx 

b) Dresser le tableau de variation de f. 

c) Tracer la courbe 

5) Soit a un réel de l'intervalle ]0,e[. 

On se propose de déterminer le volume V du solide de révolution engendré 

par la rotation de la courbe </f autour de l ' axe des abscisses, 

a) Montrer que si g est une fonction continue sur [0,e] alors : 

lim je g(x)dx = j*g(x)dx. 

b) A l'aide d'une intégration par partie, calculer en fonction de a, l'intégrale 

I = C x4 In x dx et vérifier que lim 1 = -^—e5. 
Ja a >0 25 

c) Déterminer alors le volume V. 

Exercice 2 (5,5 points) 

On pose I0 = j*xdx et Vn e N*, /„ = j*xflnxfdx. 

1) Calculer I0 et puis, à l'aide d'une intégration par parties, calculer f. 

2) Montrer, à l'aide d'une intégration par parties, que ; Vn e n,2In+1 + (n + l)In=e2. 
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3) Montrer que la suite (In) est décroissante. 

2 2 S C 
4) a) En utilisant 2) montrer que ; V n e N, < In < . 

n + 3 n + 1 

b) En déduire lim In et lim nln n->+co n->+co 

Exercice 3 (6 points) 

Amateur de sudoku (jeu consistant à compléter une grille de nombres), Pierre s'entraîne 

sur un site internet. 

40% des grilles de sudoku qui y sont proposées sont de niveau facile, 30% de niveau 

moyen et 30% de niveau difficile. 

Pierre sait qu'il réussit les grilles de sudoku de niveau facile dans 95% des cas, les 

grilles de sudoku de niveau moyen dans 60% des cas et les grilles de sudoku de 

niveau difficile dans 40% des cas. 

Une grille de sudoku lui est proposée de façon aléatoire. 

On considère les événements : 

F : «la grille est de niveau facile», M : «la grille est de niveau moyen», 

D : «la grille est de niveau difficile» et R : «Pierre réussit la grille». 

1) Traduire les données de l'énoncé à l'aide d'un arbre pondéré. 

2) a) Calculer la probabilité que la grille proposée soit difficile et que Pierre la 

réussisse. 

b) Calculer la probabilité que la grille proposée soit facile et que Pierre ne la 

réussisse pas. 

c) Montrer que la probabilité que Pierre réussisse la grille proposée est égale à 0,68. 

3) Sachant que Pierre n'a pas réussi la grille proposée, quelle est la probabilité que ce 

soit une grille de niveau moyen ? 

4) Pierre a réussi la grille proposée. Sa petite sœur affirme : «Je pense que la grille 

était facile». 

Dans quelle mesure a-t-elle raison ? Justifier la réponse à l'aide d'un calcul. 
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niiESMJNinm 

Exercice 1 

1) lim f(x)= lim x2y/l -Inx = lim Jx4 (1 - Inx) = lim \lx4 - x4lnx = 0 car lim x4lnx =0 
x->0* x->0* x->0* x->0* x->0* 

lim f(x) = f(0)^>f est continue à droite en 0. 
x—>0+ 

2) lim —USU. = iim x V/ -lnx_ = -Inx = lim \Jx2 - x2Inx = 0 
x->0* X — 0 x->0* X x->0* x->0* 

Donc f est dêrivahle à droite en 0 et sa courbe </f admet, au point d'abscisse 0, 

une demi - tangente horizontale (c-à-d de coefficient directeur fg'(0) =0) 

3) a) Pour tout réel x e ]0, e[; on a ; 

f(x) _ x2fl-lnx _ x2(l-lnx) _ x2(lne-lnx) _ -x 
ln(2 

(x-e^l-lnx xf3_£bjr^ -Jl-lnx ±_1 

V X) X 

g g 
b)0<x<e<^ — <1 donc si x ^ e alors > 1 

x x 

Km fMzIM = Um fM = lim, ._Ui = —go 

x - e x^e" x - e x >e fl - Inx e 

car lim 

ln\ 
c- 

\ G*. 
e 
-l 

x 

— -1 
x 

= lim = 1 et lim X = -qo 
x - 1 x >e - In X 

Donc f n ' est pas dérivable à gauche en e et sa courbe if admet, au point 

d'abscisse e, une demi - tan gente verticale . 

4) a) La fonction x h-> i - Znx est dérivable et strictement positive sur l'intervalle ]0,e[ 

Donc f est dérivable sur ]0, e[ comme produit de fonctions dêrivahles. 

1 

Vx e ]0,e[; f'(x) = 2x^1 - Inx + x2.—, x = 2xy/l -Inx - 
x 

2\/l - Inx 2y/l -Inx 

4x(l-lnx) - x 4x-4xlnx- x 3x-4xlnx x(3-4lnx) 

2yll - Inx 2y/l - Inx 2^1 -Inx 2^1 - In x 

3 - 
b) f'fx) = 0 et x ^^0,6^0 3 - 4lnx = 0 olnx = — o x = e4 - 2,12 

3 - 
f'(x)>0o3-4lnx>0olnx<—o0<x<e4. 

D'où le tableau de variation de f. 
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0 
3 

e4 e 

fU) 0 0 

efe 
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2 

0 
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2 

À 
r - - i 

h---: 

■ r - - î — 

2 -- 

rirrirr irrii ririi r i 

5) a) g est continue sur \0, e] donc g admet des primitives sur cet intervalle 

Soit G une primitive de g sur l'intervalle [0, e]. 

G est dérivable donc continue sur [0,e] et par suite continue à droite en 0 

Donc lim G(x) = G(O) 
X^O 

D'où lim jeg(x)dx = lim \G(x)Ya = lim G(e) -G(a) = G(e) -G(O) = j*g(x)dx. 
et—>0 et—>0 

b) Posons 

u(x) = In x^u'(x) = 
x 

v'(x) = x4 v(x) = —x5. 

Donc I = {e x4 In x dx Ja 

1 5, —x Inx 
5 

e5 a5 In a 

If 

— {ex4dx = — 
5 " 5 

a5 In a 

5 25 m: 

5 
1 (e5 - a5) = 

25 

4e5 a5 In a a5 

1/5" ~~5 25 
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a Ina a ^ ,■ 5, ^ j 
Zim + = 0 car hm a lna = 0 donc 
a->0+ 5 25 a->0+ 

lim I = 
4e5 

a->0+ 
25 

c)V = j\(f(x))2 dx =nj*(f(x))2 dx =71 x Z/m j*{f(x))2 dx = nx lim x4(1 - lnx)dx 
a— 

= 71 X ) = 7i x Km 
' e5 a5 'e5 4e5 ^ 

-I = 71 
/ a->0+ 

u ~5 u 25 J 

ne 

~25 

Exercice 2 

1) I0 = f'xdx = [i*2 J = |i:(e2-i) 

\u(x) = lnx^u'(x) = \ 
/, = xlnx dx. on pose i 

Jl [v'(x) = x<^v(x) = ±x2 

Donc I, = [jx'lnxj-^j'xdx = je2 -^[jx'J = ±(2e2 -e2 +l) = i{e2 +l) 

2 j V n e N; In+1 = x(lnx)n+1dx. On pose 
u(x) = (lnx)n+ ^ u'(x) = (n + l)j^(lnx)n 

v'(x) = x <=v(x) = ^x2 

Donc In l = ^-jX2(lnx)n+1^ - ^(n +1)^x(lnx)ndx = J-e2 -j^fn +1)1 n 

D'où 2In+1 + (n + l)In =e' 

3) In l - In = x(lnx)n+1dx - ^x(lnx)ndx = ^x\jlnx}^1 - (lnx}n^dx 

= x(lnx)n(Inx -1 )dx 

Or Vx e [i.®] ona : 0 <lnx < 1 donc x(ln x)n >0 et 1-In x<0 

Vx g [l, e]; x(lnx)n(Inx -1) <0 ^ ^x(lnx)n(In x - l)dx <0 In l - In <0 

Donc la suite (In) est décroissante. 

4) a) D'après 2) on a : (n + l)In = e2 - 21 n l < e2 car In l > 0 donc In < 
n + 1 

(n + 3)In = (n + 1 )In + 2In > (n + 1 )In + 21 n l car (In) est décroissante. 

Or (n + 1)1 n + 21 n l = e2 donc (n + 3)In > e2 ou encore In > 
n + 3 

D ' où V n g N; 

b) 

V n g N; 
n + 3 

n + 3 

< L < 

< L < 
n + 1 

n +1 

e2 e2 

lim = lim = 0 

lim I = 0. 

■n + 3 n +1 

ne2 . e2 

hm = hm 
n + 3 ■l + l 

= e 

ne2 e2 

et lim = lim 
n—>+00 77. -)- _2 n—>+00 2 + 1 

= e 

V n. G N; 
ne 

n + 3 
< ni., < 

ne 

n + 1 

ne 
= lim 

ne 
lim 

n—>+co n + 3 n^+cv ri + 1 

lim nln = e . 
n->+<yD 

= e 
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Exercice 3 

1) 

0,4^^ 
0,3 

0,3 X. 

* 1 

F M D 

0,95/ \ 0,05 0,6 / \^4 0,^ 

/ \ / 

R R R R R R 

2} a) p(DnR) = p(D)x p(R / D) = 0,3 x0,4 = 0,12. 

b) p[FnR) = p(F)x p(R / F) = 0,4x0,05 =0,02. 

c) p(R) = p(R n F) + p(R n M) + p(R nD) 

= p(F)x p(R/ F) + p(M)xp(R / M) + p(D)x p(R / D) 

= 0,4x0,95 + 0,3x0,6 + 0,3x0,4 

= 0,38 + 0,18 + 0,12 = 0,68. 

3)P(M/R)- PlMl X 
.(R) l-p(R) 0,32 0,32 32 8 

1]n(F/R] P(RnF) P(F)xp(R/F) 0,4x0,95 0,38 
p(R) p(R) 0,68 0,68 34 

Oui, Sa petite sœur a presque raison car p(F / R) > 0,5. 

On peut dire qu'elle a environ 56% de chances d'avoir raison 

□ □ 

□ 
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