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Exercice 1 

Soit la fonction f définie sur M par : 

1 ) Etudier la continuité de f en 0. 

2)Montrer que lim f(x) = —. 
X-^+oo ^ 

sin(nx) . 
f(x) = 5—- t-l-n si x <0 

x 

f(x) = ^jx2 + x + 1 - x si x>0. 

3) a) A V aide d ' un encadrement de f (x) pour x <0, déterminer lim f( x ). 
X->-oo 

b) Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une solution a e 

4) Soit h la fonction définie sur 

Montrer que h est continue sur 

par : h(x) = f\ 
cosx 

si x ^ — et h\ 
1 

2 

Exercice 2 

Soit la suite réelle (un) définie sur N par : u0 = 2 et pour tout n e N, un l = — 

1) a) Calculer u^ u2 et u3. 

iun-42)2 

b) Vérifier que pour tout entier naturel n, un l - 42 =   —. (*) 
2un 

c) En déduire que pour tout entier naturel n, un > \[2. 

d) Montrer que (un ) est décroissante. 

e) En déduire que (un) est convergente et calculer sa limite. 

u + 
u.. 

2) a) En utilisant l ' égalité (*), montrer que pour tout n e N on a ; U 'n+1 < 
2+2 

b) En déduire, à l'aide d'un raisonnement par récurrence, que pour tout entier 

naturel n, u - 42 < 242 
42-1 

\2n 
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c) Recopier et compléter : 

u2 est une valeur approchée de -s/2 à près. 

u3 est une valeur approchée de 42 à près. 

Exercice 3 

On pose z = i + elQ avec 9 e 
7i 3n 

2' 2 

.a+b 

1) a) Vérifier que pour tous réels a et b on a : eia +elb = e + e 

a-bf 
~2 

b ) En déduire que z = 2 cos [ — - — 
{4 2, 

TC 
2) Dans cette question on pose 9 = —. 

4 2 

a) Ecrire z sous forme algébrique et puis vérifier que \z\ = 42 + 44. 

b) Vérifier que 2 + 44 = 
[usTs)' \ 

et déduire que cos — 
U2 

42+46 

4 

3) Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct 

On donne les points A, B et M d'affixe respectives - i, 1 et el6. 

a ) Ecrire ^41 (^M) sous rorme eXp onentielle. 
Aff(AB) 

b) En déduire la valeur de 9 pour laquelle les vecteurs AM et AB sont orthogonaux. 
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DU IIDIIIIIEWUIIIIIK 

Correction de l'exercice I 

1) On a f(0) = yjo2 + 0 + 1 -0 = 1 

et lim f(x)= lim j n = i{m n + 2- n = nxl + l- n = l = f(0) 
x=>o- x=>o- x x=>o- nx 

Donc f est continue à gauche enO . (1) 

lY 3 
La fonction x\—>x+x + l = \ x + — + — est continue ( fonction polynome ) et positive 

sur [0, +go[ donc la fonction x \-+> xjx2 + x + 1 est continue sur [0,+qo[ et par suite f 

est continue sur cet intervalle f continue à droite enO . (2) 

(1) et (2) => f est continue en 0 

2 ) lim f(x)= lim \Ix2 + x +1 - x = lim 

1 

x + x + 1- x^ 
= lim 

x + 1 

= lim 
x->+oo 

x\ 1 + — 

x^+co yjx2 +X + 1 + X x^+co yjx2 +X + 1 + X 

A (Y 

1 ~ f. 1 A Jx i+-+— + x 
V + X X J 

= lim 
X->+oo 

x\ 1 + — 

, , L 1 1 
x . 1 + — ' T f X 
1 X X 

= lim 
x->+oo 

x | 1 + — 
xy 

17 1 1 
X. /1 H  ' T f X 

V x X 

(car x > 0) 

X 

= lim 
M 
l x) 

x uDf+i 
X x^ 

== lim - 
X—>+CfD 

X 1 1 

17^ T 1 Yï + i 2 

riv+I 

3) a) Soit x <0,-1< sin( nx) <1<2> — < s^n(nx) <-Y^Y + 2-n<f(x)<- — + l-n. 
X X X X X 

fl 
= lim fl ] - + 1- n - + 1-K = i- ii 

y X—>—GO yx 

b) 

En plus lim 
X—>—oc 

Donc d'après le théorème des limites et ordre 

\f continue sur [-/,0] 

lim f (x) = 1 - n. 

I ' équation f (x) = 0 admet au moins une 

solution a dans l'intervalle ]-i,0[. [f(-l)xf(0) = (l-n)xl = l-n<0 

4) ❖ La fonction cosinus est continue sur M et en particulier sur oA 
2 

et Vx e 

❖ VX G 

7 
cos x ^ 0 donc la fonction g : x  est continue sur 

cosx Y 

oA 
2 

, 0 < cosx <lo > 1 o g(x) c [i,+Qo[ c [0,+qo[ 
cosx 
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Ainsi on a 

g continue sur 

f continue sur \0, +qo[ 

"■f 

9 

/ - 
^ n 
0- 

V 2 -) 

h = fog est continue sur oA 
2 

(3) 

lim g(x) = +qo 

Hm /(*) = - x->+co ^ 

[0,+qo[ 

lim g(x) = lim fog(x) = — = h 
K ~ K ~ 2 J 

h continue à gauche en — (4) 

(3) et (4) h est continue sur oA 
2 

Correction de l'exercice 2 

A 

1) a)u1=- 

1 
u, = — 

2 

Uo+- 
u, 

3 
/ 

= ô(2+j)=Ô- Ur, = — 

2 
u^ 

U 

■0 J ^ 

^ 2 

2 

\ 

Uj + — 
V U1J 

1 

2 

3 2 
—+ ■ 
2 2/ 

AAÎ 
21 2 3 

\ 17 

12 

'2 

17 2 
+ ■ 

J2 17. 
12, 

2 

17 24 577 

\12 17J~ 408 

bj H,., - V5 4fu,. + ^ 1 - V5 - - V5 = ff2t4r£V!H1 

2 , u 2u 2u 

"/ - 2l2un + (42)2 _ (u, - 

2un 2un 

c) ❖ Pour n = 0,u0 = 2 > A donc l'inégalité est vraie. 

❖ Soit n e N, supposons que un > A et montrons que un l > A- 

(un-r2)2 

u. n>A^>un>o^> unl -A == 
2u„ 

>o^> un l > A. 

❖ Conclusion : Vn e N, un > A- 

wn2 + 2 u2 + 2 - 2u2 2 - u2 (A -un)(A + Un) r- 
d) u)li7 - u =  u = — — = — =   — — < 0 car u > •V2. 

2Un 2un 2un 2un 

e) (un) est décroissante et minorée (par A) donc (un) est convergente. 

un,1= f(un) avec f : x^- x + — 

lim un = L e 
TL—^+00 

'A, +00 f(L) = L 

f continue sur A, +00 c ]0, +qo[ . 
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f(L) = L o L + - = 2Lo L2 + 2 = 2L2 o L2 = 2 o L car L eï ^2, +qo 
-Zy _ 

2) a) On a un > 42 o 2un > 2^2 c=> 0 < —^ 

ce qui donne 0 < un l - 42 < 

2un 242 

(wn -V2) 

0 < 
{un -42 )2 ^ (un-44) 

h) ❖ Pour n = 0,< 

2V2 

u0 — 44 = 2 — 44 = 2 — 44 

\20 

ou encore Un + 1 - 44 

2un 244 

(un-44)2 

< 
244 

244 
44-i 

= 244 
44-i 

u0-44 <244 
[44-iy 

2-44 [ 2 ) 

❖ Soit n e N, supposons que un - 44 < 244 

44-i 

'44-iY 

[ 2 ) 

et montrons que Un+1 -44 < 2V2 

On a u. < 
{un-44y 

244 

244 

2 y 

44-i 
2 r r- \2^2 

< 
V 2 . 

244 
= 244 

44-i 
\2n 

c) 244 
44-i 

\22 

V 

0,005 < 0,01 et 244 
44-i 

\23 

0,95 x 10 5 <10-5 

Donc 

et 

Ur, 
17 

-44 <icr2 u2 = —est une valeur approchée de 44 à 10 2 près 

u -44 <10 =>1^3 = 

12 

577 

408 
est une valeur approchée de 44 à 10 5 près . 

Vérification à l ' aide d ' une calculatrice : 

J7 

12 
1,41 44 = \l,41 4213562... 

577 

408 

6666666... 

568... 44 = \l,4142l\3562... 1,41421 

Correction de l'exercice 3 

z = i + el6 avec 9 e 

.a+b f .( a-b 

1) a )e + e 

71 3n 

2' 2 

.( a + b+a-b ) .( a + b-a + l 
~2 = e 2 Ue1 2 

.{2a ) .12b 
= e v 2 J + g l 2 J = eia + eib_ 

y 
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■ 2 
-+e 

b) z = i + el = e 2 + el = e 

fn 0^ 'M 
= 2cos\ 2- 

U 2. 

■ 2 
+ e 

v 

= e 

.( K 0 ^ I —+— 
4 2 'i--1 - 

e 14 2) + e 

JU 0 
7 2 

/ 

/ii-i M-l 
car e 2- + e ^4 2 ( 71 9 

= 2 cos  
[4 2 

2) a) Pour Q = —, z = i + 
3 

cos — + isin 
3 

71 

V 2 y y 

1 .y[3 1 .(' yf3] 1 .(2 + yf3 
— h 1 — Z H h l  — h l 

2 2 2 
1 + - 

v 

- V f 2 +a/3 T l + 4 + 4yf3 + 3 Is + 4a/3 
= 2 V 4 4 

2 

V2+V3. 

V 

b) 
2 + 2(2 + V3) 4 + 2^3 i + 2V3 + (V3)2 (i + V3)2 

2 2 

D ' après l)b) z = 2 cos 
y A / n n 

71 71 ' l'-+- 

4 6 

2 

4 6- = 2 cos 
r - \ ,-5k 

TT I  ;L i2 

Vi2y 

Or— e 0,- f =^> cos — 
r O 

> 0 donc \z\ = 2 cos — 
12 _ 2 Uy ' ' U2j 

V2 + V3 
i + V3)^ 

Alors cos 
vi2y 

i 

2^1 

(^V^)2 _ J + V3 _V2(i + V3)_^ + ^ 

3) a) 
Aff(AM) e*+i 

2 cos  
U 2 

2V2 

0^ 

4 4 

Aff(AB) 1 + i 

71 9 371 

'4 

371 

2 

42e 

4 2 4 ^4 

71 0' 

4 2, 

71 0 

~ 4 2 

Donc 42 cos  
14 2 

371 9 71 
 < < — 

2 4 

e est la forme exponentielle de 

71 9 

4 2 

A 
0 

Aff(AM) 

Aff(AB) 

b) AM et AB sont orthogonaux o ^4T(AMf imaginaire o — = — + /cti avec /c e Z. 
Aff(AB) ^ 2 2 

o 9 = 71 + 2/c7i a^ec /c e Z. o 9 = 71 car 9 
71 371 

2' 2 
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