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Exercice 1
. . .. X
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =2 - ————.
JXx? +2
1)a) Vérifier que lim f(x) =1 et |iI‘I‘l f(x)=3.
2

b) Montrer que f est dérivable sur R et que pour tout réel x, f'(x) =-

(x2+2)x2+2
c) Drésser le tableau de variation de f.

. . 1

d) Montrer que pour tout réel x, |f'(x)| Sf'

2) Montrer que I' équation f(x) = x admet, dans R, une seule solution o et que
1,3 <a <1,4.(On pourra considérer la fonction g : x > f(x) - x)

3) Soit (u,) la suite réelle définie par :u, =1et ¥YneN,u, , = f(u,).
a) Montrer que pour tout entier naturel p, u, <a< u

2p — 2p+1”

b) Etudier, suivant la parité de n, le signe de u,,, —u,.
c) La suite (u, ) est —elle monotone?

. 1
d) Montrer que pour tout entier naturel n, |u,,, —a| < —2|un —al.

5
e) En déduire que pour tout entier naturel n, |u, —a| < (%} [1-0f.

f) Montrer alors que la suite (u,) est convergente et préciser sa limite.

Exercice 2

La courbe C ci —dessous est la représentation graphique d’ une fonction f, définie
sur R\ {1}, dans un plan rapporté a un repére orthonormé.

La droite D d’équation y = —x + 2 est une asymptote a la courbe C au voisinage de + oo.
La droite A d’équation y =1est une asymptote a la courbe C au voisinage de — oo.
La droite & d’équation x =1 est une asymptote verticale a la courbe C.

1) Déterminer :

a) lim £(x): lim f(x): limf(x): fim ——= - im 1) . iy 1)

X —>+00 X ——00 x—1 x—>+oo f (X) +X -2 x—>0" X x—0t X

b) f'(-2) et f'(3).

c) f([-3.-1]); f(Joo1]) et fof ([3,+00[).
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2) Sachant que f'(-3) =1et f'(2) =-3 déterminer (fof )(-3) et (fof )(2).

3) Drésser le tableau de variation de f.
IR e i iy i IIIIIIIIIIIIIIIT!EIIIIIII IIIIi!IIIIIIIIIIIIIIII I

|

ot

Ry

Exercice 3
Le plan complexe P est rapporté a un repére orthonormé direct (O,T, ])

C le cercle de centre le point | d'affixe 1 et passant par le point B d'affixe 2.
Soit (E) I'équation : z* -2z +1-e*’ =0 ou 6est un réel de I"intervalle [0, x[.
1) a) Sans résoudre I' équation (E), Montrer que si z est une solution de (E)
alors |z -1|=1.
b) En déduire que pour tout réel 6 € [0, [, les images des solutions de I' équation (E)
appartiennent au cercle C.
2) a) Résoudre I' équation (E).On notera z, et z, les solutions telles que Im(z,) >0
On considere, dans la suite, les points M et N d' affixes respectives z, et z,.
b) Montrer que [MN ]est un diamétre du cercle C.

(0-m
c) Donner la forme exponentielle de z, et vérifier que z, =2sin (g}e [ 2 ]

d) Montrer que le quadratere OMBN est un rectangle.
e) Déterminer en fonction de 61'aire du rectangle OMBN.
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CORRECTION DU DEVOIR

Exercice 1
a)lim f(x)=lim2-——2 __ —|im2 —;2 donc pour x >0 on aura
X —>+00 X —+00 2 X—>+00
X? |1+ = X[ 1+—
y ( 2] |1+
Iim f(x)=lm2-——=1lm2 - —=2-1=1.
- 1+_
\/ X? \
lim f(x)=Im2 -—=1m2 - ——— donc pour x <0 on aura
X —>—c0 X —>—00 B 1 2 X —>—c0 |X| 1+_
X +7 X2
lim f(x)=lim2-—2X __ —lim2+ —241=3
X ——00 X —>—00 2 X ——00
-X 1+7 1+X—2

b)La fonction x — 2 + x? est dérivable ( fonction polynome) et strictement positive
sur R donc la fonction x — /2 + x* est dérivable sur R.
En plus v2 + x? =0 pour tout réel x, il découle alors la dérivabilité de f sur R.

,Z/X
2/\/2+x (2+x%)-x> -2

2 +x?% -

vXxeR, f'(x)=- - . == . -
(«/2+x ) (2+x2)V2 +x2  (2+%x2)V2 +x
c) X —00 +00
f'(x) -
3

f(x) \

d) WX eR, x220=2+x222 et v2 +Xx? 22 =(2 +%x?)y2 +x? =22 ce qui donne
0 <(2+X2)1WS 2\1/5 donc O <(2+X2)2 > < \/1§ou encore |f'(x)|s%.
2) Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = f(x) -
{g est continue sur R et en particulier sur [1,3;1,4] N L' équation g(x) =0 admet au
g(1,3) xg(1,4) =0,023 x(-0,103) <0 moins une solution a € J1,3;1,4
En plus g est dérivable sur Ret WX e R,g'(x) =f'(x)-1<0 (Car f' <0 sur R)
Donc g est strictement décroissante sur R et par suite o est ' unigue solution réelle de
I' équation g(x) =0. Il en est de méme pour f(x)=xcar g(x) =0 et f(x) =x sont deux
équations équivalentes et donc ont méme ensemble de solutions.

1
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<a<u

3) a) Montrons a I'aide d' un raisonnement par récurrence que Vp e N, u,, <

2p+l*
Initialisation: Pour p=0onau, =1<1,3 <o or f décroissante donc
f(uy) =u, =2 f(a) =aet finalementona:u, <a<u,.

Hérédite : Soit p € N, supposons que u,, <a <u,_, et montrons que U, .,  <a <U, .1,

ou encore U, , <o <U, ;.

f est décroissante sur Retu, <a<u, , = f(u,,)>f(a)>f(u,,,,)ouencore

2p =
Uyp,g 202U, , etaussi pour la méme raison f(u,, ;) < f(a) <f(u,,.,)
c'estadire u,,,<a<u, .. D'ouleresultat.

b) Sin est pair alorsn =2p, peNdoncu,,,-u, =u, ,-Uu, >0d'apres a).
Sinestimpair alorsn=2p+1, peNdoncu,,, -u, =U,,,-U,,, <0 car
Uppip =Uppyy SaBLU,, 20

c) Pour tout entier naturel n,u,,, -u, etu,,, —u,,, sont de signes contraires car n et

n +1sont de parités différentes donc u, , —u, ne garde pas un signe constant
D'ou la suite (u, ) n'est pas monotone.

d) f dérivable sur R et pour tout réel x on a |f '(x)| <—=donc d'apres |'inegalité

2

— | ou encore |u

n+l

des accroissements finis |f(un) - f(a - a| <

(o) < \/—|U \/_|u q

car f(u,) = et f(a)=

n+l
0

0
1 1
e) Initialisation: Pour n=0ona|u, —a/|<|—| l-a|lcaru, =1 et| — | =1.
) |up — ( 5} 1L~ ofcar u, ( 5)

s o 1)
Hérédité : Soit n € N, supposons que |u, —af < (f) [1- o| et montrons que

1 n+l
Uy — o] < (ﬁ) 1-d.

1) .
Onalu, -af< (ﬁ} [1- o|et on sait que |u,,,, —d| < = |u al

n n+l
donc on obtient |u,,, — | < %|un N E %(%} [L-of= [%} [L-q.

La suite (u, — a) est convergente et
limu, —a=0et puisque u, =(u, —a) +a

) n—+oo

Alors la suite (u,,) est convergente et

. 1 1
JLrpw(f) [L1-0o|=0car ﬁe]_l’l[ lim u, =

n—+oo

Exercice 2
1)a)lim f(x)=Ilim(-x+2)=-c0 car D:y =-Xx+2 est une asymptote a C au V( + oo).

X —>+00

“lim f(x) =1 car A:y =1est une asymptote a la courbe C auV( - o).

X —>—0c0
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“+En observant la courbe C autour de |I'asymptote verticale 9§, si M(x, f(x)) €C

et si x >1lalorsy — +oodonc lim f(x) =lim f(x) =+ood"'ou lim f(X) = +oco.

x—1" x—1" x—1
D :y =-X+2 est une asymptote a C auV( + o) et pour x >1la courbe C est au
. - 1
dessus de D donc lim f(x)+x-2=0"d'o0 Ilim ———=
X =400 x»+oof(x)_|_x_2

“+La courbe C admet, a gauche (resp. a droite), au point d'abscisse O une demi
tan gente horizontale (resp. de coefficient directeur 1) donc f est dérivable & gauche
(resp.adroite) en O et f' (0) =0 (resp. f',(0) =1), ce que I'on peut traduire par

lim 1) =HO) _ ¢ () (resp_ lim 1) =f(0) _ 'd(O)}-
x—0"~ X -0 x—0" X -0
f(x)

. i . f(x .
Ce qui donne finalement lim (%) =0 et lim
x=0" X x—0" X
3

b) £(-2)=0 et f'(3)=-—.

c) f([-3.-1])=[1.4] : f(Joo.1])=[0,+o0[
f ([3,+00[) = ]-0,0] et f(]-0,0])=[0,4] donc fof ([3,+o0[)=[0,4].

2) (fof )(-=3) = f'(-3) x f'(f(-3)) =1x f'(3) :—g.

=1.

(fof )(2) = £'(2) x f'(f(2)) = -3 x f'(2) =(-3)2 =9.

3) X —00 -2 0 1 +o0
f'(x) + 0 - JIE +
4 +o0o || 400
f(x) / \ / \
1 0 —o0
Exercice 3

1) a) z solution de (E) & z* -2z +1-e*° =0 < (z -1)* =e*"’ donc |z -1|=1.
b) Soit M un point du plan d'affixe z.
z solution de (E) < |z -1 =1< IM =1=IB < M appartent au cercle C.
2)a) A =4 -4(1-e?) =4e?"° =(2e'?) donc les solutions de sont :

2+2e" . . : .
€ _1+e® =1+cos0+isind=z, car sind>0 pour tout réel 0e0,n[.

2 -2e"
2
Autrement : (z -1)> - (')’ =0 & (z -1-e")(z-1+e") =0 & ....
b) On sait dejad'aprésl)a) que M e C et N € C.

=1-e".

Z, =
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En plus Zw P2y

0 0 0 0
) i—( -i— i— 0 i— .
c)z,=1+e"=e?2 [e 2 +e 21 =2c0Ss (E)e 2 c'est la forme exponentielle de z,

car cos(g) >0 car E IS }O,EI:.
2 2

2 42 L iz L] (o
z,=1-e"=e? (e 2 -e 21:—2isin (g)e 2 =2sin (gJe 26 2 = 2sin [g}e [ z ]

N

Aff(OM) =z, et Aff(NB)=2-(1-e")=1+e" =z, donc OM =NB
d .
) %=%el&car ee]O,n[:lm(zl)=sine¢0 donc O,B et M non alignés

Donc OMBN est un parallélogramme.

En plus [MN ]est un diamétre de C et O € C donc MON est un angle droit
D'ou OMBN est un rectangle.

e) L'aire de OMBN =OM xON =|z,||z,| =2cos (g} x 2sin (g} = 2sino.
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