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Exercice 1 (12 points)

Soit f la fonction définie par f(x)=~x" -4 - x.

On note € sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormé

(0.1.J).
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v

1) Montrer que f est définie sur le domaine D = ]-oo0,-2]u[2,+o0[.

2) a) Etudier la dérivabilité de f a gauche en — 2 et a droite en 2 et interpréter

les résultats trouvés.

b) Montrer que f est dérivable sur ]—oo, iy ]2, +oo[

et‘v’xe]—oo,—Z[u]Q,+oo[, f'(x):x_ .

x° -4

4

x° -4 _\/x2—4(x+x/x2—4)'

c) Montrer que X E)Too f(x) =0 et interpréter graphiquement ce résultat.

d) Dresser le tableau de variation de f.

3) a)Montrer que la droite A d'équation y = -2x est une asymptote a la courbe €

au voisinage de — co.
b) Tracer A et €.

4) Soient M(x,y) et N(a,b) deux points du plan.

On note €' le symétrique de la courbe € par rapport a O et I la courbe d'équation

y’ +2xy+4=0.

a) Montrer que M et N sont symétriques par rapport a O
si et seulement si a=-xetb=-y.

b) Montrer que M e ¢'< xeDety=-x-x" - 4.

c) Montrer que ' =6 U %'

d) Tracer I" dans le meme repére que €.

5) Soient le vecteur u=i- 23’ et M un point du plan .

On désigne par (x,y) les coordonnées de M dans le repére (O,f,j) et par (X,Y) ses

coordonnées dans le repére (O, u, i).

a) Déterminer x et y en fonctionde X etY.

b) En déduire une équation cartésienne de I dans le repére (O, u, f).
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Exercice 2 (8 points)

- —

L'espace est rapporté a un repére orthonormé (O,f, i k )

On considere les points A(l,-1,4) et B(-1, 0, 2) et le plan P d'équation cartésienne
xX+y-z+3=0.

On note € le cercle, du plan P, de centre B et de rayon J13 et S la sphere contenant
% et passant par le point A.

Partie I

On note I(a,b,c) le centre de S
1) Vérifier que A¢ P et Be P.
2) a) Montrer que IA® - IB° = 13.
b) En déduire que 2a -b+ 2c = 0.
3) a) Donner une représentation parameétrique de la droite A perpendiculaire au
plan P en B.

b) Montrer que I admet pour coordonnées (1, 2, 0).

4) Donner une équation cartésienne de la sphere S.
Partie IT

Pour tout réel m, on considere l'ensemble S des points M(x, y, z) tels que :

xX’+y’ +2z° - 2mx-4my+ 5m°-5)=0.

1) Montrer que pour tout réel m, S, est une sphere dont on précisera le centre I
etlerayon R,.

2) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles S, passe par A.

3) Déterminer l'ensemble des points I, quand m décrit R.

4) Discuter, suivant le parameétre réel m, la position relative de S, et P.

5) Déterminer la valeur de m pour laquelle S, coupe P suivant un grand cercle.
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Exercice 1
1)f(x):\/m—x X —o0 2 2 +o0

' , x? -4 + 0 - 0 +
f(x)existe < x* -4>0

D'aprés le tableau de signe de x* -4 ona D = |-o0,-2]u[2,+o0

[L2 4 2 4
2)a) tim L) =I(E2)  yp NP2 x=2 g N2 -4
x—-27 X+ 2 x—-2" x+2 x>-2- XxX+2 x%2(x+2)\/x -4
x-2
llm( )M—l—l x-2 -]l=-00

Donc f n'est pas dérivable a gauche en - 2 et sa courbe € admet au point
d'abscisse - 2 une demi tangente verticale.
llmf(x)—f(Q)_ . NX*-4- x+2 . NxX® - (x 2) x° -4

lim = lim = lim
x—>2* X - x—2" x—>2* -2t x -2

~lim X4 — - 1= lim /X/f(x+2) i 2
x—2" (x - 2)‘/)6 _ x—2 M‘/x _ x>2" \x2 _ 4

Donc f n'est pas dérivable a droite en 2 et sa courbe € admet au point
d'abscisse 2 une demi tangente verticale.

-1

—1=+00

b) La fonction x — x° — 4 est dérivable et strictement positive sur chacun des
intervalles |-o0,-2[ et |2,+o0[ donc la fonction x Jx? — 4 est dérivable sur
Jroo,-2[ U ]2, +o0[ et par suite f est dérivable sur J-oo,-2[ u ]2,+o0[.
f,(x):L_I:L_sz—\/H: x> —(x*-4)

2Jx? -4 Jx2 -4 x> -4 Jx? -4 (x x? -4 )

4
V4 (xal 4
(x° -4)-x> . -4

c) llm f(x)— lim = lim —=0

e x2 _44x X — 41 x
= (O,f) est une asymptote a la courbe € au voisinage de + co.
x—-~x* -4 4
d) f'(x)=—————<0 pour x<-2et f'(x)=
Vx© -4 \/x2—4(x+\/x2—4)

>0 pour x > 2.

o0 -2 2 —
e | +
+00 0
fla | T % , _—
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/—4—/
3)a) lim f(x)-(-2x)= lim f(x)+2x=lim~x’ -4 +x=lim Z———2—=0
X—>—00 X—>-00 X—-00 X—=00 m_x

Donc la droite A : y = -2x est une asymptote a la courbe € au voisinage de — oo

b) Voir figure ci-dessous.

x+a y+b

=0 et 0

4) a) M et N symétriques par rapport a O <O =M * N <

<o x+a=0ety+b=0&a=-xetb=-y.
b)Me¥€' =S,(¢)<= M=S,(N)avec Ne ¢ <acDetb= f(a)aveca=-xetb=-y

< x € D (D symetrique par rapport a 0) ety:—f(—x)z—x—\/m
c)Mel' ©MebFouMe¥b < xeDety=f(x) ouyz—x—\/m

o xeDety+x=vx?-4douy+x=-Ax2-4 o (y+xP=x>-4cy’+2xy+4=0.
d) Voir figure
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5)a)OM = Xu+Yi=X(i-2j)+Yio xi+yj=(X+Y)i-2Xj o x=X+Y et y=-2X.
b)MeT' oy’ +2xy+4=0< (-2X)°+2(X+Y)(-2X)+4=0

S 4X° -4X° -4XY +4=0< XY =1(I" est une hyperbole)
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Exercice 2
Partie I
1)A(1,-1,4) et B(-1,0,2). 1-1-4+3=-1>0et-1+0-2+3=0=A¢PetBeP.
2)a) PnS(I,R)=%€(B,N13) =13 = \|R® - (d(I,P))? =\IA? - IB? car Ae S
Donc IA? -IB? =13.
b)IA> - IB° =13 (a-1+(b+1)>+(c-4)* —(a+1) -b° —(c-2)* =13

o a? -2a+1+ D2 +2b+1+2€ —8c+16-a% -2a-1"b2 3 +4c-4-13

< -4a+2b-4c+13=13<=-4a+2b-4c=0<-2a+b-2c=0< 2a-b+ 2c =0.

3)a) n=i+ j — k est un vecteur normal au plan P = n est un vecteur directeur de A

x=-1+a
=>A:\y=0a ,oeR
z=2-0

b) B est le projeté orthogonalde I sur P= (BI) L P= (IB)=A=1ecA
= ilexisteacRtga=-1+a,b=aetc=2-aetona2a-b+2c=0
=>-2420-0+4-20=0=>a=2cequidonnea=1,b=2etc=0
c)AeS=>R=IA=J9+16=5=S:(x-1)+(y-2)° +z° = 25.
Partie IT
1) xX°+y’ +2° - 2mx-4my + 5m°-5)=0. < (x° - 2mx) +(y° -4my)+z° +5m° -25=0
S(x-m)P-m’+(y-2m)° -4m° +z°+5m° -25=0< (x-m)’ +(y-2m)° +z° =25
Donc pour tout réel m, S, est une sphere de centre I, (m,2m,0) et de rayon 5.
2)AeSm<:>1+1+16—2m+4m+5(m2—5)=Oc>5m2+2m—7:0<:>m=10um:—7/5.
x= L'ensemble des points I quand m décrit R

3)1,.(xy,z)ouyy=22m,me R = |est la droite de vecteur directeur i+ 2}' passant
z=0 par le point O.

|m+2m+3|
4)d ‘=dflzgP)ei T UL /3 1.
) m (m ) \/§ |m+|

R°-d’=25-3(m+1)°=-3m"-6m+22=0

A =36 +4(-3)x 22 =300 = (10J3)? donc m’:#:—l+¥etm”:—l—£

3
m -0 m' m’ 400
R?-d °? - 0 + 0 -
Position de extérieurs sécants extérieurs
S, et P
Tangents Tangents

5)S,, coupe P suivant un grand cercle & I € P< d(I ,P)=0& m+1=0&m=-1.

Dhaouadi Nejib http://www.sigmaths.tk

5/5




