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Exercice 1

Soit f la fonction définie sur ]1 +oo[ par : f(x) =1+

NES —1'

1) a) Montrer que lim f(x) = +oo et lim f(x) = 2.
x—1" X—>+00

-1
b) Montrer que pour tout x € |1,+oo| , f'(x) = .
] [ (x* — INx® - 1

¢) Drésser le tableau de variation de f et verifier que f ( 2, 3]) o [2, 3] ‘

d) Montrer que pour tout x € [2 3

/ <=
f(x)) \/§

2) Montrer que l' équation f(x) = x admet une unique solution a et que a € ]2, 3[.

3) a) Montrer que f réalise une bijection de ]1, +oo[ sur un intervale J que 1’ on précisera.
x>1
x? - 2x

4) Soit La suite (u, ) définie sur N par :u, = 2 et pourtoutne N, u, , = f(u,).
a) Montrer que pourtoutn e N, 2 <u_ < 3.

b) Montrer que pour tout x € J, f'(x) =

u,, - < \/_|u ~d.
a| S(ﬁ] |u0—a|.

d) Montrer que (u, ) est convergente et donner sa limite.

Exercice 2

Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormé (O, i, })

Pour tout nombre complexe z, on pose f(z) =2z" —2(1+i)z+ 5 + 2i.
On désigne par € le cercle de centre le point I d'affixe 1+1 et de rayon J5.
1) a) Soit z € C, verifier que f(z) = (z -(1+ i))2 + 5 et déduire que si z est une solution
de l' équation f(z) = 0 alors son image M < ¥.
b) Résoudre, dans C, 1’ équation f(z) = 0
On note z, et z, les solutions tels que Im(z,) < 0.
2) a) Verifier que le cercle € passe par le point J d'affixe — i.

b) Tracer € et placer les points A et B d'affixes respectives z, et z, .
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LYCEE DE SBEITLA Devoir de synthése n°1 4ScExp
3) Pour tout réel 6 € [0, x[, on pose f,(z) = z° - 2(1+ 1)z + 2i - 5.

a) Résoudre, dans C, l' équation f,(z) = 0. On note A, et B, les images des solutions

b) Montrer que les points A, et B, sont diametralement opposés sur le cercle €.
c) Déterminer le réel 6 pour lequel OA, = OB,

Exercice 3

Soit ABCDEFGH un parallélépipede rectangle tel que AB = 2AD = 2AE = 2.
I et J les milieux respectifs des segments [AB] et [BC].
K et L les centres respectifs des faces CDHG et ADHE.

On suppose que le repere orthonormé (A, Al, AD, AE) est direct.

1) Déterminer les coordonnées des points I, J, K et L.

2) a) Montrer que les points I, J, K et L sont coplanaires et que IJKL est un
parallélogramme .

b) Calculer l'aire du parallélogramme IJKL .

3) a) Donner les composantes du vecteur IJ A IK
b) Verifier que x — 2y + 4z — 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (IJK ).
4) Soit A la perpendiculaire au plan (IJK) passant par A.
a) Donner une représentation paramétrique de A.
g : 1 -2 4
b) Verifier que A coupe le plan (IJK) au point P 22 27
5) Calculer & l' aide de deux methodes le volume du pyramide AIJKL.

JATHS
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Correction du devoir de synthése n’'t 4ScExp 2017

Exercice 1

lim 1+ =2

X—>+o0

l)a)lirg f(x) =400, lim f(x) =

Zx

£
AJ1-%

2 -1 - x
b)f/(x): ,Z\/x2—1: /—1—)({
x’ -1 (2% - IN® - 1
-1
NN
X 1 +00
fi(x) _
+00
f(x) \
2

f continue et strictement décroissante

donc f ([2,3]) = [f(3), f(2)] = [1 + 1+ %]
1+5%=2,06 et 1+% =2,15doncf([2,3]) < [2,3]
d2<xod<r’o3<®-1aJ3<V?-1

5 1 1
33 < (Va2 - 1 0 < <
“ ( * ) “ (x> -I\Nx2 -1 33

0 <|fla)<—=

33
2)Posons g(x) = f(x) —x. f(x)=x< g(x)=0
g est continue et sur [2,3]et g(2)g(3) = -0,14 < 0
Doncl' équation g(x) = 0 (ou f(x) = x) admet une
solution a € ]2, 3[. En plus g est dérivable sur |1, +oo
et g'(x)=f"(x)—-1< 0donc g est strictement
deécroissante sur |1,+oo[ d'oul'unicité de a ds |1, +oo|
3)a) f est continue et strictement déecroissante sur
|1, +oo[ donc ¢’ est une bijection de |1, +oo| sur
l'intervalle J = f (]1, +oo[) = 12, +o0[ (voir T.V de f)
b) Pour tout x € |2, +oo et tout y e |1, +oo|

y=flx) ofly=x o1+ —2 =x
2
NEa |
2
o2 —x-lo 2y =(x-1)°
y? -1 y -1

oy =y (x-1-(x-1)° < y*(x*- 2x) = (x - 1)

- s (x-1)7 o x-1
YT o Jx® - 2x

4)a)Pourn =0onau, =2 € [2,3]

Soit n € N, supposons queu, € [2, 3] et montrons que
u,, €[2,3]. Onaf([2,3])<[2.3] etu,, = f(u,)
donc u, €[2,3]=>u,,, €[2,3].

b) f dérivable sur[2,3]et Vx € [2,3].|f ’(x)| < Sl

Donc d ' apresl'inégalité des accroissements finis

et puisque u, et a appartiennent a[2,3]ona :
|f(u,) - fla) < 5=

u, - a| car f(a) = a.

u, —a|

1
ou encore U, — a| S/

¢) Pourn = 0ona:lu, - o < (ﬁ)o lu, - o vrai

Soit n € N, supposons que |un - a| < (ﬁ)n |u0 - a|

n+l
- L 4
et montrons que |um1 a| < (gﬁ) u, a|.

7 n
un—a| et |un—a|S(m) |uo—a|

n+l

R

n+l1

Donc |un+1 - a| < (ﬁ) U, a|.

Yn e N,

u, - a| < (ﬁ)n |u0 - a|

lim (ﬁ)n luy 0] = 0 car S1= e ]-1,1]

Donc la suite (u, — a) converge vers 0 ou encore (u, )

d)

convergeversa car u, =(u, —a)+a.

Exercice 2

Da)f(z)=2"-2(1+i)z+2i+5
=2 - 2(1+i)z+(1+i)’+5
=(z-(1+1)) +5.
f(2)=05 (z-(1+D)) =5=|z-(1+i) =5
ou encore IM = /5 ce quidonnez € €.
2
b)A = 4(1+i) - 4(2i+5) = 8i - 8 - 20 = (2i/5)

Donc

222(1”)2—2;«/3:1”_”5

:ZI

, o 2dviw2is e
2
2)a)J =|-i-1-i=]1-2]=56=>Jc¢%.

@ est alors le cercle de centre I passant par J.

ou = z,.

b) Pour construire les points A et B, il suffit de

remarquer que Re(z,) = Re(z,) = 1 ce qui permet
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d'affirmer que{A, B} = € n D ou D la droite : x = 1.
3)a) O e|0,x]etf(z)=2" -2(1+1)z+2i - 5™
A= 4(1+0) - 4(2i - 507) = (245" .

Les solutions:z' = 1+i-~/6e” etz" =1+i+/5¢"

d 'images respectives A, et B,.

b)IA, =|z'- (1+i)|=|-V5e" | =56 = A, € @.
IB, = |2"- (1+i) = NBe" | =5 = B, ¢ %.
A, B, = |z~ 2| =|2Be”| = 245,

D' apres ce qui précede on peut conclure que A, et B,
sont diametralement opposés sur le cercle €.
¢)OA, = 0B, < |z =|z’|
& (1-+/5c0s0)® +(1-5sin6)?

= (1++5 cos0)* + (1+5sin6)’
& 1-25cos0+5cos” 0+ 1- 25 sin6 +5sin” 0

=1+2J5cos0+5cos>0+1+25sin0+5sin” 0

& cosf +sinf = 0 < cos O = sin(-0) = cos (5 + 0)
S 0=2+0+2knr ould =-%-0+2kz aveck € Z

©20=-5+2kr o 0=-%2+kr = 0=2¢c[0,1].

Exercice 3

s L

A e PR, I <! £ B
1) (O, OI,0D, @) est un repere orthonormé direct

A(0,0,0);1(1,0,0); B(2,0,0); D(0,1,0); E(0,0,1)
C(2,1,0)et H(0,1,1)

J:B*C:J(zé,oJ. K=C*H:>K(1,1,éJ

L:A*H:L(O,l i)

2’2
1 0 1
2| 1|; IK|1|; IL| L
o) ) s
det(IJ,ﬁ,IL):f %‘—é? _Ilzé_é_éé
2 2 2 2

Donc les points I, dJ, K et L sont coplanaires.

~

LK donc IJ = LK.

QO v~

En plus K ¢ (ABC)donc 1,d, K ne sont pas alignés
ce qui prouve que IJKL est un paralléelogramme.

N~
|
~

I~

b)IJ A IL =

O o~

Uaire de IJKL : A = [T A TL| = [F+5+1 = g
7
3)a) IJ AIL = | -1 |d "' apres 2)b)
1
b)41J A IL est un vecteur normal au plan (IJK)
Donc une équationde (IJK Jest : x - 2y +4z+d =0
OrlI(1,0,0) e (IJK)doncl+d =0 < d = -1
Alorsx — 2y + 4z — 1 = 0 est une équation de (IJK ).
4) a) La droite A\ est perpendiculaire au plan (IJK)
et passe par A.
A 1 (IJK) = tout vecteur normal au plan (IJK ) est

un vecteur directeur de A.

x=a
Donc A :yy=-2a ; a € R
z=4a
xX=a
y =2«
b)P(x,y,2) e An(IJK) &
z =4a

x-2y+4z-1=0

a+4do+16a-1=0<a=% (1 -2 4
& = P|=,=,—
x=4%ety=%etz==% 21 21 21
C)VzleAPzi—m_m:i.
3 3 4 21 12
1 2 1
1 S ——
ouencoreV:E‘det(AI,AJ,AK)‘:50 11
00 1
(1) 11 1
== =——=— cqgfd
3[0 g] 34 12 at
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