Continuité

Cours élaboré par le prof: Chouihi



|. Préliminaire

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Activité N°1

Résoudre dans R chacune des inéquations
suivantes:

a) [x-1|<?2

b) O<|x-1]|<?2

C) Xx—a|<a (aréeletoa >0)

dO<[x—a|<a(aréeleta >0)

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Commentaires

On a ainsi prouvé les équivalences:
e X—-a|<a & xel=]a-a,a+qf
e O<|x-a|<a < xelJ=]a-oa,a+al[\{a}
= la-a, a[uU]a, ata
Vocabulaire:
« | est un intervalle ouvert de centre a, il est aussi
appelé intervalle ouvert centré en a.
* J est appelé intervalle épointé de centre a.
« | et Jsont des voisinages de a.

i
()

a-0o a q+ a q-0
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Activité N°2 page 22

> 3
Le plan est muni d’un repere orthonorme (O , 1, J). .
1. Représenter sur I’axe des ordonnées 1'ensemble des réels y tels que ‘y—Z‘ <—.

2
2. Représenter sur I'axe des abscisses ['ensemble des réels x tels que ‘x + l‘ <0.2.

3. En déduire I'ensemble des points M(X, y) du plan tels que

x+1/<0.2,

1
<= .
L‘y ‘<2
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II. Continuitée en un reéel
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Activité N°3

Sur le graphique ci-dessous on a représenté
graphiquement une fonction f définie sur [-3,7], par lecture
graphique:

1)
2)
3)
4)

9)

f est elle continue en 2? Pourquoi?

f est elle continue en 1? Pourquoi?

Déterminer les intervalles sur les quels f est continue.
Pour chaque valeur de B déterminer un réel strictement
nositif o tel que si [x — 2| < a alors [f(X) —f(2) | < B
3=1;=04; B=0,2
Existe-t-il un réel
strictement positif o

tel que pour tout x
vérifiant x — 1| < a

on a [f(x) — f(1)| < 0.4 ?

é par le pro




Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et ael.

On dit que f est continue en a si et seulement si

pour tout réel B > 0, il existe un réel o > 0 tel que

Si (x el et |x —a| < a ) alors [f(x) - f(a)| < B

f continue en a

N.B: si f n’est pas continue en a

Alors elle est dite discontinue en a.
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Application

En utilisant la définition, montrer que f est
continue en a:

1) f(x)=3x+7 , a=2

2) f(x)=-2x+1 , a=3
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Théoreme (admis)

Toute fonction constante est continue en tout reel a.
La fonction X — X est continue en tout réel a.
Toute fonction linéaire est continue en tout réel a.
Toute fonction affine est continue en tout réel a.

La fonction: x —x? est continue en tout réel a.

- 1 - 1 4
L a fonction: x » = est continue en tout réel non nul a.

X
La fonction: x— +/x est continue en tout réel strictement

positif a.
Toute fonction polynome est continue en tout réel.
Toute fonction rationnelle est continue en tout réel ou elle

est définie.
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Activite N°2 page 24

Dans chacun des cas suivants, justifier la continuité de la fonction f en a.

[. fix)==2x"+4x"=1 : a=0.

l _
2 f(x) =X =3 +2x 1 +— : a=v2.

100
1
[. f(x)= . a=13.
) -2x +1
3
-1
2. f(x)= X, 5 a=1.
(—x"+3)
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III. Continuité a gauche —

Continuité a droite

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme
[a, ath[ (h > 0).

On dit que f est continue a droite en a si et seulement si

pour tout réel B > 0, il existe un réel o > 0 tel que

Si (x e[a, ath[et0<x-a<a) alors [f(x) — f(@)| < B

f continue @ droite en a

fa)+f »

f(a) [
f(x) ¢

f(a)- B p
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Exemple: vérifier graphiquement que

La fonction: X — +/x est continue 2

droiteen 0
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Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme

lJa—h,a] (h>0).

On dit que f est continue a gauche en a si et seulement si

pour tout réel B > 0, il existe un réel o > 0 tel que

Si(xel]a—-h,alet-a<x-a<0)alors|f(x)-f(a)| <P

Exemple: vérifier graphiquement gque la fonction: X

— y/—X est continue a gauche en 0.
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Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et
ael.

f est continue a droite en a

f est continueena < : .
f est continue a gauche en a

N.B:
La justification du théoréme découle immédiatement de

la définition.
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Application

On pose f(X) = |x2 - X|

Justifier la continuité de fen 1
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IV. Continuité sur un intervalle
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1) Définitions

e Soit a et b finis ou Infinis.

Une fonction définie sur un intervalle ]a, b[ est dite continue
sur ]a, b[ si elle est continue en tout réel de ]a, bJ.

e Soit a fini ou Infini et b un réel.

Une fonction définie sur un intervalle ]a, b] est dite continue
sur ]a, b] si elle est continue sur ]a, b[ et continue a gauche en b.
e Soit a un réel et b fini ou Infini.

Une fonction définie sur un intervalle [a, b[ est dite continue
sur [a, b[ si elle est continue sur ]a, b[ et continue a droite en a.
e Soit a et b deux réels.

Une fonction définie sur un intervalle [a, b] est dite continue
sur [a,b] si elle est continue sur ]a, b[, continue a droite en a et
continue a gauche en b.
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2) Conséquences

* Toute fonction polynome est continue sur IR.
 Toute fonction rationnelle est continue sur tout
intervalle contenu dans son domaine de définition.

« La fonction: x — +/x est continue sur [0, +oo[

) 1 )
« La fonction: x — — est continue sur chacun des

X

intervalles ]-o0,0[ et ]0,+oo]
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3) Theoreme

Soit u et v deux fonctions définies sur un intervalle 1.
Si u et v sont continues sur | alors les fonctionsu + v ; uv
; (U] ; ku (k réel) et u" (nelIN* ) sont continues sur |.

Exemples: justifier la continuité de f sur I

a) f(x):x2+3x+1_§ | =10, +oof
b) f(x) =vx(x3 + 5x) | = IR+

c) f(x) = (2yx + 1)* | = IR+

d) f(x) =35t 1= IR

x2+x+1
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4) Théoreme

 Siu etvsont deux fonctions continues sur un intervalle |
et tel que pour tout xel , v(x) # 0

- 1 u ]
Alors les fonctions = et = sont continues sur |.

« Sl U est une fonction continue et positive sur un intervalle
| alors la fonction +/u est continue sur 1.

Exemples: Déterminer les intervalles sur les quels f est
continue

1
x3-3x2+4x-2

a) f(x) =

x3+7x%2-3x+2
2+/x+7

b) 1(x) =

c) f(x) =4 — x?
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V. Image d’un intervalle par une

fonction continue

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Dans chaque figure représenter graphiquement, si

c’est possible, une fonction f définie sur un

Intervalle [a, b] (a < b) et satisfaisant aux conditions

indiquées ci-contre ; préciser en plus f <[a, b]>.
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Figure N°1

+ A :'| + + + + + +
* L * f est continue sur [a, b]
+ L * f<[a,b]> est un intervalle
\ T . ... * Completer :
f<[a,b]>= ...
X
¥ & 1 ¢ —
g b
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Figure N°2

S
* S * f n’est pas continue
\ C e e e sur [a, b]
R T * f<[a,b]> est un intervalle
B e *ff?ambﬁftfr |
z ! ,
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Figure N°3

+ A :'| + + + + + +
; e e e e * f n’est pas continue

sur [a, b]

* f<[a,b]> n’est pas un
S intervalle
1 ; :
PR *— * Compléter :
y f<[ab]>= ...
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Figure N°4

' A Y * * * + + *

* L * f est continue sur [a, b]
* f<[a,b]> n’est pas un

Intervalle

+ 1 + + + * + * )

* Compléter :
= B 1 } } } > B . x}_ f<[a1b]> — ¢ oo
g h
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Théoréeme (admis)

L’image d’un intervalle par une fonction continue
est un intervalle

NB: La continuite est une condition suffisante et
non pas nécessaire! (figure N°2)

Contre exemple: Tt
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Théoréeme (admis)

L’ image d’un intervalle fermé par une fonction
continue est un intervalle fermé.

NB: L’image d’un intervalle ouvert par une
fonction continue n’est pas nécessairement ouvert!

Contre exemple:
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Théoreme des valeurs intermeédiaires

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a, b]
alors pour tout réel A, compris entre f(a) et f(b), il
existe, au moins cefa, b] tel que: f(c) = A
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NB: Le théoreme des valeurs intermediaires assure
I’existence de ¢ et non pas I’unicité!
|_unicite peut €tre assuree par la monotonie stricte

de f.

Am— f(a)
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Exercice N°1

Soit f une fonction continue sur [1, 4].

Montrer qu’il existe au moins un réel ce[1,4]
tel que I’on ait : 2f(1) + 3f(4) = 5f(c).
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Solution Soit f une fonction continue sur [1, 4].
Montrer qu’il existe au moins un réel ce[1,4]
tel que ’on ait : 2f(1) + 3f(4) = 5f(c).

- s d - {J(f)_,.sﬂ |
¥ oo (0
LA f(h) - e {1+ 3¢9 WIVE 3 (¢ :/ 1

S
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Corollaire

Soit f unefonction définie
surun intervalle[a, b:

f estcontinuesur|a, b]
f(@a)xf(b)<0
alors 1l existe, au moins,

Sl ¢

unréelc |a,b]
telque f(c) =0
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Exercice N°2

Soit f une fonction continue sur [1,2] et a

valeurs dans [3,6]
Montrer que 1’équation :f(x) = 3x admet au

moins une solution ae[1,2].
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] Soit f une fonction continue sur [1,2] et a valeurs dans [3,6]
Exercice N°2 By que I’équation :f(x) = 3x admet au moins une solution
aell,2].

* pRets Cinl- ((r-3n , % cCAR ]

. {2.;" ceninus svs L4121 i --b?
(n e/ Yt —a3n f—(’“‘hﬁmwfe

Nela)=d()-A> e s g) € 03,6 ]
0 () 1) -6 So G () e(3,6

i‘f oF conb e S c1,2)

Clr)x'er) < o
- J coslt o rnad de[”‘ﬂ

c1,2d .

a-i.svs, d;f/e_‘s TN.T,
Cell Qs el«\z o .

“Clx) =0 e J(ﬁl’.‘: Y
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1) Montrer que I’équation: x3 + X —1 =0 admet dans
10,1] au moins une solution a.
2) Donner un encadrement d’amplitude 10 de o .
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Exercice N°4

Solent f et g deux fonctions continues sur
[a, b] tel que : f(a) = g(b) et f(b) = g(a)

Démontrer 1’existence d’un réel aela, b] tel

gue : f(a)=g(a).
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