Divisibilite dans IN

ours élaboré par le prof: Chouihi



Principe de récurrence

Activite

Soit U la suite réelle détinie par :

Pourtoutn € IN, U, =32272426n~1

On se propose de démontrer la propriété P, : « pour
tout neIN, U, est divisible par 11 »

a) Vérttier Py est vraie.

b) Soit n€IN, on suppose que P, est vraie, Montrer
que P, est vraie

¢) En déduire que P, est vraie pour tout neIN

Commentaire : Le procedure préceédant est appelé
raisonnement par récurrence.
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Cas general (principe de recurrence
Soit ng un entier naturel et P,, une propriete qui
dépend den. n>ng .
S1 les deux conditions suivantes sont véritiées :
e P estvrale.
e S1P, estvraie alors P, est vraie
Alors Py, est vraie pour tout n > ny .
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Exercice N° 1
1/ a) Montrer par récurrence que pour tout entier
naturel p, 2°? — 1 est un multiple de 7.
b) En déduire que 2°P*! — 2 est un multiple de 7 et
que 2°P™2 — 4 est un multiple de 7.
2/ Soit n un entier naturel, déterminer le reste de la
division euclidienne de I’entier 2% + 22" +2°% par 7
dans les deux cas suivants
a) nestun multiple de 3.
b) nn’est pas un multiple de 3.
3/ Le nombre 22009442009 482009 egt 1] divisible par7?
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Exercice N°2

Montrer que pour tout entier naturel n.

| =20+l | ~3n+l SRS
le nombre : 3x 5™ +2°"" est divisible

par 17.
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[E-xercice N° 3

11 11
) e Q& — N\ -2 N W
On pose S, = Z k= etS, = Z k
k=1 k=1
1) a) Calculer Sy, S2. S5 et Sy
b) Calculer S7;, 875, S’3et S'y4
2) Montrer par récurrence que
# nn+D2n+1)
Vn eIN* S =——— '
6
3) Montrer par récurrence que

. ni(n+1)”
Vn eIN*, S = n+)
,iI_
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I1I. Divisibilité dans IN
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1. Définition

Soit a et d deux entiers naturels tels que d# 0.

On dit que a est divisible par d s’il existe un

entier naturel k tel que a=k .d
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Propriétes

Pour tous entiers naturels a, b et c tels que a et b soient non
nuls

1. 1divise aetadivise a.

2. Stadivise b et b divise aalorsa=Db.

3. Siadivise b et b divise c alors a divise c.

Soit a et b deux entiers naturels et ¢ un entier naturel non nul.

4. Sicdiviseaetbalorscdivisea+beta-bet aa+ pb,
pour tous entiers (o ,p )

5. Sicdivise a et ne divise pas b alors ¢ ne divise pas a + b.

Justifier ces propriétés
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Applications

1) Trouver n dans IN pour que (n+8) soit divisible par n et
(3n+24) soit divisible par n — 4.

2) Solent x et y des entiers.
Montrer que 2x + 3y est divisible par 7 si et seulement si
5Xx + 4y Pest.

3) Soit x =8n + 3 ety =5n+ 2, ou n est un entier naturel.
Montrer que X et y sont premiers entre eux.

4) Démontrer que si un entier abc est divisible par 27 alors
I'entier abc — bca est divisible par 27.
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2. PGCD

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Le plus
grand commun diviseur de a et b est I’entier d,
noté a A b et tel que:

eddiviseaeth

 tout diviseur k de a et b est inférieur ou égal a d.
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Applications

1) Trouver une fraction d’entiers naturels telle que la
somme du numérateur et du dénominateur soit égale a

84 et que leur PGCD soit 7.

2) Montrer que pour tout entier naturel n, le nombre
21n+5

t irreé tibl
i3 es eductible

3)SoitA=2n-1etB=9n+4,nelN*
a) Montrer que AAB = AAl7
b) Déterminer les entiers n tel que AAB =17
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Théoréeme

Si r est le reste de la division
euclidienne de a par b, alors :

anb = bAr

Démontrer ce théoreme
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Propriétes

Soit a et b deux entiers naturels non nuls
 Si bdiviseaalors:aanb=>b
* Le plus grand commun diviseur de deux entiers naturels est le dernier
reste non nul de la suite des divisions euclidiennes dans I'algorithme
d'Euclide.
* I'ensemble des diviseurs de a est noté D,
* Si a est un diviseur de b, alors D, c Dy,
* On dit que a et b sont premiers entre eux si anb =1
* L'ensemble des diviseurs communs a a et b est I'ensemble des
diviseurs de leur pgcd.
* Si d est un diviseur commun deaet b, alorsd divise an b
* Pour tout entier naturel non nul k, (ka) A (kb) = k (an b).
* Soit a et b deux entiers naturelsnon nulset d=anb.
Les entiersa’ et b' telsquea =da' et b=d b’ sont premiers entre eux.
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1) a) A I’aide de I'algorithme d'Euclide,
déterminer le pged de 1128 et 503
b) Déterminer une solution particuliére de
I’équation dans IN?: 1128x — 508y =4
2) Déterminer une solution particuliére de
I’équation dans IN?: 1100x - 147y =1
3) Déterminer les couples (a,b) d’entiers naturels
‘a+b =208

anb=13

solution du systeme S:
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Lemme de Gauss

Soit a, b et c trois entiers naturels non nuls tel
gue a et b sont premiers entre eux.

1) Déterminer (ac)A(bc)

2) En déduire que si a divise bc alors a divise ¢

Lemme de Gauss:
a, b et c des entiers naturels non nuls.

4 - -

a divise bc o

4 alors a divise ¢
ka/\b=1
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Activite N°3 page 125

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

1. Montrer que si 4 divise ab et si a est impair
alors 4 divise b.

2. Montrer que si 16 divise ab et si a est impair
alors 16 divise b.
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Activité N°4 page 135

1. Déterminer tous les entiers naturels a et b tels
que 3(a—2) =2(b - 3).

2. Déterminer tous les entiers naturels a et b tels
que 5a = 3(b + 10).

3. Déterminer tous les entiers naturels a et b tels
que 22(a—1) = 26(b - 3).

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Activite N°6 page 135

Soit a un entier naturel.
1. Montrer que a(a + 1)(a + 2) est divisible par 6.
2. Montrer que a(7a + 1)(2a + 1) est divisible par 6.
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Exercice

a. Déterminer tous les entiers naturels x et y tels
gue : 3(x -5) =5(y - 3).
b. Déterminer tous les entiers naturels x ety
tels que : 2x = 3(y + 10).
c. Déterminer tous les entiers naturels x ety
tels que : 42(x - 1) = 54(y - 3).
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3. PPCM

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Le plus
petit commun multiple a a et b est I'entier
naturel non nul m tel que

‘'m est un multiple de a et b
toutmultiplenonnuldeaetb est supeérieurouegalam

Onnotealorsm=avhb
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Activite N°3 page 136

Un phare émet deux signaux différents entre
minuit et six heures du matin un signal rouge
toutes les 25 secondes et un signal jaune toutes les
2 minutes.

Ces deux feux sont émis simultanément a minuit.
A quelles heures y aura-t-il simultanément un feu
rouge et un feu jaune ?
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Propriétes

Soit a et b deux entiers naturels non nuls
» Sibdiviseaalorsavb=a
» Pour tout entier naturel non nul k,
(k a)v(k b) = k(a v b)
» (anb)x(avb) =ab
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Exercice

Résoudre les systemes suivants, sachant que a et
b sont des entiers naturels.

ab =168 ‘a+ b=15
a) - b) -
avb=24 avb=18
‘a+b=56
c) savhb=105
a<b

.
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V. Les nombres premiers
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1. Définition

Un entier naturel p= 2 est dit premier si ses

seuls diviseurs dans IN sont 1 et lul-méme.

NB: On convient que 1 n'est pas un nombre
premier.

Un entier naturel qui n’est pas premier est dit
compose.
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Application N°1

Soit n un entier naturel.

1. Factoriser 5n% — 9n.

2. Pour quelle(s) valeur(s) de n, I’entier 5n% — 9n
est-1l premier ?
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Application N°2

1/ Soit p un entier naturel non nul, montrer que I’un des entiers p, p+2, p+4 est divisible par 3.
2/ En déduire qu’il existe un unique triplet d’entiers naturels (p, p+2, p+4) tel que p, p+2, p+4

soient premiers. “
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Théoréme

* Sin est un entier naturel distinct de 1, alors le plus petit diviseur de n distinct de 1 est premier.
* Tout entier naturel différent de 1 admet au moins un diviseur premier.
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Soit n >1 un entier naturel compose. On designe par p le plus petit diviseur de n, distinct de 1.
Montrer que p? <n.

Dem: \ N m = e asp (avr pet bplus
e . *—?‘b . e“ C\ /? ej:"‘:(/ &jw -‘q."'\

—ten,
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Théoréeme

Un entier naturel n >1 est composé, si et seulement si, il admet un diviseur premier
inferieur ou égal a \/n .

Ainsi pour prouver qu’un nombre est premier, il suffit de vérifier qu’il n’est divisible par aucun
entier premier inferieur ou €gal a sa racine carrée.

Exemple: Vérifier que 2011 est premier.
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Théoreme d’Euclide

Il existe une infinité de nombres premiers.
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Activitée N°12 page 147

1. Vérifier que le 3°™¢ nombre premier est inférieura: 2 x 3 + 1.

2. Vérifier que le 4™ nombre premier est inferieura: 2 x3 x5+ 1.

3. Soit n un entier naturel non nul, on désigne par p, le n°™¢ nombre premier.
Montrer que: p, <p; Xps X ... X Py T 1.
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2. Décomposition en facteurs premiers

Théoreme
Pour tout entier naturel n > 2, 1ls existent des

nombres premiers, deux a deux distincts, p1, p2,...pk
et des entiers naturels non nuls ai, ay,...,ax tels que :
P1 < P2 <...<pketnsedecompose, d’une maniere
unique, sous la forme :

K
n=[]pf = p*xpy x...xpgt

=1
C'est la décomposition en facteurs premiers de n.
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Petit théoréeme de Fermat

Soit p un nombre premier et a un entier naturel.
p divise aP — a.

Corollaire

S ; p est premier

y alors p divise aPt -1
p ne divise pas a
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Application

1/ Montrer que pour tout neIN, n’ — n est divisible par 30.
2/ Montrer que pour tout neIN, n’” — n est divisible par 42.
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Conséquences

Si { p divise ab alors p divise a ou p divise b

p est premier
» Sl b est divisible par a alors tout nombre premier divisant a est

un diviseur de b.
» Solt a et b deux entiers naturels et p un nombre premier.
_ divise ab .
Si { P . alors p divise a
p ne divise pas b
> Sin=p;* xPy x..xP~ est la décomposition en facteurs premiers de n
alors le nombre de diviseurs naturels de n est N= ]___1[( 1+a;)
» Un entier naturel n est un carré parfait si et seulement si les

exposants des p, dans la décomposition en facteurs premiers de n
sont pairs.
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. / p est un nombre premier strictement supérieur a 3.
A&;— Montrer que p* + 11 est divisible par 12.
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X \ /. p est un nombre premier strictement supérieur a 3.
L 3 .

E"""——” _ AR 4 ¥ ace 0¥ <A | Montrer que p* + 11 est divisible par 12.
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Exercice N°7

Existe-t-il un entier naturel n tel que : 3" + 1600 est un carré parfait ?

<

s.,.,ﬂof‘SBanu. 'J EKJ&E Q.é'f‘\/ tc): 3’)4.1600 =0
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Exercice N°9
| Soit a_ IN*, Trouver les entiers naturels n tel que : n® + 3n? + a divise 4n*>+a . |
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