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III.  Divisibilité dans IN
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1. Définition

Soit a et d deux entiers naturels tels que d≠ 0.

On dit que a est divisible par d s’il existe un 

entier naturel k tel que  a = k .d
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Propriétés

Pour tous entiers naturels  a, b et c tels que a et b soient non 

nuls

1. 1 divise a et a divise a.

2. Si a divise b et b divise a alors a = b.

3. Si a divise b et b divise c alors a divise c.

Soit a et b deux entiers naturels et c un entier naturel non nul.                

4. Si c divise a et b alors c divise a + b et a - b et  αa + βb, 

pour tous entiers (α ,β )

5. Si c divise a et ne divise pas b alors c ne divise pas a + b.

Justifier ces propriétés
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Applications

1) Trouver n dans IN pour que (n+8) soit divisible par n et 

(3n+24) soit divisible par n − 4.

2) Soient x et y des entiers. 

Montrer que 2x + 3y est divisible par 7 si et seulement si 

5x + 4y l’est.

3) Soit x = 8n + 3 et y = 5n + 2, où n est un entier naturel.

Montrer que x et y sont premiers entre eux.

4) Démontrer que si un entier abc est divisible par 27 alors 

l'entier abc – bca est divisible par 27.
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2. PGCD

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Le plus 

grand commun diviseur de a et b est l’entier d, 

noté a  b et tel que:

• d divise a et b

• tout diviseur k de a et b est inférieur ou égal à d.
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Applications

1) Trouver une fraction d’entiers naturels telle que la 

somme du numérateur et du dénominateur soit égale à 

84 et que leur PGCD soit 7.

2) Montrer que pour tout entier naturel n, le nombre 
𝟐𝟏𝒏+𝟓

𝟏𝟒𝒏+𝟑
est irréductible

3) Soit A = 2n – 1 et B = 9n + 4 , nIN*

a) Montrer que AB = A17

b) Déterminer les entiers n tel que AB = 17
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Théorème

Si r est le reste de la division 

euclidienne de a par b, alors : 

a  b  =  b  r 

Démontrer ce théorème
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Propriétés

Soit a et b deux entiers naturels non nuls 
• Si b divise a alors : a b = b
• Le plus grand commun diviseur de deux entiers naturels est le dernier 
reste non nul de la suite  des divisions euclidiennes dans l'algorithme 
d'Euclide.
• l'ensemble des diviseurs de a est noté Da

• Si a est un diviseur de b, alors Da  Db.
• On dit que a et b sont premiers entre eux si        a  b  = 1.
• L'ensemble des diviseurs communs à a et b est l'ensemble des 
diviseurs de leur pgcd.
• Si d est un diviseur commun de a et b , alors d  divise  a b
• Pour tout entier naturel non nul k , (ka)  (k b) =  k (a b).
• Soit a et b deux entiers naturels non nuls et   d = a b .

Les entiers a' et b' tels que a = da' et b = d b' sont premiers entre eux. 
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Activité

1) a) A l’aide de l'algorithme d'Euclide, 

déterminer le pgcd de 1128 et 508

b) Déterminer  une solution particulière de

l’équation dans IN²:  1128x – 508y = 4

2) Déterminer  une solution particulière de 

l’équation dans IN²:  1100x – 147y = 1

3) Déterminer les couples (a,b) d’entiers naturels 

solution du système S: a b 208

a b 13
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Lemme de Gauss

Soit a, b et c trois entiers naturels non nuls tel

que a et b sont premiers entre eux.

1) Déterminer (ac)(bc)

2) En déduire que si a divise bc alors a divise c

Lemme de Gauss: 

a, b et c des entiers naturels non nuls.

a divise bc
alors a divise c

a b 1
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Activité N°3 page 125

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

1. Montrer que si 4 divise ab et si a est impair 

alors 4 divise b.

2. Montrer que si 16 divise ab et si a est impair 

alors 16 divise b.
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Activité N°4 page 135

1. Déterminer tous les entiers naturels a et b tels 

que 3(a – 2) = 2(b – 3).

2. Déterminer tous les entiers naturels a et b tels 

que 5a = 3(b + 10).

3. Déterminer tous les entiers naturels a et b tels 

que 22(a – 1) = 26(b – 3).
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Activité N°6 page 135

Soit a un entier naturel.

1. Montrer que a(a + 1)(a + 2) est divisible par 6.

2. Montrer que a(7a + 1)(2a + 1) est divisible par 6.
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Exercice

a. Déterminer tous les entiers naturels x et y tels 

que : 3(x - 5) = 5(y - 3).

b. Déterminer tous les entiers naturels x et y

tels que :  2x = 3(y + 10).

c. Déterminer tous les entiers naturels x et y 

tels que : 42(x - 1) = 54(y - 3).
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3. PPCM

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Le plus 

petit commun multiple à a et b est l'entier

naturel non nul m tel que

On note alors m = a  b

m est un multiple de a et b

tout multiplenonnuldeaet b est supérieurouégalàm
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Activité N°3 page 136

Un phare émet deux signaux différents entre 

minuit et six heures du matin un signal rouge

toutes les 25 secondes et un signal jaune toutes les 

2 minutes. 

Ces deux feux sont émis simultanément à minuit.

A quelles heures y aura-t-il simultanément un feu 

rouge et un feu jaune ?
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Propriétés

Soit a et b deux entiers naturels non nuls

 Si b divise a alors a  b = a  

 Pour tout entier naturel non nul  k ,

(k a)(k b) = k(a  b)

 (a  b) x (a  b)  = ab
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Exercice

Résoudre les systèmes suivants, sachant que a et 

b sont des entiers naturels.

ab 168 a + b=15
a) b) 

a b 24 a b=18

a + b 56

c) a b 105

a b
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IV.  Les nombres premiers
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1.  Définition

Un entier naturel p 2 est dit premier si ses 

seuls diviseurs dans IN sont 1 et lui-même.

NB: On convient que 1 n'est pas un nombre 

premier.

Un entier naturel qui n’est pas premier est dit 

composé.
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Application N°1

Soit n un entier naturel.

1. Factoriser 5n2 – 9n.

2. Pour quelle(s) valeur(s) de n, l’entier 5n2 – 9n 

est-il premier ?
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2.  Décomposition en facteurs premiers

Théorème    

Pour tout entier naturel n  2, ils existent des 
nombres premiers, deux à deux distincts, p1, p2,…pk 

et des entiers naturels non nuls a1, a2,…,ak tels que : 

p1 < p2 < …< pk et n se décompose, d’une manière 

unique, sous la forme :  

n = i

k
a

i

i 1

p


 = 1 2 ka a a

1 2 kp p ... p      

C'est la décomposition en facteurs premiers de n. 
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Petit théorème de Fermat

Soit p un nombre premier et a un entier naturel.

p divise ap – a.

Corollaire

Si  
𝑝 𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑟𝑒𝑚𝑖𝑒𝑟

𝑝 𝑛𝑒 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑎
alors p divise ap-1 – 1 
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Conséquences

k

i

i=1

( 1 + a  )

 𝑆𝑖  
p divise ab

p est premier
alors p divise a ou p divise b

 Si b est divisible par a alors tout nombre premier divisant a est

un diviseur de b.

 Soit a et b deux entiers naturels et p un nombre premier.

𝑆𝑖  
p divise ab

p 𝑛𝑒 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑒 𝑝𝑎𝑠 𝑏
alors p divise a

 Si n =                             est la décomposition en facteurs premiers de n 

alors le nombre de diviseurs naturels de n est N= 

 Un entier naturel n est un carré parfait si et seulement si les 

exposants des pi dans la décomposition en facteurs premiers de n 

sont pairs. 

1 2 ka a a

1 2 kp p ... p  










