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1. Activité

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = x?-4x+ 1.
a) Representer graphiquement f.

b) Soit A et B les points de la courbe C; d’abscisses
respectives 1 et 3.

Donner I’équation réduite de la droite (AB).

¢) Soit x un réel différent de 1 et M le point de C;
d’abscisse X.

On désigne par ¢(x) le coefficient directeur de la droite
(AM).

*Exprimer ¢(x) en fonction de x puis calculer sa limite
guand x tend vers 1.

*Donner I’équation réduite de la tangente a la
courbe C; au point A.
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1. Activité

\ Cg
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2. Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et x,el.
f est dite dérivable en x, Sl et seulement si I’expression

f(x)—T(x
X —X,

o) admet une limite finie quand X tend vers X,

Dans ce cas:
. F(x)—f(x . f(x,+h)—f(x,)
On nOte f)(XO) — Ilm ( ) ( 0) _ ||m 0 h 0

X—X, X — XO h—0

Le réel £°(X,) est appelé nombre dérivé de f au point x,,.
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Interprétation géométrique :
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, T,] )
Si f est dérivable en x, alors la courbe C; admet au
point M,(X,,f(X,)) une tangente G, d’équation :
y =17 (Xo)(X — %) + f(Xo) 1 ;
‘G, a pour vecteur directeur G[ | j

F'(%)

Exemple: On pose f(x) = x® — 2x2 — X

€

Montrer que f est dérivable en (-1) et
déterminer *(-1), T
Interpréter graphiquement -2
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Application N°1
F(X) = (X — 1)\/\x2 1

a) Etudier la dérivabilité de fen 1
b) Interpréter graphiquement le resultat obtenu.
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Application N°2
On pose f(x) =ax®>+ bx + ¢
1) Montrer que f est dérivable en 2 et préciser f’(2).
2) Montrer que f est dérivable en tout réel t et exprimer,
en fonction de t, °(t).
3) En déduire le signe de °(t).

Retenons: La fonction f définie par f(x) = ax>+ bx + C

est dérivable en tout réel x et pour tout xelR,
f>(x) =2ax+Db
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3. Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [X,,b].
f est dite dérivable a droite en x, si et seulement si

I’expression F(x)—T(X0) admet une limite finie quand x tend
Vers X,* X=X,

Dans ce cas: ot
onnote fy’(Xp) = xox§  x—x, =m0

f(Xo +h)=1(X,)

Le réel f;’(X,) est appelé nombre dérivé de f a droite au
point X,.
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4, Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]b, X.].

f est dite dérivable a gauche en x, SI et seulement si
I’expression f(X)=T(X,) admet une limite finie quand x tend
Vers X, X — X,

Dans ce c?s: . F)—F(X) i T+ 1) —F(x))
onnote fy'(Xp) = o, x—x, =m0

Le réel £;’(X,) est appel€ nombre derive de f a gauche au
point X,.
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Interprétation geometrique :

Le plan est muni d’un repére (O, 1, ] )
» S1 f est dérivable a droite en x, alors la courbe C; admet

au point M,(x,,f(x,)) une demi tangente ‘C, d’équation :
{y = 4 (Xo) (X =%,) +F(X,)

X2 X, 1
i Ct

..............
...............

(1 ]
‘C, a pour vecteur directeuru( . j o
1tol (Xo) |

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Interprétation geometrique :
Le plan est muni d’un repére (O, 1, ])
» S1 f est dérivable a gauche en x, alors la courbe C. admet
au point M, (X,,f(x,)) une demi tangente ‘G, d’équation :

{y=fg' (Xo)(X = %) +F(X,)

X <X, | N

T, a pour vecteur directeuru| . cr)/ N
fg (XO)
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Application N°3 (%2si x <0
Soit f la fonction définie par: (X) =+

kx\/; SI X >0
a) Préciser Df
b) Etudier la continuité de fen O
c) Etudier la dérivabilité de f a gauche en 0.
d) Etudier la dérivabilité de f a droite en O.
e) Que peut on conclure pour la dérivabilité de
f en 0? Interpréter graphiquement.
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Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et
XO [ I.
f est dérivable en x,

si et seulement si

f estdérivable a gauche en Xx,

J\

f est derivable a droite en X,
\fg; (Xo) = fc; (Xo)
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Application N°4

Soit f la fonction définie par f(x) = [x — 1|.
a) Etudier la dérivabilité de fen 1.

b) Interpréter graphiquement.
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Application N°5
Par lecture graphique, déterminer f°(-2) , f° (O) f’(1) et
f’(2) \
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Activité 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert |
et X, un réel de L.

On suppose que f est dérivable en x,,.

Onpose g0 = 10 T) gy )
1. Montrer que lim g(x)=0

2. Verifier que f(x) = f(Xg) + (X)) (X—X,) +(X — X,)9(X)
En déduire que f est continue en X,,.
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Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle
ouvert | et X, un reel de 1.

Si f est derivable en X, alors f est continue en X,
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Exercice
On considere la fonction f définie sur IR par

.
f(x)=9x—1
\X\/;—1 siXE]O,-I—oo[

On désigne par C la courbe représentative de la fonction
f dans un repére orthonormé (Q,Tj)

1/ Montrer que f est continue en 0

2/ f est elle derivable en O 7
3/ Déterminer une équation cartésienne de la tangente a C

au point d’abscisse 1
4/ Calculer lim[f(x)—1] . Interpréter graphiquement

X—»—®©
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5. Approximation affine

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et
X, un reel de L.

Si f est dérivable en x alors le réel f(x,) + hf’(X,) est

une approximation affine de f(x,+h) pour h voisin de
ZE€ro.

On écrit f(xg+h) = f(Xo) + hf*(x,)
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Application N°6
Donner une approximation affine de f(-2,001) , f(O 0001) et
f(1,999) |
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0. Dérivabilité sur un intervalle
Définition
Soit | un intervalle de la forme ]a,b[ ou ]-o0,b[ ou
]a, +oo[ ou ]-o0, +oof
Une fonction f est dite dérivable sur I s1 et
seulement si elle est dérivable en tout point x, €1.
Soit | un intervalle de la forme [a, b[ (b fini ou
Infini)
Une fonction f est dite dérivable sur I s1 et
seulement si f est dérivable sur ]a,b[ et elle est
dérivable a droite en a.
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Soit | un intervalle de la forme ]a, b] (a fini ou Infini)

Une fonction f est dite dérivable sur I s1 et seulement
s1 f est dérivable sur ]a,b[ et elle est dérivable a
gauche en b.

Soit | un intervalle de la forme [a, b].

Une fonction f est dite dérivable sur I s1 et seulement
s1 fest dérivable sur ]a,b[ , elle est dérivable a droite
en a et a gauche en b.
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Exercice

On pose f(x) = x3
Montrer que f est dérivable sur IR et
déterminer f’(X) pour X €IR
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> Par lecture graphique, B /
déterminer f(-1) ; f’(-1) I /
, 1(0) , £(0) , f(1) et Cf" T
(1) . YA

= /
»Sachant que f(x) = x?, \ /
vérifier les résultats \{//
précédents par le calcul. 2 C 11 I; EEEESEERREE
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Interprétation géométrique

A
A A
1
1
\ *
Y" i Ay '
N ——J\V
I
A
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Interprétation géométrique
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A X
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A
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Interprétation géométrique

A
A I
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1
\ *
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Interprétation géométrique

A
A X
L1
1
| "
Y" i Ay '
1\{ ——J\V
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A
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Interprétation géométrique
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Interprétation géométrique
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A X
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1
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Interprétation géométrique

/
| //‘{"\\ /'
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Interprétation géométrique

A /
/N /Y
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|l. Fonction dérivée
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1. Définition

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert 1.
On appelle fonction dérivée de f et on note 7, la
fonction qui a tout xel , associe le nombre dérivé £ (X).

On a ainsi:

fP: 1> IR
X— ’(X)
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Activité

Soit x un réel et neIN*, on pose S, (X) = 1+x+x3+.. . +x"!

a) Calculer, en fonction de x, (1 — x) S,(X) .

b) En déduire que pour tout réel x et tout entier naturel n,
ona:l-xX"=(1-x)1+x+x2+ .. .+x"1)

c) En posant x = b/a, établir 1’égalité (a retenir)

Pour tous a et b reels et pour tout n eIN* on a:
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2. Fonctions dérivées usuelles
Dans le tableau suivant f est une fonction, f’ sa fonction
dérivée .Df est I’ensemble de définition de fet [ un

intervalle sur lequel { est dérivable.

Recopier le tableau puis le compléter en justifiant.
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f(x) Df I f>(X)
a,aclR
ax + b
ax2+bx +c
1
X
ax + b

cx + d
c£0 et ad-bc= 0

Vx

X" . nelN”
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f(x)
a,aclR
ax + b
ax2+bx +c

1
X
ax + b

cx + d
c£0 et ad-bc= 0

Vx

X" nelN”

Df I
IR IR
IR IR
IR IR
IR* ]-0,0[ ou
10,+o0f
—d _ —
IF“{TT} _%D,TT[(MJ
_—d,+oo[

[0,+00] ]0,+o0]

IR IR
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0
a
2ax+b



3. Opérations sur les fonctions dérivées

Théorémel

S1u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle
| alors les fonctions: u + v, au + Bv (o et 3 réels), uv et
u" (neIN*\{1}) sont dérivables sur I et on a:

(U+v) =u +v’ (aUu + Bv)’ = au’ + BV’
(uv)’=u’v +uv’ (u")’ = nu’un-t
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Application
Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions
sulvantes:

1) f(x) =5%2—4x +12 +8/x
3X+38
2X —1
3)f(X) =(2X2+3X —=5)(—7X2+X+2)

4)f (x) = (X2 +4X +3)°

2)f (X) = +5x*
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Théoréme?2

S1 u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle 1
et tel que pour tout x €1, v(x) # 0.

Alors les fonctions: E Eetv (nez ) sont dérivables
sur | et on a: vV
1., -V u,, u'v—-uv
(2)'=—- (=) 2
Vv Vv Vv
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Conséquences

*Toute fonction polynome est dérivable sur IR
*Toute fonction rationnelle est dérivable sur

tout intervalle contenu dans son domaine de
définition
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Application N°7

Déterminer la fonction £ * dans chacun des cas suivants -
| |

1Y fx)=- - x*+=-x"-3x+1.
). T(x) " -
(¢ -x+3
2°) f(x) = (5x - 2) 4. 3°) f(x)= > "7
) £(0=(5x-2) LE=
-2 -4x+5
47) f(x) = . S H(x) = .
l{:) {:};24-3:}3 ;1"{::} {:-3};4-3:}2
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Théoréme3

S1 u est une fonction dérivable et strictement positive sur

un intervalle I, alors la fonction \/U est dérivable sur I

et on a: \/_' u'
o

Démontrer ce théoreme
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Application N°8

Déter miner la fonction dérivée f':

D (x)=v2x% —5X + 3

0=\
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Application N°9

Détermuner dans chaque cas la fonction dérivee de la fonction f indiquée tout en preécisant le

domaine de dérivabilite de f.

_ P _ _
F) = —3x 420 5 s () = ;; =TT e =
flx)=-3vV=—2x+3; flx) = — i [ = : 24+ - FOO) =Jx2+x+1
2x — 1

; f(x)=+vV3x+1

flx)=+=2x2+3x—1; f(x)=(=3x2+2x)*; f(x) =

fO)=2(x*+2x)° ; f(x)=(*—x)y—x24+9; f(x) =x*+x)°(—x*+1*
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Théoréeme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle J et I un

Intervalle de IR tel que pour tout xel, ax + 3 €J.

La fonction ¢g: X = f(ax + ) est dérivable sur I et on a:

Pour tout xel, g’(X) = o.f’(ax + B)
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I11. Sens de variation d’une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et x, <l

On pose ¢(x) = i ) Xo) pour Xel \{x,}.
X0

a) On suppose que f est croissante et dérivable sur I.
f est croissante sur | alors x — X, et f(x) — f(X,) sont de méme signe
donc ¢(x) >0, pour tout xel alors lim ¢(x) >0

X=X
alors f’(x,) >0.
b) On suppose que f est décroissante et dérivable sur 1.
f est décroissante sur | alors x — X, et f(x) — f(x,) sont de signes
contraires donc ¢(Xx) <0, pour tout xel alors
lim ¢(x) <0 alors f’(x,) <0.

XX

c) On suppose que f est constante et dérivable sur 1.
f est constante sur | alors pour tout xel , f(x) = f(x,) donc ¢(x) =0,

pour tout xel alors lim ¢@(x) =0 alors f’(x,) =0.
X=X
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Théoréeme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
« festcroissante sur | ssi pour tout x de I, f’(x) > 0.
« festdécroissante sur | ssi pour tout xdel, f’(x) <0

« festconstante sur | ssi pourtoutxdel,f’(x)=0
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Application

2 1 4 11
On pose f(X) = =x3 — X% — =X + —
9 3 3 9
1/ Dresser le tableau de variation de f.
2/ En déduire, s’ils existent, les extrémums de f.

3/ Déterminer les branches infinies de la courbe C de f.

4/ Tracer la courbe C.
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C:/Users/WIKI/Desktop/3M-19-20/dérivé/application.ggb

Soit f une fonction définie sur D et x,€D.

* (X,) est un maximum local (ou relatif) de f ssi il existe un
Intervalle ouvert | de centre x, inclus dans D tel que:

Pour tout xel, f(x) < f(x,) .

* 1(x,) est un minimum local (ou relatif) de f ssi il existe un
Intervalle ouvert | de centre X, inclus dans D tel que:

Pour tout xel, f(x) > f(X,) .
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Théoréeme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert | et
Xyl

Si f(X,) est un extrémum local de f alors f*(X;) = 0.

NB: La réciproque est fausse!
Contre exemple: f(x) = x3

f’(0) = 0 mais f ne présente pas d’extrémum en O.
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Théoréeme

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert | et
Xyl
Si > s’annule en x, en changeant de signe alors f(x,) est un

extrémum local de f.
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Exercice N°6 page 113

On considere la fonction f définie sur [R par

f(x) = ax3 + 3x ou a est un réel.

On suppose que la fonction f admet deux extrema
locaux en 1 et —1.

1. Calculer la valeur de a.

2. Dresser le tableau de variation de 1 et préciser la
nature de chacun des extrema de 1 .

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Situation N°1 page 112

Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, 1, j) :
Soit le point M(1, 1) et a un réel différent de O et de 1.
On désigne par D, la droite passant par M et de coefficient directeur o.
1. Vérifier que D, a pour €équationy = ax + (1 — o).
2. On désigne par A et B, les points d'intersection de D, respectivement avec l'axe des
abscisses et 1'axe des ordonnées.
a. Déterminer les coordonnées des points A et B en fonction de a.
b. Exprimer AB” en fonction de o.
c. Déterminer o pour que la distance AB soit minimale.
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Situation N°2 page 112

|
X—a
a. Vérifier que f est dérivable en tout réel x différent de a.

1. Soit a un réel, on considere la fonction f : X >

b. Calculer f'(x) pour tout réel x différent de a.
¢. On note f" la dérivée de f' : on note ) la dérivée de " et pour tout entier k > 2, 9 1a
dérivée de V.
Calculer f®(x), k = 2.
2. On considere la fonction g : X
2
l —x
b. Montrer que g est dérivable en tout réel x différent de 1 et calculer sa dérivée.
c. Calculer g(x), k = 2.

I +x

l —x

a. Vérifier que g(x) = -1 +
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Exercice N°11 page 114

Démontrer que pour tout x >0 on a:

1
J1+x3 S1+§x3
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Exercice N°12 page 114

Montrer que de tous les triangles rectangles
d'hypoténuse 4 cm, le triangle isocele est celui qui a
le plus grand périmétre.
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