Produit scalaire dans le

plan

Cours élaboré par le prof: Chouihi



|. Preéliminaire
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1. Activité N°1
Dans la figure ci-dessous, ABCD est un
carre.

I et ] sont les milieux respectifs des
segments [CD] et [BC].

On se propose dans cette activité de
démontrer que les droites (Al) et (D]) sont
perpendiculaires. ) ]
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On pose AB =a (a> o) et onrapporte le plan
au repeére orthonormé (D, 1,)) tel que: 7 = iD_C)
et] = im

a) Déterminer les coordonnées des points I,
G J,BetA.

b) Vérifier que les vecteurs Al et DI sont
orthogonaux. A g
c¢) Conclure.
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2. Commentalire

Ce chapitre a pour objectif d'introduire une
nouvelle notion qui va nous permettre de
résoudre ce probléme, ainsi que d'autres,
d'une maniere plus simple!
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I1. Produit scalaire
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1 : ACtiVité N02 (I'activité N°1 page 6 du manuel scolaire)

Dans la figure ci-dessous, ABCD est un carré de coté a,
BECD est un parallélogramme et H est le projeté
orthogonal de E sur la droite (DC).

1. Calculer en fonction de a les réels Hﬁi’)Het Hﬁ + B—(])H
2. Calculer cosBDC et cosEDH .

3. Calculer ||DB|| x ||DC||cosBDC et ||DE|| x ||DC||cosEDC

A B E

Cours élaboré par le prof: Choui D i H 7



2. Définition

Soituet v deux vecteurs du plan.Ounpointduplan,
AetBlespointsdeéfinispar : u=0Aetv=O0B.

Onappelleproduitscalaire deuet v, leréel défini par :
‘OA.OB.cosAOB si u#0etvz0

—

0 siu=0o0uv=0

UV =-s

.
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3. Application N°1

a) Soit ABCD un carré de sens direct, de coté 4 et de centre |.
Calculer:

AB.AC AD.AC.DB.AC.IA.IC.
BI.BD .,DI.CB.DI.IB,AB.CB

D C

A B

b) Préciser le signe de u.v dans chacun des cas suivants:

-~

L
-

=¥
=}
v
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4. Conséquences

a) [G et v sontcolineaires] ssi [‘G.Q‘ =...

b)soitu et v deux vecteurs non nuls.
*[u et v sontcolineairesetdemémesens] ssi [u.v =...

*[u et v sontcolineairesetdesenscontraires] ssi [u.v =...
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C) [G et v sontorthogonaux ] ssi [G.\7 =... ]

d) Pourtousvecteursu et vona:u.v=Vv.u

e) Pour tout vecteuru, ona: u.u=...

f) [u.v|< \\GHxH\?H (Inégalitéde Cauchy schawrz)
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5. Propriétés du produit scalaire
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Propriétés

Pour tous vecteurs u et v ona:

b —_—

® (lU—V

e U+V

® U+V

N.B: les propriétés ;

2 2

—_—>

2 s
+||v|| —2U.V

=

2 2 =2 .
=l +]M +2uv
D D T T
+u =] =2qu] +v])

précédentes sont connues sous le nom

de regles du parallé]

logramme.
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Théoreme d’El-kashi

Soit ABC un triangle.
On pose: a=BC,b=ACetc=AB

a2 = b2 + ¢2 - 2bc.cosA

b% = a2+ ¢2 - 2ac.cosB

¢z = a%+ b? - 2ab.cosC
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Application

ABC est un triangle avec: AC=3; AB =38
et BAC = n/3. Calculer BC.
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Théoreme

Soit ABC un triangle.

On pose a =BC, b= AC et c = AB et on désigne par R
le rayon du cercle circonscrit a ABC et par S 1’aire
de ce triangle

a=b=c=2R

sinA  sinB sinC
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Proprieéteé

Pour tous vecteursu , vet w on a:
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Activité N°4

Soitu et v deux vecteursetk unréel.Oestun pointduplan.

On sup poseque u#0,v#0et k=0
On désignepar A,B,A'etB'lespointsduplandefinispar :

OA=u,0B=v,0A'=ku et OB'=Kkv.
a) Comparer ,suivant lesignedek,cos AOB et cosA'OB
b) Etabliralors|*égalité : (ku).v = k(u.v)
¢) Montrer que :u.(kv) = k(u.v)

En remarquant que les égalités précédentes restent valables pour
u=0ou v=0ouk=0,on déduit :
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—

Pour tous vecteurs U etV et tout réel k, on a:

(ku).v = u.(kv) = k(u.v)



Activité N°5
Soit u et v deux vecteurs : k et k' deux réels. O est un point du plan.
On suppose que u fﬁ, vZ0,kZ0etk #0
On deésigne par A, B, A' et B' les points du plan définis par:
D_i;:ﬁ @:; OA'=kuet OB'=k'v.
a) On suppose que k etk'sont de meéme signe.
Comparer cosAOB et cosA'OB' et en déduire I'égalite:
(ku).(k'v) = kk'(u.v)
b) On suppose que k et k' sont de signes contraires.

Montrer que: (lgﬁ).(lc; ':;) = kk 'Lﬁ;)
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Pour tous vecteurs u et v et tout réel k on a:

(ku).(k'v) = kk '(u.v)
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Activite N°5 page 9

Soit u,v et w trois vecteurs tels queu .v

9

u.w=letv.w=0.5.

I. Calculer (2u+v).w et=v.(u -w).

2. Calculer u .(v=w)+v.(w=u)+w.(u=v).
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Activité N°6 page 9

Soit u et v deux vecteurs.
Soit O, A et B trois points tels que u=0A et v=0B.
On suppose que OA =2, 0B =3 et AOB = %

2

Calculer [u+v[", Ju—v| et (2u+v).(u=3v).

b
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Activitée N°7 page 9

Soit M un point du plan.

Montrer que la somme des carrés des distances de M a deux sommets
opposés d’un rectangle est €gale a la somme des carrés des distances
de M aux deux autres sommets.
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Application N°4

Soit A et B deux points distincts.

Déterminer chacun des ensembles suivants:

A={M e P telque: Aé.AI\/i=O}
I ={M e P telque :MA.MB = 0}
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Commentaire

A et A' sont deux droites de vecteurs

e

directeurs respectifsﬁ et u’ .

[ALA'] ©[u.u'=0]
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6. Produit scalaire

et projection orthogonale

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Soituet v deux vecteurs du plan.Ounpointduplan,

Acet B lespointsdéfinispar :u=OAetv =OB.
On désigne par H le projete orthogonal de B sur (OA)

a) Montrer que: u.v=0A.OH
b) Exprimer u.v en fonction de OA et OH dans chacun

des cas sulvants:
’n\
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Soituet v deux vecteurs du plan.Ounpointduplan,
Acet B lespointsdéfinispar :u=OAetv =OB.

u.v=0OA.OH

Ou H est le projeté orthogonal de B sur (OA)
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Activité N°2 page N°11

Soit u et v deux vecteurs non nuls.

On désigne par O, A, B et C quatre points tels que u=0A et v=BC.

On désigne par H et K les pmjeteq orthogonaux respectifs de B et C sur la droite (OA).
Montrer que u. v=0A.HK.
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Activité N°3 page N°11

Soit ABCD un carré de coté 3, I le milieu de [DC] et G le point
d'intersection de [BD] et [AI].
1. a. Calculer AI, GB, GD, GA et GI.
b. En déduire AB Al , DG DC et GA.GD.
2. a. Calculer cos IAB et E{}SDGI

b. En déduire une valeur approchée a 102 pres
en radians de IAB et DGI.

A B

G

D I C
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Soit A et B deux points distincts,
1/ Déterminer 1’ensemble des points M du plan tel que:

AB.AM = AB X AM
2/ Déterminer I’ensemble des points M du plan tel que:

AB.AM = —AB x AM
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/. Expression analytique du produit scalaire dans une

base orthonorme

N.B: dans ce qui suit, I'ensemble 77 des vecteurs du plan
muni d'une base orthonormée (O,i,j)

Activité N°7

i K -
T

Y/ Y

On considere les vecteurs u

1

a) Exprimeren fonctionde x ety 1u, juet

b) Exprimer u.v enfonctiondex,y.x'ety'.

Théoreme

~ s
.'K\“'. o A1

‘ et v alors u.v=xx'+yy'

S1u
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Activité N°3 page N°12

Dans la figure ci-contre, AB =1 et ABC est un triangle rectangle en A

tel que AC =2 AB.
On désigne par A' et K les milieux respectifs de [BC] et [AC]

et par H, I et J les projeté€s orthogonaux respectifs de A sur I q
(BC), de H sur (AB) et de H sur (AC). ”‘\ R
I. Déterminer les coordonnées des points A, B, C, K et A' dans -
le repere (A, AK, A_'B) Plie
2. Déterminer une équation de la droite (AH). A ] K

3. Déterminer les coordonnées du point H puis des points 1 et J.

4. Calculer AA'.1IJ et en déduire les positions relatives des droites (AA') et (1J).
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Exercice

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0.1, 7).
Soit A et B deux points distincts.

1) Soit E I'ensemble des points M du plan verifiant uAM=k
Determiner analytiquement l'ensemble E dans chacun des cas:

a)u=21,A(l.)etk=3 b)u=-3i+4],AR3)etk=-5
2) Soit E I'ensemble des points M du plan verifiant : MAMB=k .
Determiner analytiquement 1'ensemble E dans chacun des cas:
a)A(1.2): B(-3.4)etk=0 b) A(4.0);: B(0.1) etk = —;

4
) A(2.-1): B(3.3) etk=-7

. . o MA
3) Soit E l'ensemble des points M du plan verifiant: N k

Determiner analytiquement 1'ensemble E dans chacun des cas:
a) A(-1.0); B2.0)etk=1 b) A(-1.0): B(2.0) etk =2
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