Limites et continuite
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Activité N°1
Dans la figure ci-dessous on a représenté graphiquement une fonction f

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Par lecture graphique, répondre aux questions suivantes:
1/ Déterminer Df.
2/ Donner: lim f(x) ; lim f(x) ; lirr%+ f(x) ; ling f(x)
X—— X—

X——5 X—>—2"
lim f(x) ; lim f(x) ; lim f(x) ; lim f(x)
x——1" x—->—1t X——00 X—+00
3/ Peut on prolonger f par une fonction continue:
a/ en -57? b/ en -2? c/ en 27?

|
|
|
|
|

Ct




Activite N°2

X%2—=7x+12
xX—3

On pose f(x) =
1/ Préciser Df

2/ A I’aide de votre calculatrice estimer lim f(x)

X—3

3/ Simplifier I’expression de f(x)

4/ En déduire lim f(x)

X—3
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Commentalire

« fest définie au voisinage de 3 mais non pas en 3.

* Pour tout xelR\{3}, f(x) = g(x) avec g(x) =x—4

* ¢ est définie et continue sur IR et en particulier en 3 donc:
limg(x) =g(3) =-1
lim f(x) = lim g(x) = —1
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Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I sauf peut

étre en acl et ¢elR.
lim f(x) = ¢ sI et seulement si pour tout réel B > 0, 1l existe

X—a

un réel o > 0 tel que
St (X eletO<|x—a|<a)alors|f(x)—¢| <

NB: on note lim f(x) =¢ oU limf =¢

X—a a
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Définitions

1/ Soit fune fonction définie sur ]a, a+h[ (h >0 ) et ¢elR.
lim f(x) = ¢ si et seulement si pour tout reéel B >0, 1l existe

X—a

un réel o > 0 tel que
Si (X e]a,ath]etO<x—a<a)alors [f(x) —¢| <P

2/ Soit f une fonction définie sur Ja-h,a[ (h>0) et ¢elR.
lim_f(x) = ¢ s1 et seulement si pour tout réel B > 0, 1l existe

un réel o > 0 tel que
Si (X €]a-h,a[ et-a<x—a<0)alors |f(x) —¢| <
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Théoréeme

1/ Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et ael.
[fest continueena] < [limf(x) =f(a)]
X—a

2/ Soit f une fonction définie sur [a,a+h[ (h > 0).
[f est continue a droiteena] < | lim, f(x) = f(a) ]

3/ Soit f une fonction définie sur Ja—h, a] (h > 0).
[f est continue a gaucheena] < [Xl_i)rél_ f(x) = f(a) ]
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Application

Application N°1
Calculer lim f(x)

X—a

x%-9

1/f(X) =x3+8x2+5x-2; a=1 2/ f(x):er3 . a=3

Application N°2
(f(X) _ 2x3—5%%+7x—4

six<1
6X2—8x+2

Soit f la fonction définie par : {  f(x) = ”3X+1 2 six>1
3
\ f(1) =7

Montrer que f est continue en 1.
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L

( 2x3-5x2+7x—4 ;
f(x) = X6X2X8X ); six <1
< f()—V3X+ < six>1

4

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Théoréeme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I sauf peut

etre en ael et g une fonction définie sur I et vérifiant: pour

tout xel \{a} f(x) = g(x).

SI g est continue en a alors lim f(x) = g(a)
X—a
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Application

Calculer lim f(x)

3 2 _
1/ f(x) = a=2
2 f(x) =22 a=0
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Soit f une fonction définie sur I \{a}.
SI lim f(x) = ¢ (¢€IR) alors la fonction F définie sur I par:

X—a

est continue en a et elle est

F(x) =f(x) six# a
F(a) =1

appelée prolongement par continuité de f en a.
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Exercice N°2 (Série)

JX=2 -1
X=23

2/ Etudier la continuite de f sur son domaine de definition D;.

1

JX=2 +1

1/ Determiner le domaine de definition Dy de f : X +—

3/a- Montrer que pour tout x € Dy ; f(x) =

b- Calculer lim f(x).

X—+3
~

X =1
X2 -5x+4
4/ Soit h la fonction définie parh(x) = < , _ 5 sit<x<3

a- Montrer que h est continue en 3.
b- Etudier la continuite de h en 1.

9/a- Montrer que I'equation h(x) = 0 admet au moins une solution a dans |2; 6]
b- Donner un encadrement de a d'amplitude inferieur a 2.

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Exercice N°4 (Série)

Soit f la fonction définie par f(x) = x":;‘: i '22.

1/ Determiner Dy le domaine de definition de f.

1
(x+2)[x+3+2]

3/ t est-elle prolongeable par continuite en 17
4/a) Calculer lim f(x).

X2
b) f est-elle majoree?
5 Soit F: ]-2,+x[ — IR

F(x) = f(x) si xe] =2;1[

i 2
_ X°+2 :
"0 = 3@ 1exs15 O

a) Etudier le sens de variation de F sur ]-2;1[
b) Montrer que F est continue sur ]-2;+u[

c) Montrer que I'équation F(x) = % admet au moins une solution a dans ]0,2][.

d) Prouver que F est majoree par Lsur [1;40]

3
d) Calculer lim F(x).

A+

2/ Verifier que pour tout x de Dy; f(x) =
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Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = [x> — 1|

On pose ¢(X) = o ( )pourx;él
a) Calculer lim (p(x) et 11m p(x)

x—1t

b/ Que peut on conclure pour la limite de ¢ en 17
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Théoréme

1/ Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I sauf

peut €tre en a€l
Si f admet une limite ¢en a alors ¢ est unique.

2/ [lim f(x) =¢] < [lim f(x) = Xl_i)rcllq_ f(x) =1

X—a
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Exercice

Vx2+8-3
On pose f(X) = x—1

3 2

X>—=3x“+2 :

> +a six>1
X“—4x+3

Pour quelle valeur de a f est-elle prolongeable par
continuité en 17

st x <1
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A I’aide de la calculatrice, conjecturer:

.1 .1 1
1/ lim - lim = lim =
x—-0t X Xx—>0~ X x>0 X
1 . 1 . 1 %
lim —= lim =2 lim ——  nelIN
.1 1
2/ [ lim - lim -
X—>+00 X X—>—00 X
1 .1
lim — lim — nelN*
x—+00 X x——00 X"
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Exercice

On pose f(x) = 2x° - 3x2-5x -1

a) Peut-on par une lecture directe conclure la limite de
fen +owo

a) Conjecturer a 1’aide de la calculatrice.

b) Prouver votre conjecture.

c) Déterminer la limite de f en -oo
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Théoréme

Soit f(x) = Yo arx® = apx™ + a1 x4+ -+ ayx + aq
avec a, + 0,n € IN *

lim f(x) = lim a,x™ et Ilim f(X) = lim a,x"

X—+ 00 X—+ 00 X——00 X——00
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Application

1/ On pose f(x) = 5x* — 3x>+8x — 9
Calculer lim f(x) et lim f(x)

X—+ 00 X——00

2/ On pose f(x) = 2x —/x
a/ Calculer lim f(x).

X—+00

b/ Peut-on parler de limite de f en -o0? Justifier.
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Exercice

_ 3x%-7x+2
On pose f(x) = 2x%+3x+7

a) Peut-on par une lecture directe conclure la limite de
fen +owo ?

a) Conjecturer a 1’aide de la calculatrice.

b) Prouver votre conjecture.

c) Déterminer la limite de f en -oo
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Théoréme

k
Soit f(x) —Z" 0 kxk avec a, # 0 et b, # 0
—o Pk

n

AnX anpx™

lim f(x) = lim et lim f(x) = lim
X— 400 x—+00 byxP X——00 x—+00 bpxP
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Application

_ x3-5x%+x+15
On pose f(X) = 2 e 1y

a) Déterminer Df
b) Calculer ligrn f(x) et lim f(x)
X— 100 X—>—00

c) festelle prolongeable par continuité en 3? Si oul
preciser son prolongement.
d) festelle prolongeable par continuité en (-4/3) ?
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Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I sauf

peut €tre en ael et el

lim f(X) — | alors ¢>0

X—a

o {pour tout x € I\{a},f(x) >0
[
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Opérations sur les limites

lim f(x) lim g(x) lim(f+g)(x) | lim(fx g)(x)
L L' L+L' LxL'
L=>0 400 +co 4o
L=<0 + oo 4o —on
L=0 —00 —co —on
L<0 — a0 —cn 400
0 + o0 +co Fi
0 - —cn Fi
+ o0 + oo +o0 +oa
o o —oo +oo
+ oo — 0 FI — o
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)1(1_1}611 f(x) )1(1_1}611 g(x) )1(1_>ncll (é) (X)
L L’=0 L/L
L=0 0 o (R.S)
0 0 F.I
00 00 F.|
o0 L’ o (R.S)

L 00 0
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Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I sauf
peut €tre en a€l

1/ Si lim f(x) = ¢ alors lim Ifx)| = |¢]

X—a

2/ Si en plus f est positive au voisinage de a alors:

a/ Si lim f(x) = ¢ alors lim./f(x) = V¢

X—a X—4d

b/ SI lim f(x) = +o alors lim,/f(x) = 4+

X—a X—a

NB: les résultats du théoréme ainsi que des deux tableaux précédents
restent valables méme si ae{-c0 , +oo}
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