
Fonction réciproque 

d’une fonction 

strictement monotone

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Activité

Soit f la fonction définie sur IR+ par f(x) = 2x² - 1 

1) Déterminer f <IR+ > .

2) Soit y [-1,+∞[ ; résoudre dans IR+, l’équation: f(x) = y

3) On pose g(x) = 
𝒙+𝟏

𝟐

Déterminer  
𝐠𝐨𝐟(𝒙)
𝒙 ∈ 𝑰𝑹 +

𝒆𝒕  
𝐟𝐨𝐠(𝒙)

𝒙 ∈ [−𝟏,+∞[
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Commentaire

On a ainsi prouvé que pour tout y[-1, +∞[ il existe xIR+

Unique tel que f(x) = y,

On dit que f réalise une bijection de IR+ vers [-1, +∞[ .

La fonction réciproque de f est notée f-1 et elle est définie sur 

[-1, +∞[ par f-1(x) = 
𝒙+𝟏

𝟐
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Définition

Soit f une application de I dans J

f est dite bijective ssi pour tout yJ, il existe xI

unique tel que f(x) = y.

Autrement dit: pour tout yJ, l’équation: f(x) = y 

admet une unique solution xI.

Dans ce cas l’application réciproque de f est notée 

f-1 et on a: pour tous xI et yJ

f(x) = y    f-1(y) = x 

Pour tout xI ,  f-1of(x) = x

Pour tout xJ ,  fof-1(x) = x
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Théorème

Si f est une fonction strictement monotone sur 

un intervalle I alors f réalise une bijection de I 

sur f < I > 
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Application

1/ On pose f(x) = x² + 2x – 5 

a/ Dresser le tableau de variation de f.

b/ En déduire que f réalise une bijection de I = ]-∞, -1] sur

un intervalle J que l’on précisera.

c/ Expliciter f-1(x) , xJ.

2/ Reprendre les questions de 1/ avec f(x) = x + 𝑥2 − 1 et 

I = [1, +∞[

3/ Reprendre les questions de 1/ avec f(x) = 
2𝑥2+7𝑥+2

𝑥+3
et 

I = ]-∞, -3[

4/ Reprendre les questions de 1/ avec f(x) = x + 𝑥 − 2 et 

I = [2, +∞[
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Théorème

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Si  f est strictement monotone sur I alors les assértions

suivantes sont validées:

a) f réalise une bijection de I sur f < I >.

b) La fonction réciproque de f est strictement monotone sur 

f < I > et a le même sens de variation que celui  de f.

c) Dans un repère orthonormé, les courbes Cf et Cf-1 sont 

symétriques par rapport à la 1ère bissectrice.

d) Si en plus f est continue sur I alors f-1 est continue sur

f < I >.
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Activité

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et x0I.

On pose y0 = f(x0)

Etudier la dérivabilité de f-1 en y0 . 
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Théorème

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I .

𝑆𝑖  
f est dérivable sur I

pour tout xI, f ′ x 0

Alors f-1 est dérivable sur f < I > et pour tout xf<I>

(𝐟−𝟏)′(𝐱) =
𝟏

𝐟′(𝐟−𝟏 𝐱 )

Ou encore:  (𝐟−𝟏)′ =
𝟏

𝐟′𝐨𝐟−𝟏
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Application1

Soit f : 
−𝜋

2
,
𝜋

2
→ −1, 1

x      → 𝑠𝑖𝑛𝑥
1) Montrer que f est bijective.

2) Calculer f-1(
2

2
) , f-1(

− 3

2
) , f-1(

1

2
)

3) Montrer que f-1 est dérivable sur ]-1,1[ et calculer 

(f-1)’(x) pour x de ]-1,1[ .

4) Montrer que pour tout x [-1, 1], f-1(x) + f-1(-x) = 0
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Application2

Soit f : 0, 𝜋 → −1, 1
x      → cosx

1) Montrer que f est bijective.

2) Calculer f-1(
2

2
) , f-1(

3

2
) , f-1(

−1

2
)

3) Montrer que f-1 est dérivable sur ]-1,1[ et calculer 

(f-1)’(x) pour x de ]-1,1[ .

4) Montrer que pour tout x [-1, 1], f-1(x) + f-1(-x) = 
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Application

Soit f : ]
−π

2
,
π

2
[→ IR

x    → 𝑡𝑎𝑛𝑥
1) Montrer que f est bijective.

2) Calculer f-1(
3

3
) , f-1(-1) , f-1(0)

3) Montrer que f-1 est dérivable sur IR et calculer 

(f-1)’(x) pour x de IR .

4) Montrer que pour tout x > 0 ,  f-1(x) + f-1(
1

𝑥
) = 

𝜋

2



Fonction racine nème
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Activité

Soit n un entier naturel ≥ 2 et f la fonction de IR+ vers IR+

définie par f(x) = xn .

1) Dresser le tableau de variation de f.

2) En déduire que f est bijective.

3) On désigne par g la fonction réciproque de f.

a) Déterminer le sens de variation de g ainsi que sa 

limite en +

b) Tracer, dans le même repère orthonormé, les courbes 

de f et de g pour n = 2 puis pour n =3
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Définition

Soit n IN, n ≥ 2.

On appelle fonction racine nème la fonction 

réciproque de la fonction définie sur IR+ par

f(x) = xn .

L’image d’un réel positif x par cette fonction est 

notée: 

Ainsi: pour tous réels positifs x et y on a:
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n x

nny x signifie x y 



Application
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3

4

8

3 3

8 ... car ..........................

81 ..... car ........................

16 .... car .......................

( 2) ....... donc 8 ???







   



Justifier ces propriétés

Application: Simplifier

Propriétés
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Exercice 
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Résoudre dans IR les équations:

1/   
𝟑
𝐱 − 𝐱 + 𝟏 = 𝐱

2/ 
𝟑
(𝒙 + 𝟏)² + 𝟒

𝟑
(𝒙 − 𝟏)² = 𝟒

𝟑
𝟏 − 𝒙²
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n nOn pose f (x) x et g(x) x ,n 2

Montrer queg est dérivable sur 0,

et exp liciter g'(x).

  



Activité
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n

n n 1

Soit n unentiernaturel,n 2

La fonction g définie par g(x) x

est continuesur [0, [ et dérivable

sur 0, et pour tout x 0on a :

1
g'(x)

n( x )











Théorème



Puissance rationnelle
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6 43

q p

q p qq' pq

1)Calculerpuis comparer : 8² et 8

p
2)Soit r ,on pose r avecp etq entiers telqueq 2.

q

On se proposedemontrer que le réel x ne dépend

pasduchoix de pet q pour tout réel positif x.

p p'
on supposequer avec q 2 et q' 2.

q q'

( x ) x

  

   


q'' qp' p' qq'

q q'p p'

x ( x )

d'où x x

 



Activité



Définition

Pour tout rQ et pour tout xIR+ , 

on défini  xr par                  où r = p/q avec pZ et 

qIN, q ≥2

Application: Calculer
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qr p
x x

2 4 33

3 5 10427 , 625 , 32 , 1024




• xr.xr’ = xr+r’

• (xr)r’ = xrr’

• x-r = 1/xr

• xr/xr’ = xr-r'
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Propriétés

Pour tous r, r’Q et x, y IR+ on a:

• xr.yr = (xy)r

• xr/yr = (x/y)r



Théorème
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La fonction: x xr ( rQ ) est définie et 

continue sur IR+ et elle est dérivable sur 

]0, +[ et pour tout réel x  0 on a: 

(xr)’ = rxr-1

NB: En remarquant que               on peut 

conclure que 

1

n nx x
1 1

1
n n n

1
( x)' (x )' x

n
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2 3

3 2Soit f lafonction définiepar f (x) (4 x )

1)a)Calculer f (0) et f (8) puis déterminer Df

b)Montrerquef est continue sur 0,8

2)a)Montrerque f est dérivablesur 0,8

b)Etudier ladérivabilité def àgaucheen8.

Interpréter géométriquem

 

 

ent.

c)Calculer f '(x)pour x 0,8

3)a)Dresser le tableaude var iationdef .



Exercice
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 1

b)Endéduirequef réaliseunebijectionde 0,8

vers 0,8 .

c)Expliciter f (x)pour x 0,8

d)En déduire que ladroite : y x estunaxe

desymétriede lacourbe Cdef puisquef n'est

pasdérivable àdroite en 0.

4)a)Déterminer lescoordonnéesdup

 

 

o int I

d'int er sec tiondeC avec etdonnerune

équationde la tangenteàCenI.

b) Tracer C.
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Solution
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Solution
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Solution
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