Fonction réciproque
d’une fonction

strictement monotone

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Activiteé

Soit f la fonction définie sur IR, par f(x) =2x>-1
1) Déterminer f <IR, > .
2) Soity €[-1,+o] ; résoudre dans IR, I’équation: f(x) =y

r
. : gof (x) fog(x)
Determiner et {x € [-1, +oo]
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Commentalire

On a ainsi prouvé que pour tout ye[-1, +oof 1l existe xe IR+
Unique tel que f(x) =,

On dit que f réalise une bijection de IR+ vers [-1, +oo] .

La fonction réciproque de f est notée ! et elle est définie sur

[-1, +oo[ par F(x) = [~
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Définition

Soit f une application de | dans J
f est dite bijective ssi pour tout yeJ, 1l existe xel
unique tel que f(x) =.
Autrement dit: pour tout yeJ, I’équation: f(x) =y
admet une unique solution xel.
Dans ce cas I’application réciproque de f est notée
f-1 et on a: pour tous xel etyel

fx)=y < fi(y) =x

Pour tout xel , flof(x) = x
Pour tout xeJ , fofi(x) =x
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Théoréme

Si f est une fonction strictement monotone sur
un intervalle I alors f réalise une bijection de I
surf<lI>
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Application

1/ On pose f(x) = x>+ 2x -5
a/ Dresser le tableau de variation de f.
b/ En déduire que f réalise une bijection de I = ]-oo, -1] sur
un intervalle J que I’on précisera.
¢/ Expliciter f1(x) , xel.
2/ Reprendre les questions de 1/ avec f(X) = x + Vx2 — 1 et

| = [1, +oo]
2
3/ Reprendre les questions de 1/ avec f(x) = 2 ;7;” et
| = ]-o0, -3]

4/ Reprendre les questions de 1/ avec f(X) = x + Vx — 2 et
| =[2, +oof
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Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Si f est strictement monotone sur | alors les assértions

survantes sont validées:

a) fréalise une bijection de I sur f<1>.

b) La fonction réciproque de f est strictement monotone sur
f <I>etale méme sens de variation que celui de f.

c) Dans un repére orthonormé, les courbes C;et C., sont
symétriques par rapport a la 1¢ bissectrice.

d) Sien plus f est continue sur | alors 1 est continue sur
f<l>.
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Activité

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et x,<l.
On pose y, = f(X,)
Etudier la dérivabilité de fteny, .
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Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I .

Iy f est dérivable sur I
l pour tout xel, f'(x)#0

Alors f1 est dérivable sur f < 1> et pour tout xef<I>

1N/ . 1
(f ) (X) T fl(f_l(x))

1
f/of 1

Ou encore: (f~1) =
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Applicationl

.|t ™w
Soit f: [7,51 — [—1, 1]
X = sinx
1) Montrer que f est bijective.

2) Caleuler f1(2), F1(23) , F1()

3) Montrer que f! est dérivable sur ]-1,1[ et calculer
(f1)’(x) pour x de ]-1,1[ .

4) Montrer que pour tout X €[-1, 1], fF(x) + f1(-x) =0
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Application?2

Soitf:|[0,m] —» [—-1,1]
X — COSX
1) Montrer que f est bijective.

2) Caleuler f1(2) , F1(2) , F3(2)

3) Montrer que ! est dérivable sur ]-1,1] et calculer
(f1)’(x) pour x de ]-1,1[ .

4) Montrer que pour tout X €[-1, 1], fF1(x) + Fi{(-X) =«
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Application

Soit f:]—,~ [~ IR
X = tanx
1) Montrer que f est bijective.

2) Caleuler (%) , F1(-1) , F(0)

3) Montrer que f est dérivable sur IR et calculer
(f1)’(x) pour x de IR .
T

4) Montrer que pour tout X >0, f1(x) + f-l(i) =2
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Fonction racine neme
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Activité
Soit n un entier naturel > 2 et f la fonction de IR, vers IR,
définie par f(x) = x" .
1) Dresser le tableau de variation de f.
2) En déduire que f est bijective.
3) On désigne par g la fonction réciproque de f.
a) Déterminer le sens de variation de g ainsi que sa
limite en +oo
b) Tracer, dans le méme repére orthonormé, les courbes
de f et de g pour n =2 puis pour n =3
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y=xX
y =x"3

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Définition
Soitn €IN, n> 2.
On appelle fonction racine néme la fonction
réciproque de la fonction définie sur IR, par
f(x) = x".
’image d’un réel positif x par cette fonction est
notée: {/x
Ainsi: pour tous réels positifs x et y on a:

y=x signifie x=y"
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Application

o7 | SRR
VBl =..... Cal coevvrrreicrircre,
J16 =.... Cal .eovvvvererreeee,
(-2)° =....... donc -8=77?
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Propriétés
Soit deux entiersnetptelsque n=2 et p2 2 et deux réels positifs a et b. Alors

N O T Y
-, (Ya)-%ar. e -Ta.

Justifier ces propriétés

Application: Simplifier

CR R i Y
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Exercice

Résoudre dans IR les équations:

1/ Yx—vVX+1=+X

21 3(x + 1) + 43 (x — 1)? = 431 — 12
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Activite
On pose f(x)=Xx" et g(xX)=Yx ,n>2

Montrer queg est derivable sur ]O,+oo[
et exp liciter g'(x).
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Théoreme
Soit n unentier naturel,n > 2

_a fonction g définie par g(x) = 8x
est continuesur [0,+oo[ et derivable
sur ]0,+o| et pour tout x> 0on a:

1

(x) —
7 n(¥x")
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Puissance rationnelle
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Activite
1) Calculer puis comparer 1382 et §/8*

2)Soit r e QQ,0n pose r = P avecp etq entierstelqueq > 2.

On se proposedemontrer quele réel 3/x° ne dépend
pasduchoix de pet q pour tout réel positif x.

P_P
q g’
(Q/XTO)QOI' = xP4 = P — (W)qq'
d ot Ix* = Yx¥
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Définition
Pour tout reQ et pour tout xelR,,
on défini X" par x" =+/x" our=p/qavec pe” et

gelN, q =2

Application: Calculer
2 -3 4 -3

278 6254 325 10241
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Propriétes

Pourtousr,reQetx,y €IR,  ona:

o XTI xI = xI+I’ - Xr.yr _ (Xy)r

- (Xr)r’ — er’

X=X * Xy = (x/y)"
o xT /Xr’ — Xr—r’
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Théoréme

La fonction: x— X" (reQ ) est définie et
continue sur IR+ et elle est dérivable sur

10, +oo[ et pour tout réel x > 0 on a:
(Xr)9 — rXr-l

1

B: En remarquant gque ¥x=x" on peut
1 1 1 _1

conclure que (¥/x)'=(x")" = =—x"
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EXxercice

2 3

Soit f lafonction définiepar f(x) =(4 —x3)?

1)a)Calculer f(0) et f(8) puis deter miner Df
b) Montrer quef estcontinue sur [0, 8]

2)a) Montrer que f est dérivablesur ]0, 8]

b) Etudier ladérivabilité def agaucheen8.
Interpréter géometriguement.

c) Calculer f *(x)pour x € |0, 8]
3)a) Dresser letableaude var iationdef.
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b) Endéduirequef réalise unebijectionde]0, 8]
vers [0,8].

c) Expliciter f(x) pour x € [0, 8]

d) En déduire queladroite A : y = X estunaxe
desymeétriedelacourbe Cdef puisquef n'est
pasderivable adroite en O.

4)a) Déter miner lescoordonnéesdupointl
d'intersectiondeC avec Aetdonnerune

équationdelatangenteaCenl.
b) Tracer C.
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