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|. Dérivabilité en

un point
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Activité N°1

_ 2
Soit  la fonction définie par ) =(x-1) x* -1

f(x)-1(1)
Pour tout xeIR\ {1} on pose ¢(X) = x-1

a) Etudier la limite de ¢ en 1.
b) Que peut-on conclure pour f ?

c) Interpréter graphiguement le resultat obtenu.
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Définitions

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et Xpel.

f est dite dérivable en X, si et seulement si 1’expression

F(x)=1(Xo) L
x—x, admet une limite finie quand X tend vers Xq

, lim 1O —T(Xo) ji £ %0 +0) —F(Xo)
Dans ce cas on note f ’(xg) = x»>x Xx—X, = h-o

Le réel f ’(xg) est appelé nombre dériveé de f au point Xo.

Le reel f(Xp) + h.f °(xq) est une approximation affine de f(xo + h)
et on ecrit : f(Xg + h) = f(Xg) + h.f ’(xg), pour h voisin de O.
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Interprétation géométrique

— —

Le plan est muni d’un repere orthonorme (O ] ).
Si f est dérivable en X, alors la courbe Cs admet au point
Mo(Xo,f(Xp)) une tangente Ty d’équation : ...............

T, a pour vecteur directeur U= ...

‘ f'(x0)
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Application N°1

1) Par lecture graphique, déterminer £’-2), f(0), f’(1) et f’(2)
2) Donner une approximation affine de f(-2,001) , f(0,0001)
et £(1,999)
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Application N°2

1

1) Donner une approximation affine de (1+ h)?
pour h voisin de 0.

1

2) En déduire une estimation des réels (1,0000000002)? et
1

(0,9999999998)2
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2

f(x) ==

NE

Soit la fonction f definie par : | o) _g

si Xx=0

.

a) Préciser Dx.

b) Etudier la dérivabilite de f en 0. Que peut-on conclure pour
la continuité de fen 0 ?

c) Enoncer le théoreme concernant la relation entre la
continuité et la dérivabilite.

d) La réciprogque de ce théoreme est elle vraie ? donner un
contre exemple.
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— w2 _ _
Soit f la fonction deéefinie par F(x)=x2—-17+2 ‘X 3‘

a) Etudier la dérivabilite de f en 3.
b) Interpreter graphiqguement les resultats obtenus.

c) Tracer la courbe C; dans un repere orthonorme.
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Théoréeme

Completer
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et
Xo€el.

f est derivable en x; si et seulement si
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Théoréeme

Compléter

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et

Xo€|.

f est derivable en Xo si et seulement si

f estdérivableadroiteen x,
f estdérivablea gaucheen X,

\f(;l (Xo) = fg; (Xo)

-
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Soit f la fonction définie par g =0i=2)+ \/‘X2 _4‘
a) Etudier la dérivabilité de f en 2.
b) Interpréter graphiquement les résultats obtenus.
c) Etudier la dérivabilité de f en -2.

d) Etudier les branches infinies de la courbe C de f.
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Dans la figure ci-contre on
a represente une fonction f
dans un repere orthonorme.

Compléter: 7 7 T 713
1) ) Df T S AR N
2)a) f'@)= ... b) 1O=
C) f.0= .
d) f est elle déerivableen 07 .......... Justification:
f(x)+1

3)a) M= = ...

b) f est elle dérivable a gaucheen 1?7 ...... Justification:

f(x)+1 . f(x)+1

4) a) xil(r—qr X+l = - D) xLI(IH)‘ X+1 —

5) La courbe de f admet trois asymptotes; déterminer leurs equations.
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Dans la figure ci-contre on
a represente une fonction f
dans un repere orthonorme.
Completer:
1) ) Ds= IR\{3}
2y a)f'4)=-1 b) (0=
¢) F4(0) =3
d) f est elle dérivable en 0? non Justification:f’q(0) #f’4(0)
. f(x)+1

3) a) ll—ql X =1 =0

b) f est elle derivable a gauche en 1? non Justification:discont

. f(x)+1 . f(x)+1

4) a) xll(r—qr x+1 =0 b) XLI(I‘_T})_ X+1 =
5) La courbe de f admet trois asymptotes; déterminer leurs équations.

y=-x-1,x=3ety=-2

Cours élaboré par le prof: Chouihi




Interprétation géométrique
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Interprétation géométrique

A /
/N /Y
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1. Fonction

dérivée
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1) Définitions

e Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | .

festdite dérivable SUr T SSt ...ovvneeneeeee e,

e Soit f une fonction définie sur [a,b], a et b réels finis.

SUTIT T I T I C R I I T LTI IO T

f est dite dérivable sur [a,b] ssi

e Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. On
appelle fonction dérivée de f et on note f’, l1a fonction de I

dans | qui a tout xel associe le nombre derivee f ’(x).
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1) Définitions

¢ Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | .
f est dite derivable sur I ssi elle est dérivable en tout point de |
e Soit f une fonction définie sur [a,b], a et b réels finis.

(f estdérivablesur Ja, b[

f estdérivableadroiteena
f eSt dlte dél’lvab|e Sur [a,b] SS' f est dérivab|eagauche en b

¢Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. On
appelle fonction derivee de f et on note f °, la fonction de I

dans | qui a tout xe1 associe le nombre deérivee f ’(x).
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2) Fonctions dérivées usuelles

Completer le tableau suivant:

Fonction f

Intervalle

Fonction dérivée f°

0

ax +b

X", neIN\{1}

x" nelN

Jx

]
X

ax+b
CX_}_d,ad—bC#O

sin(ax + b)

cos(ax + b)

tan(ax + b)
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2) Fonctions dérivées usuelles

Completer le tableau suivant:

Fonction f Intervalle Fonction dérivée f’
a IR 0
ax + b IR a
X", neIN"\{1} IR nx™!
X", nelN” ]-00,0[ ou ]0,+o0[ -nx 1
N% 10,+00[ 1/ 2vx
1 ]-o0,0[ ou ]O,+oo] -1
X X2
ax+b —d ad —bc
cx+d,ad—bc#0 J-0, ¢ [ ou (cx +d)2
c 20 ]_Cd ’+OO[
sin(ax + b) IR acos(ax+hb)
cos(ax + b) IR -asin(ax+b)
tan(ax + b) tt int < Df a/cos?(ax+b) = a(1 + tan?(ax+h))
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3) Opérations sur les fonctions dérivées

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I ;
compléter le tableau suivant :

Fonction | Condition| Fonction derivee Exemple : f(x) =
u+v sin2x — x°
au + Bv 2_4\/;
X
u.v X2.COSX
1 1
— sin(2x +3)
u
u X2—-3x+1
— 2X?+4xX -3
V
Ju IX2+x+1
u", sin’x
neIN\{1}
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3) Opérations sur les fonctions dérivées

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I ;

compléter le tableau suivant :

Fonction |Condition| Fonction dérivée Exemple : f(x) =
u+v u +v’ sin2x — x3
au + pv au’+ Bv 2_ i
X
u.v u’v + uv’ X2.COSX
1 u(x)=0 —u' 1
— — sin(2x +3)
u u2
u V(Xx)=0 u'v—-uv' X2-3x+1
— 2X2+4x -3
\Y; V2
Ju x>0 o) X2+ x+1
u", nu’u™! sindx
neIN\{1}
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4) Dérivées successives

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |.
La fonction derivee f * de f est appelée la dérivée premicre de f.
Si la fonction f * est dérivable sur I alors sa fonction dérivée est
appelée fonction derivee seconde de f et on note

(f’) = ou f®.
S1 177 est dérivable sur I alors sa fonction derivée est appelce
fonction dérivée troisieme de f (ou derivee d’ordre 3)
et on note (f>°)’ = {9,
Ainsi, si "™ est dérivable sur | on note f = (f"%)’
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Exercices N°4 —5 — 6 page 71

Exercice N°4
Déterminer, dans chacun des cas, les dérivees successives de f:

1) f(x)=x>—-2x3+3x+4
2) f(X) = cosx
3) f(x)=sin(2x)

Exercice N°5
Déterminer une fonction polyndéme de degré 3 telle que:

f(1) = (1) = (1) = fO(1) = 1
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Exercices N°4 —5 — 6 page 71

Exercice N°6
1) Calculer les dérivées d’ordre 3 des fonctions f et g
définies par: f(x) = 1 et g(x) = L

X-1 X+1
2) Soit h la fonction définie sur IR \{-1, 1} par h(x) =

x2-1
a) Montrer gqu’ils existent deux réels a et b tels que pour
tout réel x de IR \{-1, 1}, h(x)= £ b
X+1 x-1

b) En déduire la dérivée d’ordre 3 de h.
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III. Deérivabilite des

fonctions composées
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Soit u une fonction definie sur un intervalle
| contenant X, et v une fonction définie sur
un intervalle ouvert J contenant u(x,).

On suppose que u est derivable en x, et que
v est dérivable en u(x).

Montrer que vou est derivable en x,, et
déterminer (vou)’(X,).
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u est dérivable sur | v est dérivable sur J

vou est dérivable sur |

(vou)' = u'xv'ou
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Théoréme

Soit u une fonction définie sur un intervalle
ouvert I contenant un réel x, et v une
fonction définie sur un intervalle ouvert J
contenant u(X,).

Si u est dérivable en x; et v est dérivable

en u(x,) alors

la fonction vou est dérivable en x,

etona: (vou)’(X,) = u’(Xy) x vV’(u(Xy)).
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Corollaire

Si u est dérivable sur I et v est dérivable

sur un intervalle J contenant u(l) alors

la fonction vou est dérivable sur I

et on a:

(vou)’ = u’ x (v’ou)
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Application

Soit f lafonction definiesur }E , E[ par: f(X) = LR
3 2 Jtan2x —1
1) On pose V(x) = ——— x €]l +oc]
x2-1

Montrer que v est dérivablesur ]1, +oo[
et calculer v'(x)

2) Montrer quef est déerivablesur E , g[

et calculer f '(x).
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IV. Théoreme des

accroissements finis
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Soit f la fonction définie sur [-1,3] par
f(x) = x> — 2x. A et B sont les points de la
courbe ~de f d’abscisses respectives -1 et 3.

Montrer qu’il existe un réel ce]-1,3][ tel que la

tangente a ~ au point d’abscisse ¢ soit
parallele a la droite (AB).

Cours élaboré par le prof: Chouihi



_—
o

Cours élaboré par le prof: Chouihi

W



Théoreme de Rolle

Soit f une fonction définiesur|a,b| (a < b)

f estcontinuesur [a, b]

Si < f estdérivablesur [a, b
f(a) =1(b)

alorsilexistec € |a, b| telquef ‘(c) = 0
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Interprétation géométrique

Avec les conditions du théoréme de Rolle, la
courbe C de f admet au moins une tangente
parall¢le a 1’axe des abscisses.

T g
| I
I 31
| 1
| 1
| T Cf
| 1
| 1
| n
I 4
I 1
|
:ll: e
2| 1 ST\
T \'._
". TN .'
4 f
\ =1 1 |
1 % |
- II-I II
- I'Il. IIII
27 N/
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Application

On consideére la fonction f définie par :
f(x) = (x+2)(x+1)(x - 1)(x - 2)

Montrer que I’équation f ’(x) = 0 admet, dans IR,

exactement trois solutions.
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Soit f la fonction définie sur [-2,4] par

1 5
fX) ==x3—x*-x+—=.
() =3 X+3 |
A et B sont les points de la courbe “def

d’abscisses respectives -2 et 4.
Montrer qu’il existe un réel ce]-2,4[ tel que la
tangente a ~ au point d’abscisse ¢ soit

parallele a la droite (AB).
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Lal
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Théoréme

Soit f une fonction définiesur|a, b| (a < b)

. f estcontinuesur|a, b]
i <

f estdérivablesur Ja, b|
alorsilexistec e |a, b| tel que : f(b) - f(a) =f '(c)(b-a)
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Interprétation géométrique

Avec les conditions du théoréme , la courbe C
de f admet au moins une tangente parall¢le a la
droite (AB), ou A et B sont les points
d’abscisses respectives a et b.
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Application

Soit f la fonction definie par
f(X) = (X+1)v4—x?
Montrer quel'équation f '(x) = —1 admet,

dans |0, 2| ,au moins unesolution.
Interpreter geometriguement.
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V. Inégalité des

accroissements finis
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Théoréeme

Soit f unefonction définiesur|a, b];
met M deuxreels.

 estcontinuesur|[a, b]

Si 1 f estdérivablesur |a, b|

‘pourtoutx € [a,b[,m <f'(x) <M
alors m(b—a)<f(b)-f(a)<M(b-a)

ours élaboré par le prof: Chouihi




Application (exercice N°13 page 72)

Soit f la fonction définie sur [E, g|,pm‘
1 . T
slx#—,
f[:’i}=* tan x 2
0 §ix = —
2
. T T
1. Montrer que f est dérivable sur [E, E]_
2. Montrer que pour tout rliE[E g],
-2<f'(x)<-1.
T T
3. En déduire que pour tout }LE[E E[,
E—E:{_l L.:mx{__ﬁ
2 tan x 4
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Application (exercice N°37 page 75)

Soit la suite (uy ) définie pour tout entier

c e 1 1
naturel n supérieur a | par u_ =1+—3+—3+.-.+—3,
27 3 n

|. Montrer que (u,, ) est croissante.

2. Soit la fonction f définie sur |0, +co| par

F(x) =5

x

a. Montrer que pour tout k de [1, + o[,

Z < — + {i‘
[k+l]3_F[k] F(k+1)<

b. Montrer que pour tout entier naturel n supeérieur a 1,

1 | 3 1

____'I_'I —

2 % 7 2 2
¢. En dédwire que I[uu} est majorée.

d. En déduire que {un] st convergente et donner un
encadrement de sa limite.
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Corollaire

Soit f unefonctiondéfiniesur un intervallel;
k un reel strictement positif.

~ (f estdérivablesur |
Sl <

‘pourtoutx e 1,|f(x)| <k

alors pourtousréelsaetb del
f(b)—f(a)|<k|b—a
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Exercice

Soit f la fonction définie sur R par: f(x)=—x+v/x* +8
1) Dresser le tableau de variation de f.
2) Determiner les branches infinies de la courbe C de f.
3) Tracer la courbe C dans un repere orthonorme .
On prendra 2cm pour unité graphigue.
4) a. Demontrer que : Vxe[l,2]ona:1<f(x) <2
b. Etudier le sens de variation de f ’* sur [1,2].

En deduire que |f ’(X)| < % , Vxe[1,2].
c. En déeduire que pour tous x ety de [1,2] on a :

2
f(y) - f01 < S Iy -
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VI. Point

d’inflexion
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Soit f la fonction définie par f(x) =x3+ 2x -1

1) Dresser le tableau de variation de f.

2) Déterminer les branches infinies de la courbe
C def.

3) a) Déterminer une équation de la tangente A a
la courbe C en son point d’abscisse 0.
b) Etudier la position relative de C par
rapport a A.

4) Tracer A et C.
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Soit f un fonction définie sur un intervalle ouvert I et a
un réel de 1.

On dit que le point A(a, f(a)) est un point d’inflexion de
la courbe C; lorsque C;traverse sa tangente au point A.
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Théoréeme

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle
ouvert I et a un réel de 1.

Si la dérivée seconde £’ s’annule en a en changeant de
signe alors le point A(a, f(a)) est un point d’inflexion de

la courbe C;.
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Demonstration

Rappelons d’abord que C; et la tangente A a C; au point
A ont pour équations respectives: y = f(x) et

y = (a)(x—a) + f(a)

Posons ¢(x) = f(x) — f’(a)(x —a) — f(a)

@’(X) =1(x)-f’(@a) donce¢’(a)=0

¢’ (x) =1”(x) donce”(a)=0

Deux cas se présente pour le tableau de variation de ¢
Dresser ces tableaux puis conclure.
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