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‘ Exercice N°1 \
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Dans la figure ci-dessus on a representé une fonction f dans un repere orthonormé.
1) a) Préciser le domaine de définition D de f.

b) Peut on parler de continuité de f en 2? Pourquoi?
2) a) La fonction f est elle continue en (-1)? a droite en (-1) ? et a gauche en (-1)?
b) La fonction f est elle continue en 4? a droite en 4 ? et a gauche en 4?

limf(x)

3) a) Déterminer ,_,»
b) f est elle prolongeable par continuité en 2? Si oui préciser son prolongement.
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4) Déterminer 1M T, Tim 100, im T(x) im ().

5) a) Déterminer les images par f de chacun des intervalles: ]-oo, -1[ ;
[-1,4] et [4,+o0].
b) Déterminer I'ensemble des antécedents par f des réeels de l'intervalle ]- 3 ,1].
6) On deésigne par g la restriction de f a I'intervalle [-1,4].
Reproduire sur votre copie la courbe de g puis construire,
sur la méme figure, la courbe de la fonction h définie par h(x) = — g(x) +1
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Soit f 1a fonction définie par:

Vx+2-2
six > 2
X—2
2x3 —11x* +23x — 18
f(x) = ix < 2
8x2 — 20X + 8 SIX
1 ,
4 Sl X =

1) Montrer que f est continue en 2.
2) Etudier la continuité de f sur IR
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Déterminer le domaine de définition D de f et calculer les
limites aux bornes de Ds dans chacun des cas suivants :

Jx2 -9 —7x JX+1-2

a)f (x) = o b)f(x):\/x+6—3
X +3-+/3x+1
Ol

A)f (X) = VX2 +5X +6 — (X +3)

e)f (X) = \/x +X° =X -1-XX+1

élaboré par le prof: Chouihi




=

Calculer les limites en 0 des fonctions suivantes:

V1+sinx—v1—sinx
tanx

1/ f(x) =

5/ f(X) _ tanxx—gsinx

3/ f(x) = V2—+/1+cosx 4/ (x )_x sin2x

sinx X—sin3x
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Calculer la limite de f en a

1-sinx—cosx T
1/ f(x) = a=—
() 1-sinx+cosx '’ 2
sin3x T
2/ f(X) = a= 2
1-2cosx 3
tanx T
o= S g T
1-sin2x 4
2cosx—1 T
4]/ f(x) = a=-—
() cos’x—sin?x+5cosx—-2 '’ 3
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Calculer les limites suilvantes:

sin[m(x—E(x)]

1/ lim
x—0 X
dlim -t 3

x4+ X2—-9x+20  x-2

2 .1
3/ lim XX TR (helN, n>1)

x—1 x—1
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Il. Critéres de comparaisons

(limites et ordre)
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NB:
Dans tout ce qui suit, f, g et h sont des fonctions
Deéfinies sur un intervalle ouvert I et x; €l

(éventuellement x,e{-o0, +oo} et dans ce cas |
sera ]-o, af[ ou ]a, +of o a€lR)
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Théoreme N°1

‘pour toutxel, f(x)=>0
T -
SNlimfx)=¢, 21RO £20
| XX
Application: |
Interpreéter la courbe ci-contre EISReTR /\‘/\ SEERES
conformément au théoréme
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Corollaire N°1

Ct

~[pour toutx e I, f(x) > g(x)
2 - limf()=£et limg)=¢
Application:

Interpréter la courbe
cl-contre conformément
au théoréeme

a1
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Théoreme N°2

~[pour toutx e I, g(x)<f(x) <h(x) |
Si 9 Jim g(x) = lim h(x) = ¢ alors Wmi(x) = ¢
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Application N°1

X +COS X
On pose f(X) = "ox+1

1) a) Montrer que pour tout x > 0, on a:

X—1 <f(x) < X+1
2X+1 2X+1
b) En deduire lim £ ()
2) Calculer lim £(x)

X —00
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Exercice

1/ Calculer limx. E(x — i)

x—0

2/ On pose f(X) = (1 — E G)) sinx

Montrer gue f est prolongeable par
continuité en 0
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Exercice (solution

limx. E(x — —)
x—0
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Exercice (solution

limx. E(x — —)
x—0
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Exercice (solution

limx. E(x — —)
x—0
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EXxercice (solution) 1
f(x) =|1—E (—) sinx

X
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Corollaire N°2

~[pour toutx e I, |f(x)|<g(x)
S 9 Jim g(x)= 0

alors limf(x)=0

XX
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Application N°2

1
On pose f(x) = X*sin(>)
a) Montrer que pour tout X £ 0, on a:

| T(X) < X2

X0
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Théoréme N°3

‘pour toutx e l, f(x)<g(x)
lim g(x) = —o0

| XX

Si <

Ct

alors lim f(x) =—o0

XX
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ApplicationN°3

On pose f(X) = —x2+3+cosx
a) Montrer que pour tout XxelIR, on a:
X2 +2 <f(X) <-x2+4

b) En déduire lim f(x)et Ilim f(x)

X——00 X— 400
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Théoreme N°4

‘pour toutx e l, f(x)=g(x)
lim g(x) = + o

| XX

Si <

alors lim f(x) = +o0

XX
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ApplicationN®°4

_x+4 . 1
On pose f(x) === +sin(")
a) Montrer que pour tout xelIR™, on a:

X+4 < F(X) < x+4
X2 X2

+1

X0
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1 y=1+(x+4)/x>

2T
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[11. Fonction composée
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1. Activité N°1

On pose u(x) = 2L et v(x) = sinx

x—3

On pose f(x) = v(u(x)) et g(x) = u(v(x))
1) Exprimer, en fonction de X, f(x).

2) Exprimer, en fonction de X, g(x)

3) A-t-on: v(u(x)) = u(v(x)), pour tout xelR?
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2. Définition

Soit u une fonction définie sur un intervalle I
et v une fonction définie sur un intervalle J tel
qgue u(l) < J.

On appelle fonction composée de u par v, la
fonction notée vou et définie sur I par :

vou(Xx) = v(u(x))
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Application N°5

1) Soit u et v les fonctions définies par u(x) = 1 —sin2x et v(x) = /x
On pose f = vou et g = uov

a) Exprimer f(x) en fonction de x puis déterminer Df

b) Exprimer g(x) en fonction de x puis déterminer Dg

c) A-t-onf=g?

2co0s?x+3
5cos2x—7

2) On pose f(x) =

Décomposer f sous la forme vou ou u et v sont des fonctions que
I’on précisera
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*Si u est une fonction continue en un réel aetv
est une fonction continue en u(a) alors la
fonction vou est continue en a.

*SI U est continue sur un intervalle | et v est

continue sur u(l) alors la fonction vou est
continue sur 1.
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Application N°6

En écrivant f sous la forme de composée ,
déterminer les intervalles sur les quels elle est
continue.

1) f(x) =cos(x*+3x-5) W8

2) f(x) = V1—Ccosx <]

3sinX+7 -

T
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f(x) = v/1—COoS X
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f(x)

_3sinx+7
SINX+ 2

HN\“H«-___‘____ ERBRRE fﬁﬁ : I d_ﬂ_r-ﬂ"ff’ﬂ H‘HH“——______ _d-——ffffr_\-\\
Eeases Cf 3 H A H
— ; h()=(x+7)/(x+2)
\".
1 1
\
oI
ooy

\ " g(Xx)=sinx

Cours élaboré par le prof: Chouihi



4) Théoréeme

Soit u et v deux fonctions, a, b et c trois reels
( finis ou Infinis)

limu(x)=b

alors limvou(x)=c

limv(x)=c X2

L X—b
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Application N°7

1)On pose f(x) = (X+ 1)sin(xi+1)

Calculer lim f(x)

X>+00

2)On pose g(x) =tan( o )
4X+ 3

Calculer Iim g(x)

XF—>+00
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f(x)=(x+ 1)Sin(xi+1)

i

Cf

||||||||||||
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Exercice

Dans la figure ci-contre est
représentée une fonction f
définie sur IR

Déterminer:

im £E2) . tim £2) | limxef(=)
X —00 X+ 3 X+ X X0 X2
limf(l—cosx) , limf(C2X+3

X7 x—>3 X2—HX+0
- 1—cos[f(x)]
X2 [f(x)] 2
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V. Image d’un intervalle par une

fonction continue et strictement

monotone
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Dans chaque figure représenter graphiquement, si

c’est possible, une fonction f définie sur un

Intervalle [a, b] (a < b) et satisfaisant aux conditions

indiquées ci-contre ; préciser en plus f <[a, b]>.
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Figure N°1

+ A :'| + + + + + +
* L * f est continue sur [a, b]
+ L * f<[a,b]> est un intervalle
\ T . ... * Completer :
f<[a,b]>= ...
X
¥ & 1 ¢ —
g b
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Figure N°2

' M :"I * ¥ * + + *
+ C e e e e * f est n’est pas continue
+ + + + + * + Sur [a’ b]
1 * f<[a,b]> est un intervalle
¢ * Completer :
& s 1 . }_ .
a f<[a,b]>= ...
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Figure N°3

+ A :'| + + + + + +
; e e e e * f n’est pas continue

sur [a, b]

* f<[a,b]> n’est pas un
S intervalle
1 ; :
PR *— * Compléter :
y f<[ab]>= ...
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Figure N°4

' A Y * * * + + *

* L * f est continue sur [a, b]
* f<[a,b]> n’est pas un

Intervalle

+ 1 + + + * + * )

* Compléter :
= B 1 } } } > B . x}_ f<[a1b]> — ¢ oo
g h
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Théoréeme (admis)

L’image d’un intervalle par une fonction continue
est un intervalle

NB: La continuite est une condition suffisante et
non pas nécessaire! (figure N°2)

Contre exemple: Tt
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Théoréeme (admis)

L’ image d’un intervalle fermé par une fonction
continue est un intervalle fermé.

NB: L’image d’un intervalle ouvert par une
fonction continue n’est pas nécessairement ouvert!

Contre exemple:
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Théoreme des valeurs intermeédiaires

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a, b]
alors pour tout réel A, compris entre f(a) et f(b), il
existe, au moins cefa, b] tel que: f(c) = A

Cours élaboré par le prof: Chouihi




NB: Le théoreme des valeurs intermediaires assure
I’existence de ¢ et non pas I’unicité!
|_unicite peut €tre assuree par la monotonie stricte

de f.

- f(a)
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Soit f une fonction continue sur [a, b] et
solent o et B deux réels strictement positifs.
Montrer qu’il existe au moins un réel ce|a,b]

tel que I’on ait : af(a) + Bf(b) = (a+3) f(C).
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Corollaire

Soit f unefonction définie
surun intervalle[a, b:

f estcontinuesur|a, b]
f(@a)xf(b)<0
alors 1l existe, au moins,

Sl ¢

unréelc |a,b]
telque f(c) =0
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Soit f une fonction continue sur [a,b] et a

valeurs dans [a,b] (a < b)

1) Montrer que 1’équation :f(x) = x admet
au moins une solution ae[a,b].

2) On suppose que f est derivable sur [a,b]
et que : Vxela,b], f'(x) <.
Montrer que a est unique.
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Solent f et g deux fonctions

continues sur [a, b] tel que :
f(a) < g(a) et f(b) > g(b)

Démontrer P’existence d’un reéel

cela, b| tel que : f(c)=g(c).

ours élaboré par le prof: Chouihi



Exercice N°4

2
(x+1)?
admet au moins une solution dans IR

Montrer que I’équation: cosx =
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Exercice N°4

2
(x+1)?

admet au moins une solution dans IR
® f(x) = cos(x) ;

Montrer que I’équation: cosx =

2
(x+1)°

2
(x+1)°

® s(x) =

® h(x) = cos(x)—

S

Va
-/1W567 9 101
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Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1.

Si pour tout x €l, f(x) # 0 alors f garde un signe

constant sur |

Démonstration: traiter a titre d’exercice
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Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone

f est continue et strictement croissante sur un intervalle |

Intervalle I Image de Iparf

[a,b]
1a, b
la,b]

[a, +oof
IR

]-0, D]
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Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone

f est continue et strictement croissante sur un intervalle |

Intervalle I Image de Iparf

[a,b] [f(2),7(b)]
la, b[ ]lirpf,l%)tpf:
Ja,b ] lggrn f,f(b)]
[, +oof [f(a), lim £ |
IR ]l_igolf,lJirgf[

]-00, b] ] l_lgol f,f(b)]



Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone

f est continue et strictement décroissante sur un intervalle I

Intervalle I Image de Iparf

[a,b]
1a, b
la,b]

[a, +oof
IR

]-0, D]
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Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone

f est continue et strictement décroissante sur un intervalle I

[a,b] [f(b),f(a)]

]a, b[ ] imf, lim f]
b Gl
Ja.b [f(b), lim ]
d
[a, +oo ]lim f.f(a)]
IR ]limf,l_imf[

1-o0, b] [f(b), lim |
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Théoréme (admis)

Soit f une fonction définie sur un intervalle de 1a forme
[a,b[ (b finie ou Infini)

*Si f est croissante et majorée alors elle possede une
limite finieen b

*Si f est croissante et non majorée alors [IMT(X) = +co
*Si f est décroissante et minorée alors elle posséde une

limite finieen b

*Si f est décroissante et non minorée alors Iirrg f(X) =—o0
X
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