L_es nombres complexes

Cours élaboré par le prof: Chouihi



|. Définition et

propriétés

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Activité N°1

Résoudre dans IR chacune des
¢quations d’Inconnue z suivantes :
a)2z2>-52+2=0
b) 322+ 43 z+4=0
c)z2—z+1=0

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Activite N°2

On considere I’équation, d’Inconnue z,

(E): 2+/3z+ 1=0
a) L’équation ( E ) admet elle des solutions réelles ?
b) En admettant qu’il existe un nombre imaginaire, noté i,
vérifiant I = -1, déterminer les solutions z, et z, de
I’équations (E ) .
c) Les solutions z, et z, sont elles des nombres réels?

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Définitions

|l existe un ensemble appelé ensemble des nombres

complexes, noté (C , vérifiant les propriétés suivantes :

1. L’ensemble (C contient I’ensemble des nombres réels R

2. 1l existe dans (C un élément noté i tel que i2 = —1.

3. L’ensemble (C est muni d’une addition et d’une
multiplication, qui vérifient les mémes propriétés que
I’addition et la multiplication dans IR .

4. Tout élément z de (C s’écrit de facon unique sous la

forme z =x+ 1y, ou x ety sont deux réels.
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Vocabulaires

L'écriture z = x + 1y (X et y réels) est appelée
forme algébrique ou cartésienne de z

* Le réel x est appel¢ partie réelle de z et on le note
Re(z)

* Le réel y est appelé partie imaginaire de z et on le
note Im(z)

* 7 est réel s1 et seulement s1 Im(z) =0
* 7 est Imaginaire si et seulement si Re(z) =0
* 7 est Imaginaire pur si et seulement si Re(z) =0

etiIm(z) #0
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Activité N°2

Compléter le tableau suivant

5+ 8i
-2 13
111
..+ 0 -5
-14
0

15 ..... -12

Cours élaboré par le prof: Chouihi



1/ Calculer: (1-1)%(1-1)3 (1-i)*et(1-i)*
(nelIN).

2/ Mettre sous forme algébrique

al 5-71)+(-15+231);(5+31)(8-71);
(-1+121)(13-21);(3+4i)?;

1 1 1 1
b/ =, —; =y :
. 141 3—-41 -—-2431
. ) ; ) ]
7+21 1+1 1-71 5421 5—-21
C/ 21: . 22:(_.) + . 23: ] + ;
3—1 2—1 3+41 1-1 141
1-i 2+4+3i 1+ia ,
; et (a réel)

1+i ' 3—-4i 1-ia

3/ Vérifier les résultats obtenus avec votre calculatrice.
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N.B:

]l n'y a pas d'ordre C dans (et par consequent
un nombre complexe n'a pas de signe)

*Les calculs dans C s'effectuent de la mé€me
maniere que dans IR en remplacgant, chaque
fois que le cas se présente, 1% par -1

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Prorieéteés

Solent z et z’ deux nombres complexes.
Onposez=x+l1yetz’=x"+1y’avecx,y, X’ ety’réels
1/ Déterminer, en justifiant, I’€criture algébrique:
Z+27° =

2.2’ =

ZI

2/ Compléter
=3 R=

=7 &

2>+ 727 =

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Prorieéteés

Solent z et z’ deux nombres complexes.
Onposez=x+l1yetz’=x"+1y’avecx,y, X’ ety’réels
1/ Déterminer, en justifiant, I’€criture algébrique:
z+77=(X+X)+i(y+y’)

2.27 = (XX’ —yy’) + I(Xy’ + yX’)
22 =X*-y* + 2ixy
1 X

e e Lx2+y (pour z = 0)

z xx'+yyr . (xy'=x"y)

T R (pour 2’ # 0)
2/ Compléter

Z=0e=x=0ety=0
2= Xx=xety=y’
22+722=(z+12°)(z2—-12)
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Résoudre, dans C | les €équations suivantes :
a)3z+12—-3-51=22—-1z+4 -1
b)2z+7+21=52+1-4i
C)iz+2z-5+1=(4—-1)z+7-3I

d)22+1=_1+§i
Z—2 2 2
e)z2-4z+7=0

fyz2—4i1z—4-21=0

Cours élaboré par le prof: Chouihi



II. Interpretation

géometrique

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Théoréme et définition

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, oI, Gf)

* Atout nombre complexe z = x + 1y tel que x et y réels
on associe un unique point M(x, y) du plan P.

« Atout point M(X, y) du plan P, on associe un unigue
nombre complexe z = x + 1y tel que x et y réels.

* Le point M est appele image de z, on écrit M(z).

* Le nombre complexe z est appel¢ affixe de M, on écrit
aff(z) ou z,,

* Le plan muni d’un repére orthonormé direct est appelé
plan complexe.

Cours ¢élaboré par le prof: Chouihi



Activité N°3

1/ Placer, dans le repere orthonormé direct

(O, 0i,0)), les points A, B et C d’affixes

respectifs3—2i,4 +ietl+2i.

Quelle est la nature du triangle ABC ? I

2/ Déterminer les affixes des points : E = A*B, il it
F=A*Cet K=B*C R ERRRRERRREA

3/ Déterminer Iaffixe du point: S
a) G centre de gravité du triangle ABC.
b) D telle que le quadrilatere ABCD est un

parallélogramme.

4/ Déterminer 1’affixe du vecteur :

a) u=AB+2CD-3BC

b) v=4AD-BD+5BC

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Déterminer 1I’ensemble des points M(z) tel que :
1) A(1) , M(2) et M’(1+z°) soient alignés.
2) A1) , M(2) et M’(iz) soient alignés.

Cours élaboré par le prof: Chouihi



III. Conjugue d’un

nombre complexe

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Le conjugué du nombre complexe z = x + iy, avec x et y
réels, est le nombre complexe X — Iy, noté z
Ainsisiz=xt+iy,x ety réels alors Z=Xx-1y

Exemples:

3+ 20 = 3—2i =
—5—4i = 12i =
-32 = 0=

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Propriétés

Compléter : Pourtous nombres complexes z et z'

g 2T EZ = N2 =i

*747=... et z-7=..
*Re(z)=... et Im(z)=...

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Propriétés

Compléter : Pourtous nombres complexes z et z'

X7 =7 X7 L7 =747 X772 =77

- z. 7
*2" =7 nelN* *(—)==,2'#20
Z Z'

*2+4z=2Re(z) et z-z=2ilm(z)
*Re(z)zzgz et Im(z)=22_iz

Cours élaboré par le prof: Chouihi




Propriétés (suite)

*|z est réel| < [....

*|z est imaginaire| < [....

*|z est imaginairepur| < [....

*7=0c=272=...

*Siz =x +1y alors «

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Propriétés (suite)

*[z est réel] < [z =17]

*[z est imaginaire] < [z = 7]

*[z est imaginairepur] < [z =z et z 0]
*2=0<2=0

7+7=2x

*Siz = x +iy alors { z—z = 2iy

27 = X%+ Y?

Cours élaboré par le\prof: Chouihi




Soit z = x +1Iy un nombre complexe distinct de -1, (x ety
sont des reels). On note M le point du plan d'affixe z.

1Z
onpose:Z= 7.1.
1) Exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de Z
en fonction de x et y.

2) En déduire I'ensemble E des points M tels que
Re(Z) = 0 et I'ensemble F des points M tels que Im(Z) = 0.

Cours élaboré par le prof: Chouihi



1) Résoudre dans C :
a)z2—-3z+2=0 b)z2—z+1=0

2) Déterminer et construire 1’ensemble des points

M(z) tel que : ZZ+(2+2) =0

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Cours élaboré par le prof: Chouihi



IV. Forme trigonométrique et

forme exponentielle d’un nombre

complexe

Cours élaboré par le prof: Chouihi



1. Module d’un nombre complexe
Définition
Le module du nombre complexe z = x + 1y, avec x et y réels,

est le réel positif noté |z| et défini par: |z| = \/ x% + y°
Si M est I’image de z alors |z| = OM

Exemples:
[4+3i| = 14— 3i| =
| —4 31| = 11+ 1] =

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Activite N°3

Dans le plan est muni d'un repére orthonormé (0,01,0J)
on a placé le point M d'affixe z.

a) Placer les points Ml(f), Mj(-2) 1.
et Mg(—Z).
b) Compléter:
o [Les affixes des points M et N sont conjuguées] <
[Les points M et N sont symeétriques par rapport a

e [Les affixes des points M et N sont opposees] <
[Les points M et N sont symeétriques par rapport a

c) Comparer |z|, |-z| et | -z| I

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Propriétés

Completer,en justifiant :
Pour tous nombrescomplexeszetz',toutn e IN*

*7=0= ... AL =
*zl=1l 2722 =... 7=,
, 1
*\zz — o st z20
7
Zl
* | = z=0 Z"| =
Z

* <lz+zl<
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Propriétés

Compléter, en justifiant :
Pour tous nombrescomplexeszetz',toutn e IN*
*12l=0«<=2z=0 *77 =72

*7l =177 =1 <:>E:}

1
*|zz'|H z].|z'| o £ ,Z2#0
z| |z]

Ll

Z' Z'
—:u ,Z2#0
Z

* lz|-|z'|| < [z+2' | z|+| 2"

Cours élaboré par le prof: Chouihi




Soit z, et z, deux nombres complexes
de modules 1 et tel que: z,z, # - 1.

_ L, +7, . 7,17,
Onpose: 1+zz, €t 1+2,2,
1) Montrer que Z est reel.

2) Montrer que Z' est imaginaire.

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Déterminer et construire 1’ensemble des points M(z)
tel que:

1/ [z+3-i|=+2 2/ |z — 3 +2i| = |4 - 3|
3J|z+1 —i|=5 4/ iz + 3 — 5i| = 2

5/ |z+1-3i| = |z -2 +i| 6/ |zl =] =1 -z

7| =1 8/ |z-if + |z + i =4

9/ z° + 74 =0 10/ z + Z = |Z]

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Déterminer I’ensemble des points M(z) tel
que :

4 &
a) z+— soitréel
Z

h) (z-2i)(z-1) soit réel

c) (z-2i)(z-1) soit imaginaire pur.
d) [z+1] = |z] + 1

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls, M et
M’ leurs Images respectives dans le plan complexe.
Etablir I’équivalence:

z+2’|=|z| + |2’| < M’e[OM)

Cours élaboré par le prof: Chouihi



2. Argument d’un nombre complexe

Le plan est muni d'un repere orthonormé direct
(0,0l1,0J)

Deéfinition:

Soit M un point d'affixe z non nul, on appelle
argument de z toute mesure en radians de
I'angle (OI,OM)

Ainsi, si 6 est une mesure en radians de
(O1,0M) alors on ecrit: arg(z) = 6 [27].

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Application

Compleéter

earg(3) = arg(-5) =
arg(x) = {

earg(8l) = arg(-71) =
arg(yi) = |

o[z est un réel non nul] < [arg(z)=.........
o[zecR ] < [arg(z)=.........

o[zeR | & [arg(z)=.........

o[ z est Imaginaire pur] < [arg(z) = ...........

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Activité N°4

Reprendre l'activite N°3 pour determiner
en fonction de arg(z): arg(z) ; arg(-2) ;

arg(-z) et arg(kz) (k réel non nul).

\J

Cours élaboré par le prof: Chouihi



3, Forme trigonométrique

N.B: Dans tout ce qui suit, le plan est muni d'un repere
orthonormé direct (0.,01,0J),

1. Définition

Soit z un nombre complexe non nul, 6 désigne un
argument de z. L'écriture: z = |z|(cosO + isin®) est
appelée forme trigonometrique de z.

Sir=|z|et 6 =arg(z) [2r] alors on écrit z = [r,0]

(écriture polaire).

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Activité N°5

Soit z un nombre complexe non nul.
On suppose que z = x + 1y et que z = [r,0]
Exprimer x ety en fonction de r et © puis

en déeduire cosO et sin@ en fonction de r, x
ety.

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Application

a) Donner la forme trigonometrique de:
1+1:-1+1v:;2V2 - 216

b) Donner la forme algébrique de:

27 5T
z1=[2, 3]etz, = [\/E’T]

Cours élaboré par le prof: Chouihi



4. Forme exponentielle

Définition

e nombre complexe de module 1 et d'argument O est
noté €° et on lit: exponentielle i6.

On a ainsi: €° = cos@ + isind

Il découle de cette définition que si z est un nombre
complexe non nul de module r et d'argument 0 alors on
écrit: z =re".

Cette écriture est dite ecriture exponentielle de z.

Conséquences:

N a
[

= e"= i :
1(0+2k
Pour tout keZ, €% =

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Activité N°6
Déterminer la forme polaire et la forme

exponentielle de z

eZ = COSO + ISINO =
e7Z = COSO - 1SINO =
eZ = - CO0SO - ISINO =

e7Z = - COSO + ISINO =

Cours élaboré par le prof: Chouihi



2. Opérations sur les formes

trigonomeétriques

Cours élaboré par le prof: Chouihi



a) Egaliteé

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls, établir
I'équivalence:

7| =[z]
Z=7 < |arg(z)=arg(z") [2n]

Application

Soit a, b, 6 et ©' des nombres réels (a et b non nuls)
tel que; ae” =be"

Que peut on conjecturer?

Cours élaboré par le prof: Chouihi



b) Conjugué - opposé

Soit z un nombre complexe non nul.

<
Sitz=[r,0]alors |-z =

Dans un repere orthonormé direct,
on a represente ci-contre,
I'nexagone régulier ABCDEF de
centre O.

Donner le module et un argument de I'affixe de chacun des
sommets de I'hexagone.

C
Application I‘-‘\ 0
" E

Cours élaboré par le prof: Chouihi



e Montrer que pour tous 0 et 0' on a; € xe" =¢'**?

En déduire alors que:
eSiz=|[r0O]etz' =[r'0"]alorszz'=........
e arg(zz)=........

Application
Soitz=1+1v3,Z=1—-ietZ=127
Donner les formes trigonometriques de z, 7' et Z.

T

= TC -
En déduire cosy; etsing;.

Cours élaboré par le prof: Chouihi



1 i
e Montrer que pour tout @ on a: go ~ °

En déduire alors que:

1
eSiz=1r0]alors ;=

‘arg(%) =...

Application

1
Donner la forme trigonomeétrique de z = /g _i./2

Cours élaboré par le prof: Chouihi



e) Quotient

io
e i(0-0")

e Montrer que pour tous 6 et 6’ on a: go = °
En deduire alors que:
Z
«Siz=[r0]etz =[r0]alors 7' =.......
z
.arg( 7' ) = R
Application
—2+ 21

Donner la forme trigonométrique de z = /7, i/6

Cours élaboré par le prof: Chouihi



f) Exposant

e Montrer, a I'aide d'un raisonnement par recurrence,
gue pour tout neIN* on a;: (e")" = e,

eSiz=[r,0]alorsz"=.........

earg(zN=..........

Application
1) Montrer que (1 + est nombre reel.
2) Déterminer le module et un argument de

z:\/2+\/§+i\/2—\/§

Cours élaboré par le prof: Chouihi

i)2012




3. Formule de Moivre — Formule d'Euler

e La formule établie en 2.f) permet d'ecrire le résultat suivant
connu sous le nom de formule de Molivre: pour xeIR, nelIN
(cosx + isinx)" = cos(nx) + isin(nx)
e™ =cosx +isinx

e A partir des egalites {eix — COSX —isinX

e” +e™ =2cosx
On obtient: |ox _ox _9jsiny €t par suite les formules d'Euler:

eix +e—ix
COSX =

eix —e iX
21

SiINX =

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Application

Simplifier
z=(1+iJ3)"+(1-i/3)"

n entier naturel

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Récapitulation

> Arg(z)=0©i.oM[2x] & [z = OM

> On écrit : z=r( cosO + i1sind )

- — o 10 7
>SI z=[r,0]=re" alors M3(-Z ) M(2)
¢ Z=[r,-0]=re'
¢ -7-= :I’, 0 + TC] — rei(6+n)
¢ -Z=][r,n-0]=re@™"
M2(-z) | M1(z)

Cours élaboré par le prof: Chouihi



5. Points méthodes

a. Déterminer, en justifiant, la forme polaire et la forme
exponentielle de z

*7=51nO +1c0sO = ... *z=sIn0-1c0sO = ...

b. Ecrire sous la forme a.e™ acIR

*1 + cosO +i1sin0 = ... *1-c0SO-1sInO = ...
*1 4+ cosO -1sin@ = ... *1 4+ sInO +1cosO = ...
* 14+ cosO +1sIn0 = ...

* oy olf = * 1 +el%4 2=

Cours élaboré par le prof: Chouihi



6. Exercice N°10

En utilisant les formes exponentielles, résoudre

dans C les équations suivantes:
Dz+|z|=1+i 2)z+|z|=-1+i+3
3 lz|-z=1+i Nlz|-z =-1+iV3

5)z+ |zl =a+1b ou aetb sont des réels avec a>0

Cours élaboré par le prof: Chouihi



[1l. Nombres complexes
et

géometrie

Cours élaboré par le prof: Chouihi



1. Colinéarité- orthogonalité-alignement

On rappelle que le plan est muni dun repere

orthonormé direct (0,01,0J)

Soit U et V deux vecteurs non nuls, etablir I'égalité:

- - Z.
(u,v) = arg(z—f)[2n]_

Cours élaboré par le prof: Chouihi



1. Colinéarité- orthogonalité-alignement

Conseqguences

Soit u et v deux vecteurs tel que u est non nul.
Etablir les équivalences:
— - Z\*,
e U et v sont colineaires < z. estun reel.
5
e u et v sont orthogonaux < z. est Imaginaire

Zc —Za
e A,BetC (A#B)sontalignes < z_ -z, € IR

Cours élaboré par le prof: Chouihi



2. Interprétation géométrique

2. Soit A, B, C et D quatre points deux a deux

distincts , établir les égalites:

, (AB,CD) = arg(ZD_zc)[Zn]
~z. CD
’2 _z = 5 (cosO + isind) ; ou Y= (AB,CD)|2r]

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Exercice N°11

Déterminer et construire I’ensemble des points M(z) tel que :

1/ arg(z) = g | 27t]

2/ arg(z) = arg(z + 2 + i) [2m]

3/ z-2 soit réel 4/ z-2 soit imaginaire pur.
Z+1 Z+1

5/ (z + i)2 soit réel 6/ (z -2 i) soit réel
Z+Ii Z+ 2 Z+ 2

71 ;-%i€lR 8/ j;;.1€iR 9 (1+1)z-1 clR+
10/ Re(z®%) = Im(Z°)

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Exercice N°12

Déeterminer et construire chacun des

ensembles suivants :

1) E={M(z)eP /arg(z—i)=3[2x]}
Z+1

2) F={M(2)eP /arg(7_1)=511}

3) T = {M(2)P arg(gz? )=Z(20]}

4) I = {M(z)eP/ arg(( ) )——[Zﬂ]}

Cours élaboré par le prof: Chouihi



V. Racines ni¢me d’un nombre
complexe

Cours élaboré par le prof: Chouihi



1. Définition

1. Définition

Soit a un nombre complexe donné et n un entier naturel
supérieur ou egal a 2.

On appelle racine n*™ de a, tout nombre complexe z
solution de I'équation: z" = a.

Exemples:
o VVerifier que 2 + 1 est une racine cubique de 2 + 11..
e VVérifier que 1 — 2i est une racine 4™ de -7+24i

2. Application
a. Donner la forme polaire de 2 + 2i
b. Déterminer les racines cubiques de 2 + 2i

Cours élaboré par le prof: Chouihi



3. Détermination

ePoura=0,z2"=0< z=0

e On suppose dans la suite que a # 0.

On pose a=[r, a] et z=[p, 0]

En résolvant I'équation z" = a déduire que:

Theoreme )
Tout nombre complexe non nul a admet n racines ™™
distinctes définies par: z = [p, +2%], ke {0,1,2,...,n— 1},

ou p est un reel strictement
positif vérifiant p" = |a].

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Interprétation géométrique

On suppose que n > 3 et on désigne par (My)keo.1,...n-13 1€S
Images des (zy).
En calculant OMy et (OM,.OM,.,)deduire que:

Les images des racines n*™ de a (a # 0) sont les sommets
d'un polygone regulier inscrit dans le cercle de centre O

et de rayon p tel que p" = 4.

N.B: pour a =1 les solutions de I'équation z" = 1 sont
appelées racines ™" de l'unité et elles sont définies par:

an

zc=¢ ", ke{0,12,...n—1}

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Activité N°7 ( racine cubique de I’unité)

1 .3

Onposej= 5% .
1) a) Donner la forme exponentielle de j et verifier que j est
une racine cubique de l'unite.

b) Verifier que: j2 = J etquel+j+)2=0

2) A, B et C etant des points d'affixes respectifs a, b et c. Montrer
I'equivalence:

a/ ABC est equilatéral < a+jb+j2c = 0 ou a+j2b+jc=0

b/ ABC est equilatéeral < a2+ b2+ c2=ab+ac+bc

Cours élaboré par le prof: Chouihi



Exercice N°11

2T

Soitz=-¢e".
OnposeS=z+z22+7'etT=22+2"+2°
a) Calculer z’

b) Calculer S+ T et S. T

c) En déduire les valeurs de Set T.

Cours élaboré par le prof: Chouihi



V. Equations dans C

Cours élaboré par le prof: Chouihi



1. Racine carré d'un nombre complexe

(méthode algébrique)

Dans le paragraphe précédent on a prouvé gue tout
nombre complexe non nul admet deux racines carres
OppOosées, on se propose de déterminer une procedure pour
trouver ces racines sous forme algébrique.

Activite N°8

On pose z = X + 1y, établir I'equivalence:
(X24+y2=5

X?—-y2=4

22=4+ 3| K2)(y:3

J\

Déterminer alors les racines carrées de 4 + 3i.
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Généralisation

Onposez=x+1yeta=oa+ 1 (x,y, a et [ réels)
Veérifier que la résolution de I'équation: z2 = a revient a
la résolution du systeme

X2+y2= /a2+ﬁ2

1X2—=y’=q
signe(xy) = signe(p)

Application
Deéeterminer les racines carrésde 8 —61:5—121;
5+ 2i/6 et 9 + 40i
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2. Equation du second degré
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Activite N°9

a) Determiner les racines carrés de — 8 + 6i
b) Résoudre dans C l'equation:
2>—(3-1)z +4-31=0
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Généralisation

Soit a, b et ¢ trois nombres complexes tel que: a #0

On pose P(z) =az2+ bz +c

P(z) est appelé trinome du second degre a coefficients complexes.

La forme canonique (traitée en 2™ année) de z nous permet de conclure les
résultats suivants:

e |'équation: azZ + bz + ¢ = 0 admet dans C deux solutions (distinctes ou

. —b-85 . -b+d

confondues) 2 = 5o €0 Z =7 oUA=Db2-4acetd?=A
2k c
a

e P@)=a(z-2")z-2") '+ ="y et 7777 = 4

C
eSia+tb+c=0alorsz'=1etz" = 4

—C
e Sila—-b+c=0alorsz'=-letz" = o
e Si b =2b"alors on peut utiliser A' =b'? - ac
. —b'-8" . —b'+d8" : ;
etonaura: Z = et 2" = avec 02 = A

a a
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Cas particulier

Dans le cas ou a, b et ¢ sont des réels (a # 0)
et A <0, le trinome P(z) aura deux racines
W —b+ NN

-~ 2a

. —b—Iv-A
= e

conjuguées: 2 == 5, 72
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Exercice N°12

Résoudre dans C chacune des equations
sulvantes:

1) 22-2(1+31)z-11+101=0
2)122-(1-51)z—-2+61=0
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Exercice N°13

Soit 6<[0,x]

. On considére I'équation ( Eg ): €'%z2-2z +2¢" =0

1) Résoudre, dans C, I’équation ( Eg ) .

2) Donner le module et un argument de chacune des solutions de
I’équation ( Eg ).

11. Le plan complexe P est rapporté & un repére orthonormé (O, u,v) .

On désigne par M, et M, les points d’affixes respectifs z;= (1—i)e"

etz, = (1+i)e" .

1) Déterminer 1’ensemble C; des points M, lorsque 6 décrit [0,x]

Z, .
2) a) Montrer que 1z, =L
b) En déduire que le triangle OM;M, est isocele et rectangle en O.
3) a) Montrer que (ﬁfMle)EG%[Zﬂ].

b) Déeterminer 6 pour que la droite (M;M,) soit parallele a la droite
d’€quation : y = X.
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2. Equation de degré > 3
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1¢re exemple (équation bicarrée)

Résoudre dans C I'équation:
z* — (11 + 8i)z2- 60 — 32i = 0
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2ieme exemple

On pose P(z) = z° + z2 + (1 + 9i)z +22 + 6i.

a) Soity IR, écrire sous forme algébrique P(yi).
En déeduire que P(z) admet une racine imaginaire
que I'on déterminera.

b) Déterminer les nombres complexes b et c tel que
pour tout zeC on a: P(z) = (z — 21)(z? + bz + ¢)

c) Resoudre alors I'équation P(z) =0
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3ieme axemple

9
Onpose P(z) =z*-32°+ ;22— 3z + 1
a) Montrer que si z est une racine de P(z) alors

_ 9
il on ait de méme pour * * 7

b) Calculer P(1+1)

c) En déduire les solutions de I'equation P(z) = 0

d) Déduire une factorisation, dans IR, du
polyndme P(2).
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V1. Nombres complexes
et transformation

géometrique
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Soit a et b deux nombres complexes tel que a # 0.
On se propose de caractériser, selon les valeurs de
a I'application f du plan P dans P qui a tout point
M(z) associe le point M'(z') tel que z' = az + b.

1) On suppose quea =1
Déterminer I'affixe de MM’ puis caractériser f.
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2) On suppose que a # 1

Montrer que f admet un unique point invariant €2 dont on
précisera l'affixe.

1°" cas aeIR*\ {1}

Exprimer awen fonction de 2M puis caractériser f.

2iéme

cas:[a|=1leta#1

On pose a = €,

Exprimer QM' en fonction de QM et évaluer (@M,QM")
Caracteriser alors f.
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Tableau récapitulatif

Ecriture |Condition |Nature de f|Elements
complexe |sur a caracteristiques
de f
a=1 translation |Vecteur
d'affixe b
b
Centre Q(1-;)
o (i |RAppOIt a
+ acIR*\{1} homothétie RaPPO
N
b
_ﬁs o Centre Q(1-;)
N —
A= rotation | Angle 0
0 £ 2km
a=-1 Symetrie | Centre Q(b/2)
centrale
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Exercice N°14

A tout nombre complexe a différent de 1 on

associe l'application f, de P dans P d'écriture

1+a
complexe z ' = ( )z + 2I

a) Determiner I'ensemble I" des points M(a) pour
les quels f, est une homothétie.

b) Determiner I'ensemble I des points M(a) pour
les quels f, est une rotation.
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VI1I. Exercices de

syntheses
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Exercice N°15

A tout nombre reel O]z 2[ on associe I’équation a variable
complexe z

(Eg): z°—2i(1+sin@)z—2(1+sin@)=0.

1/ Résoudre dans C I’équation ( Eg ) .

2/ Onpose:z;=i+e? et z,=i—e™ et on désigne par M; et
M, leurs images respectlves dans le plan complexe rapporté a un
repere orthonorme (O, U, V)

a) Déterminer la forme trigonométrique de z; et z,.
b) Pour quelle valeur de 0, le triangle OM;M, est il rectangle en O ?

c) Déterminer I’ensemble des points M; lorsque 6 decrit]-7.7

d) Montrer que M, est I’'image de M, par une symétrie
orthogonale que 1’on précisera.

e) En déduire I’ensemble des points M, lorsque 6 decrit ]-7.2
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Exercice N°16

Soit ABC un triangle de sens direct. A ’exterieur de
ABC on construit les triangles ACN et BAP isoceles
et rectangles respectivement en C et B.
e plan complexe est rapporté a un repere
orthonormé (0. u,v) ; on désigne par a, b, ¢, net p les
affixes respectifs des points A, B, C, N et P.
1) a) Etablir 1’égalité : n—c =—1(a — c).

b) Exprimer p en fonction de a et b.
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Exercice N°16 (suite)

2) On considere le point M défini par :
(AM =BC

<

(BC, AM) = [2n]

Exprimer m en fonction de a, b et c.
3) a) Etablir I’égalité : m—b =—1(p — ¢).
b) En déduire que : BM = CP et (BM) _L (CP).
4) Montrer que : BN = CM et (BN) L (CM).
5) En considérant le triangle BMC, montrer que les
droites (AM), (BN) et (CP) sont concourantes.
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Exercice N°17

1) On considére dans € les nombres complexes z; et z, de
module 1 et d’arguments respectifs o et [3.

(21 85 22)2
Montrer que  z,z,  estun réel positif ou nul. Dans quel

cas est-1l nul ?

2) a) Soient deux points A et B d’un plan complexe muni
d’un repere orthonorme d’origine O, d’affixes respectifs
a et b. (On supposera que O, A et B ne sont pas alignes).
Calculer, en fonction de a et b, I’affixe z du point I

barycentre des points ponderés (A, ‘b‘) et (B, \a\)_
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Exercice N°17 (suite)

Z2

b) A I’aide de 1) montrer que 35 €st un reel
strictement positif.

Exprimer Arg(z) en fonction de Arg(a) et Arg(b) .

En déduire que Ol est un vecteur directeur de la
bissectrice du secteur [OA, OB]
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