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2 Devoir de Contréle n°3
A 18-04-2022. (3h)
SMAALI.

Partie 1.

1) a- Déterminer a l'aide de I'algorithme d'Euclide, deux entiers a et b
tel que:31a+13b = 1.

b- Déduire dans [[1, 30], I'inverse de 13 modulo 31.
2) On donne dans ZxZ, I'équation (E) : 31x — 13y = 2.
a- Justifier que (E) admet des solutions dans ZxZ.
b- Montrer que si (x, y) est solution de (E) alors y = 7[31]
c- En déduire I'ensemble des solutions dans ZxZ de I'équation (E).

n
3) Quel est le plus petit entier ng =104 solution du systéme (S) :{n

Partie 2.

1) On considere les deux suites arithmétiques U et V définies sur IN par :
Uy = 2022 Vo = 2024
{Um =u,+31 © {Vnﬂ = v, +13
a- Déterminer l'entier r, vérifiant: 2V, — U, = 1, et déduire U. A V,.
b- Déterminer tous les couples (p, q) de [803, 2023]* tel que : U, =V,
2) Dans le plan muni d'un RON(O, 7, J), On considere les deux points :
A(=23,-55) et B(16, 38).

Déterminer tous les points M de coordonnées (x, y) entieres, situés sur le
segment [AB] privé de A et B.

On dispose d'une boite B et de deux urnes U1 et Uz.

B contient neuf jetons numérotés de 1a 9.

2O
o

U1 contient une boule rouge et deux boules bleues.

Uz contient deux boules rouges et deux boules bleues.
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1) On tire au hasard, successivement et sans remise deux jetons de la boite B.
Calculer la probabilité de I'évenement :
E : « avoir un seul jeton portant un nombre premier».
2)
a- On tire une boule de I'urne U1 et simultanément deux boules de 'urne Uo.
Calculer la probabilité de chacun des évenements :
A : «avoir une boule bleue de U et deux boules rouges de Uz »
B : « avoir une boule rouge de U et deux boules couleurs différentes de Uz »
b- On tire simultanément deux boules de I'urne U1 et simultanément deux
boules de I'urne Uz. Calculer la probabilité de chacun des évenements :
C : « avoir deux boules bleues de U1 et deux boules rouges de Uz »
D : « avoir deux boules de couleurs différentes de chaque urne »
3) On considére |'épreuve (E) suivante :

On tire au hasard, successivement et sans remise deux jetons de la boite B.

* Si un seul des deux jetons tirés porte un nombre premier, on tire une seule
boule de I'urne Uy et simultanément deux boules de |'urne U..

* Si NON, on tire simultanément deux boules de I'urne U; et simultanément deux
boules de l'urne U..

Soit I'evenement S : « Obtenir a I'issue de |'épreuve (E) exactement deux boules
rouges ».

a- On a eu un seul jeton portant un nombre premier de la boite B, calculer la
probabilité d'obtenir deux boules rouges a l'issue de I'épreuve (E).

b- On n’a pas eu un seul jeton portant un nombre premier de la boite B, calculer
la probabilité d'obtenir deux boules rouges a l'issue de I'épreuve (E).

c- Construire un arbre de probabilités résumant la situation.
11

d- Déduire que p(S) = >
4) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On répete I'épreuve (E), n fois de suite en remettant a chaque fois les jetons tiré

dans la boite B et les boules tirées dans leurs urnes d’origine.

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de fois ou I'évenement S est réalisé.

a- Déterminer dans le cas ou n=3, la loi de probabilité de X.

b- De combien de fois au minimum faut-il répéter |'épreuve (E), pour avoir la

probabilité pn que S soit réalisé au moins une fois, est supérieure a 0,9999?
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On considere la fonction F définie par: F(x) = f(;( e tdt
Partie 1.
1)

a- Justifier que F est définie sur IR.
b- Etudier le sens de variation de F sur IR.
c- Montrer que F est impaire.

2)

; epe ) —t2 —
a- Vérifier que pour toutréelt>2ona:e™ <e %
1_e4—2X

b- En déduire que pour toutx>2 ona: F(x) < + foz e tdt.

2e*
1 2 42

c- Prouver que pour toutx =2 ona:F(x) < 2ot + fo e " dt.

d- Montrer que F est majorée sur IR et que F admet une limite finie L en + oo.

Partie 2.
Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = fOZ e cos?t dt
1) Montrer que pour toutx>0ona: 0 < f(x) < e ™ et calculer lim f(x)

X—400

2) On pose pour tout xelR et pour tout t €] _TT[’E [, g(t) = F(x.tant)

;. - _ 2 2
a- Montrer que g est dérivable sur |= ]f,g[et que g'(t) = Cozzt g~ X tan’t
T o—X’tan’t
- Adui . — 4
b- En déduire que pour tout xelR, on a : F(x) Xfo — dt

I _co)s(,z
3) On admet que f est dérivable sur IR et que f'(x) = — f4 © :

0 cos?t

Montrer que pour tout xelIR, on a : [f(x?)]" = —Ze"XZF(X)
4) Soit h la fonction définie sur IR par : h(x) = f(x?) + [F(x)]?
a- Montrer que h est une fonction constante que I'on précisera.

b- En déduire que : L = ?

Questions indépendantes.

X
1) Dresser le tableau de variation de la fonction f définie sur R par : f(x) = ’ (%) .

2) Montrer que pour tout nombre premier p>5, on a: p* = 1(mod240).
@Alphamaths Smaali



) CORRIGE.
A Devoir de Controle n°3
K 18-04-2022. (2h)

SMAALL

Partie 1.

1) a- Déterminer a l'aide de I'algorithme d'Euclide, deux entiers a et b
tel que:31a+13b=1.
31=2x13+5 > 5=31-2x13 1 =3-1x (5-1x3)=-1x5 + 2x3

13=2x5+3 > 3=13-2x5 =-1x5 + 2x (13-2x5)=2x13 -5x5
5=1x34+2 -2 2=5-1x3
=2x13 - 5x (31-2x13) = -5x31 +12x13

3=1x24+1 > 1=3-1x2
1=31.(-5) + 13.(12)
a=-5etb=12 0.75

b- Déduire dans [[1, 30], I'inverse de 13 modulo 31.
Comme 1= (-5) x 31 + 13x12 alors 13x12 =1 [mod31]
Donc \12 est l'inverse de 13 modulo 31.\

2)
On donne dans ZxZ, I'équation (E) : 31x — 13y = 2.

a- Justifier que (E) admet des solutions dans ZxZ.
31713=1 divise 2 donc I(E) admet des solutions dans ZXZ.‘
b- Montrer que si (x, y) est solution de (E) alors y = 7[31]
(%, y) solution de (E) <> 13y = 31x-2 =» 13y =-2 [mod31]
Donc y=12(-2) [mod31] =-24[mod31] cad |y = 7[mod31]
c- En déduire I'ensemble des solutions dans ZxZ de I'équation (E).
(%, y) solution de (E) =» y=7[mod31] et donc y=31k+7, keZ
En remplagant dans (E) : 31x - 13x31k -7x31 =2 =» 31x = 31x13k + 93
Par suite x =13k + 3
Ainsi (x, y) solution de (E) = x=13k+3 et y=31k+7, keZ.
Réciproquement: 31(13k+3) - 13(31k+7) =31.3-13.7 =2
Szxz = {(13k+3,31k+7) ; keZ}.

o
N
35

&l
9]

o
3
311

n = 9[13]
7[31]

d- Quel est le plus petit entier no 2104 solution du systéme (S) :{ _
n=31a+7=13p+9 donc 31« - 13 = 2 cad («a, B) solution de (E)
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= a=13k+3 et f=31k+7 Alors n=31(13k+3) +7=13(31k+7)+9
2 n=403k+ 100, orn>10000 on aura; 403k + 100>10000 Cad k> 24,6
2 ko =25 et Donc \noz 10175.|

Partie 2.

1) On considere les deux suites arithmétiques U et V définies sur IN par :
Uy = 2022 Vo = 2024
{Un+1 =u, +31 {Vn+1 = vy +13
a- Déterminer I'entier r, vérifiant :2V,. — U, = 1, et déduire V. AU, .
U et V sont deux suites arithmétiques de raisons respectives 31 et 13.

= Un=31n +2022 et Vy,=13n +2024
2Vi-Ur-1=0 < 26r + 4048 - 31r - 2022 - 1=0

& -5r + 2025=0 < r=405)|
Déduction : 2V: - Ur =1. Bézout = 0.25

b- Déterminer tous les couples (p, q) de [803,2023]? tel que : U, =V,
Up=Vq < 31p+2022=13q+2024 & 31p-13q=2 < (p, q) solution de (E)
< Il existe keZ tq p=13k+3 et q=31k+7
Or (p, q) €[803, 2023]>
Donc: 803<13k+3<2023 et 803<31k+7<2023

& 800/13<k<2020/13 et 796/31<k<2016/31
Cad 61,6 <k<155,4 et 25,7 <k< 65,1
Alors k €{62, 63, 64, 65}
Et par suite [(p, @) €{(809, 1929) ; (822, 1960) ; (835,1991) ; (848, 2022)}. [0.75]
2) Dans le plan muni d'un RON(O, 7, 7), On considere les deux points :
A(—23,-55) et B(16,38).
Déterminer tous les points M de coordonnées (x, y) entieres, situés sur le

segment [AB] privé de A et B.
La droite (AB) est d’équation cartésienne : (38+55) x+ (-(16+23)) y +c=0
= (AB) : 93x-39y+c=0 ou celR.
Or Ae(AB) 293(-23)-39(-55) +c=0=>»c=-6
Par suite, M(x,y) €(AB) & 93x-39y-6=0 < 31x-13y=2
Or x ety sont des entiers alors (x, y) est solution de (E).
= M (13k+3, 31k+7) ; keZ
Et puisque M est situé sur le segment [AB]\ {A, B}
Alors : xe]-23, 16[et ye]-55, 38[
= -23<13k+3<16 et -55<31k+7<38
= -2<k<1
= k e{-1,0} = ilya deux points Mi (-10,-24) et M; (3, 7)|

o
\1
31
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On dispose d'une boite B et de deux urnes U; et Uo.
B contient neuf jetons numérotés de 1a 9.
U contient une boule rouge et deux boules bleues.

Uz contient deux boules rouges et deux boules bleues.

B
v

R

1) On tire au hasard, successivement et sans remise deux jetons de la boite B.
Calculer la probabilité de I'événement :

E : « avoir un seul jeton portant un nombre premier».
Al Az 45 5

—_ pu— _— 0-5
2)

a- On tire une boule de l'urne U1 et simultanément deux boules de I'urne Uo..
Calculer la probabilité de chacun des évenements :

A : «avoir une boule bleue de U1 et deux boules rouges de Uz »

2
B : « avoir une boule rouge de U; et deux boules couleurs différentes de Uz »
1cict 122 2

PB) =37z =37 79
b- On tire simultanément deux boules de I'urne U+ et simultanément deux

boules de I'urne Uz. Calculer la probabilité de chacun des événements :

C : « avoir deux boules bleues de U1 et deux boules rouges de U; »
c2cz2 11 1
PO=Z@"36" 18
3 4
D : « avoir deux boules de couleurs différentes de chaque urne »
(D) = C3.Cl C3.C; 24 4
PP=7c 7@ 73%6 9
3) On considere |'épreuve (E) suivante :

i
192

i
192

On tire au hasard, successivement et sans remise deux jetons de la boite B.

* Si un seul des deux jetons tirés porte un nombre premier, on tire une seule
boule de I'urne Uy et simultanément deux boules de |'urne U..
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* Si NON, on tire simultanément deux boules de I'urne Uq et simultanément deux
boules de l'urne U..

Soit I'évenement S : « Obtenir a l'issue de I'épreuve (E) exactement deux boules
rouges ».

a- On a eu un seul jeton portant un nombre premier de la boite B, calculer la
probabilité d'obtenir deux boules rouges a l'issue de I'épreuve (E).

b (SIE) = p (AUB) = p(A) + p(B) = 5.

Car A et B sont incompatibles (AnB = ©).
b- On n’a pas eu un seul jeton portant un nombre premier de la boite B, calculer

la probabilité d'obtenir deux boules rouges a l'issue de I'épreuve (E).

_ 1
p (SIE) = p (CUD) = p(C) + p(D) = =
Car C et D sont incompatibles (CND = ©).
c- Construire un arbre de probabilités résumant la situation.

1
; S
<
9 —
/ 2 S
1 2
\ ! S
. E
5 < _
1 S
2
, . 11
d- Déduire que p(S) = >
- - 51 41 11
— _ - -, = 0.5
p(S) = PSIE).p(E) + pSIE).p(B) = 5.5 +5.5 = 75 0.5

4) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On répete I'épreuve (E), n fois de suite en remettant a chaque fois les jetons tiré
dans la boite B et les boules tirées dans leurs urnes d’origine.
Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de fois ou I'évenement S est réalisé.

a- Déterminer la loi de probabilité de X, dans le cas ou n=3.
Il y a répétition de (E) 3 fois de suite,
De manieres identiques et indépendantes
= X suit la loi binomiale de parametre n=3 et p=p(Succes)=11/27.

> px =10 = ¢ () () ke 0,1,2,3)

27

S
3
Ul
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b- De combien de fois au minimum faut-il répéter I'épreuve (E), pour avoir la

probabilité pn que S soit réalisé au moins une fois, est supérieure a 0,999?
X~ . 2(n, 11/27)
11 k 1 n—k
= = k — [

p(X =k) =C{ (27> (27> ,ke{0,1,2,..,n}
16\"

pa=p(X =1 =1-pX=0)=1- ()

> 0.9999 (16)n < 0.0001 > _—*In(10)
. A4 e .
Pn = 27) = " =1n(16) — In(27)

Pour que pn soit supérieur a 0.9999 il faut répéter (E) au moins 18 fois. 0.75

~ 17.6

On considere la fonction F définie par: F(x) = f; e tdt
Partie 1.
1)

a- Justifier que F est définie sur IR.
t—et" est continue sur IR.
oclR donc xelR
b- Etudier le sens de variation de F sur IR.

t—et continue sur IR donc F est dérivable sur IR et F'(x)=e*">0 05
= \F est strictement croissante sur IR[. 0.5

c- Montrer que F est impaire.
F(—x) = fo_x e Udt = — f_OX e dt= — fOX e~%dt = —F(x) : F est impair¢

o
N
w1

Car t—et est paire 0.5
2)
a- Vérifier que pour tout réel t>2 ona:e™ < e 2t
t>2 =222t -2 <2t & et<e?® 0.25
L 1-e*72X 2 _q2
b- En déduire que pour tout x > 2 on a: F(x) < T fo e~ " dt
Pour x>2 on aura : fzx e tdt < fzx e %t dt
X _42 2 _42 X _ 2 _¢2
Donc [,e "dt+ [fe™"dt< [e™?" dt+ [ e "dt
X g2 1 ot ¥ 2 _g2
= [feT"dt < [—Ee dt]0+f0 et dt
_ 0.75

= F(x) < (—%e_ZX — %) + foz e ¥ dt 5F(x) < % + foz et dt
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1 2 _
c- Prouver que pour toutx =2 ona:F(x) < 2ot + fo e tdt.

1e42

Ona:F(x) < —— +f0 e~tdt -
d- Montrer que F est majorée sur IR et que F admet une limite finie L en + oo.
~dt € IR.

1 2
Pourx>2; F(x) <o+ Joe

1 2 2
F(X)Sﬂ-l_f()e Udt

Pour x<2; F(x)<F(2)= foz e~t’dt € IR CarF est croissante sur IR.

Par suite [F est majorée|

En plus F est croissante, alors \elle admet une limite finie L en +00.\

Partie 2.

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = foz e cos2t dt

1) Montrer que pour toutx>0ona:0 < f(x) < e~

En plus f(x)>0 d’'ott|0 < f(x) < e™¥

X et calculer lim f(x)

X—400
Pour 0<t<m/4 on a 0<cos’t<1 = 1/c0s? >1 = -x/cos*t<-X car -x<0 = f(x)<e™

o
N
311

Déduction : comme 1ir+n e * =0 alors llgrn f(x) = 0.
X—+00 —+00
2) On pose pour tout xelR et pour tout t E] — —[ g(t) = F(x.tant)
) _ _“ n __X —x%tan?t
a- Montrer que g est dérivable sur |= ] s [ et que g'(t) o ©
e w:t— x. tant dérivable sur I a valeurs dans u(I)=IR
F : t—>F(t) dérivable sur IR
Donc Fou=[g dérivable sur |
¢ FO=UOF @®)=x (I+ant.etm’ S = et
T o—X’tan’t
- A i . — 4
b- En déduire que pour tout xelR, on a : F(x) Xfo — dt

Onag (X)—

=g(5) -8 =x fis
> F(x)-F (0) =

e~ X tanzt

Montrer que pour tout xeIR, on a:

[f(x?)] = 2x.f'(x?) = 2x.(— j

T

Z , e—xz(tan t) , %e
= —ZX.f e ¥ ——dt = —2xe7 ¥ J
0 0

cos’t
@Alphamaths Smaali

e~X’tan’t qopc Fg’(t)dt = fOZ—C =

e

0s2t

=F(x) = x. f

—xztanzt

cos?t

2e ¥ F(x)

cos’t

—x?(tan?t)

w2pan2
e x“tan tdt

X

T o cos2t

3) On admet que f est dérivable sur IR et que f'(x) = — [4

[f(XZ)]’ =

= —x2(1+tan t)

0 cos?t

T 2 .2 2
4ex x°tan“t

dt = -2x. | —————
0

cos?t

dt =—2e ¥ F(x)|

cos’t

dt

&l
9]



4) Soit h la fonction définie sur IR par : h(x) = f(x?) + [F(x)]?
a- Montrer que h est une fonction constante que I'on précisera.
h dérivable sur IR et h’(x)=[f(x?*)]'+[F*(x)]'=-2e*'F(x) +2e*F(x)=0

= h(x)=cste. Or h(0)=f(0)+F(0)=f§e0dt +0==

b- En déduire que: L = g
On a: llrp f(x)=0= hm f(x*) =0 etona: 11m F(x) =L
X—>+00
Donc lim h(x) = lim f(x?) + lim F3(x) cad.Z=0+12 - L=
X—+00 X—+00 X—+00 4 2

Questions indépendantes.

3 X
1) Dresser le tableau de variation de la fonction f définie sur R par: f(x) = (—)
e u:x—(1/3)x dérivable sur IR, a valeurs dans ]0,+oo[
etonau’ (x)=In(1/3) .(1/3)*.

v :x—>3/x dérivable sur ]0,+oo[ et on a v'(x)= 31

33x?

donc you=f est dérivable sur IR
e etona:f’'(x)=u'(x).v(u(x))

f’(x)=ln(§).(§)x.ﬁ—>f (x )——ln—3 ’ (%)X <0
s ()

=>» f est strictement décroissante sur IR.

e lim f(x) = lim () =0 Car Xl—l’grnwe)xzocaro<§<1

X—>+oo X2+ et limyx=0
x—0

X

3 lim (l) =+00car0<1<1
lim f(x) = lim ( ) EFol Car { X77® ¥/, 3
Xom® X==® et lim Vx =+

X—+00

e D’ou le tableau de variation de f:

X -0 “+ oo

)| 0 T

0

=
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2) Montrer que pour tout nombre premier p>5, on a: p* = 1(mod240)
240=15x16=5x3x16
e Ona:5 premier, p premier et p>5 donc pA5=1=>» p*=1[5]| (th. Fermat)
e 3premier
Reste modulo3 de p 0 1 2

0 1 1

Reste modulo3 de p*

p premier = p=1[3] ou p=2[3] = |p*=1[3]
e ppremier donc p impair = p=2k+1, keZ
Doncp*—1=(@?*+ D+ 1(p-—-1) = (4k? + 4k + 2)(2k + 2)(2k)
=2(2k%* 4+ 2k + 1).2(k+ 1).2(k) = 8(2k? + 2k + 1)(k + 1)(k)
Or (k+ 1)(k)est pair sig (k+ 1)(k) = 29, € Z
Par suite p* — 1 = 16.(2k? + 2k + 1)q —

( (p*—1=0[3]
pt—1=0[5] —p*—1=0[15]
° 9 375 =1 = p*—1=0[240]
et p*—1=0[16]
\ avec 15A16 =1

@Alphamaths Smaali



