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Epreuve Devoir de synthése n°l Professeur
Mathématiques Classe - 4 &me SCEXp Dhaouadi
Durée : 2H Nejib

\_ 1_/ Décembre 2015 g

Exercice 1 (3 points )
Soit f une fonction définie sur R.

On donne ci-dessous la représentation graphique € de la fonction f, dans un

repéere ( O,E,} ), ainsi que les tangentes ou demi-tangentes auz points O,A,B et C.

Répondre, par vrai ou fauxr & chacune des propositions données.

Aucune justification n’est demandée.
=0

2) f([-3-1])=]0.1]

3) f est dérivable sur l'intervalle [—3,0] )

4) lim —2— = +oo.

w0 f(z)
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LYCEEDE SBEITLA

5) C est un point d'inflexion pour la courbe Z.

6)1'(~1)==.

Exercice 2 ( 9 points)

X

1) Etudier la dérivabilité de f en 0 et interpréter les résultats trouvés.

Soit f la fonction définie sur R par : f(z) =2 -

, B -1
2) a) Montrer que pour tout x € ]0,+oo[ Jf'(z) = = J)W
b) Calculer f'(x) pour x € ]—00,0[.
c) Déterminer les limites de f en — oo et + oo.
d) Drésser le tableau de variation de f.
1
e) Montrer que pour tout x € [1,+oo} , |f’(3:)| < %
3) Montrer quel' équation f(x) = x admet, dans ]0,+OO[,une solution unique a
et que a € ]1,2[.
4) Considérons le suite (U ) défine sur N par :U, =2 et VneNU = fU ).

a) Montrer, al' aide d'un raisonnement par récurrence, que Vn e N, 1 <U < 2.

b) Montrer que pour tout n € N,lUW - al <—

1
2\/§|Un —al.
c) En déduire que pour tout n € N,lUn - al < (ﬁ)nllfa - al.

d) En déduire que la suite (U ) est convergente et donner sa limite.

Exercice 3 ( 8 points)

Soit @ un réel de l"intervalle }0,%{

On pose P(z)=2"-2(2c0s0+1)2" + 4(1+ 2icosf)z - 8i
1) Vérifier que z, = 2i est une solution del'équation P(z) = 0.
2)a) Montrer que pour tout nombre complexe zon a: P(z) = (2 - 2i)(2° - {cosO + 4).

b) Achever alors la résolution del'équation P(z) = 0.On notera z, et z, les autres

solutions tels que Im(z,) > 0.

c) Ecrire z, et z, sous forme exponentielle.

3) Le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O,E, })
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On désigne par A, M, et M, les points d'affizes respectives z,, z, et z,.
a) Vérifier que les points A, M, et M, appariennent & un méme cercle de centre O.
b) Déterminer le réel 6, pour lequel OAM M, est un parallélogramme
et vérifier que ce parallélogramme est un losange.
c) Vérifier que pour 6 = 0, 2, z, et z, sont des racines siziémes de — 64.

d) Soient I et J les milieuz respectifs des segments [OMJ] et [AMQ ]

Montrer que si € varie dans }0,%[ \ {90} Jla droite (1J ) reste paralléle

a une direction fize quel'on précisera.

®

ON TRAVAIL
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LYCEE DE SBEITLA
Correction du devoir de synthése n°l 4scExp 20I5-2016

Exercice 1

1) Vrai| : La courbe € admet, au point B(-2,2), une tangente horizontale
Donc f est dérivableen — 2et f'(-2) =0

r =7 f(x)_f(_g) ce qut donne enfin lim f(x)_g =
0 f( 2) Tl—>9 [17—(—2) q d f g—)? T+ 2 0

2) Faua| : f([-3.-1])=[0.2].

3)Vrai| : f est dérivable sur l'intervalle [—3,0[ et dérivable a gauche en 0 (demitangente

horizontale & gauche en O).

4) Fauz| : f dérivable & gauche enOetf’g(O) =0= ﬁng};gm) = f’g(O) =0

Donc lim f(z) =0 en plus surl'intervalle ]—I,O[Lx) <0= lz'mM =0
=07 I €T =0
= lim = lim -
z—=0" f(a’j) 0" f(x)

X

5) Fauz| : La courbe ne traverse pas sa tangente en C.

6) Fauz :f’(—]):—%

Exercice 2

R

f(x) f(O) Na® + 1 Na® + 1 ZB/ 1

1) lim = lim = lim = lim =1
T—)O >0~ T x>0 T >0~ Z{\/x + 1 \/E
Donc f est dérivable a gaucheen O et f' (0) = 1.

4 o] 4 ¢z
[ 2 [ 2 _
lim ————~= f(z) - f(O) = lim z +1 = ljm—L T4 +1 lim f ! =-1

z—0" T — 0" x z>0" x z—0" ,4\/1; + 1 \/3 -
Donc f est dérivable a droiteen O et f' (0) = -

Conclusion : f dérivable a gauche et a droite en 0 mats f' (0) == f',(0)

Donc f n'est pas dérivable en 0.

Interprétation : La courbe représentative de f admet, & gauche (resp. a droite), au point

d'abscisse 0 une demi tangente de coefficient directeur 1 (resp.— 1)

2)a)Six e ]0,+oo[alors flx)=2-

z°+ 1
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Nz’ T.—— é‘% 7 -V B
Doncf’(x):—l o AN’ + 1 ( N +1) 7 ,z/‘(+1—;/

(m)z _(3:2+1)\/:1:2+1 :_(x2+1)\/3:2+1

-1
(2" + INZ" + 1

b)Szxe]ooO[alorsf{x) 9-—L 9242

Nz + 1 :1:2+1'

N +1 -0 —FF— éx /.2 : 2
Ia 4! YNEEY ($4+1) - /+1—;/ _ 1

Donc

f'(x) = , = = .
(W)p (2" +IN2"+1 (2" +IN2Z°+1 (2" +IN2" +1
T
c)lllz'm f(:z:):lllim 2 - | | :lllim Q—i:,g—ézl.
T|—>+o0 T|—>+o0 p 1 T|—>+0 1
$2(1+— 1+ =
]
c—a-d lim f(z)= lim f(z)=1
d)
x —00 0 +o0

f'(z)

o / \

e)r>1=x">1=z2"+1>2et N2’ +1>\/_d0nc x+1 ol + 12> 272
1 1 1
< ou encore |f'(z)| £ ——.
(:172 +1)\/3:2 vl W2 | | 22
3)On pose g(x) = f(x) - x pour z € ]0,+oo[. flx)=2z < g(x)=0
g continue sur[l,,?]

e )

f est dérivable sur]0,+00[d0nc g est dérivable sur ]0,+OO[ etg'(x)=f"(x)-1.

Ce qui conduit a : 0 <

L'équation g(z) = 0 admet au moins une

solution a € }1,2[.

Pour tout x € ]0,+oo[, f'(z) < 0donc g'(z) < 0= g strictement décroissante sur ]0,+OO[

Donc a est ' unique solution de l' équation g(x) = 0 dans ]0,+OO[.

4) a) Initialisation : Pour n = 0,u, = 2 donc 1 < u, < 2 vrai.

Hérédité : Soit n € N, supposons que 1 <u_< 2et montronsque I <u  <2.
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festdécroissantesur[],?]etl <u <2=f(2)= Q—igf(un) <f(1)=2-

J5

1
V2

Or2-—=11>1ect2-—<2 donc 1<u_ <2

NG h Y
b) f est dérivable sur[l,?] et Ve [1,2], |f’(3:)| < ﬁ

En plus~n e N,u e [1,2] et aussi a € [1,2] donc d'aprésl'inégalité des

accroissements finis |f(un) - f(a)l < |un - al ou encore |un+1 - al < 212 |un - al.
c) Montrons, par récurrence, que pour tout n € N, |un - al < (2 2) |2 al
Initialisation : Pour n = 0, |u0 | |2 al < [2\/5)0 |2 - al = |2 - al. inégalité vraie

Hérédité : Soit n € N, supposons que |un - al < [7} |2 - al et montrons que
N2

n+1
ool <[] [2-d
onalu, ~a| <=, o] <= (o~ dftone [, o] <= |2l
d)‘v’neN,lun—alﬁ(Q\]/_} |2 al 6tn@ﬁo[2\/_} |2 al OCCL’I’Q\/_E:I 11[

Donc (u ) est convergente et lim u = lim(u —a)+a = o.

n—>+oo n—»+oo

Exercice 3

1) P(2i) = (2i) - 2(2cos0+i)(2i) +4(1+ 2icos0)(2i)~ Si
= 8i" +8(2c0s0 +1)+8i(1+ 2icosO) - 8i = 8 + 15cos8 + 81 + 8 — 1Fc550 80 = 0
donc z,est une solution de l'équation P(z) = 0.
2)a)Vz2eC, (2-2i)(2" - 4cosOz+4)=2"~4cos0.2" + fz - 2i2° + 8icosO.z — 8i
2 = (4c0s0+ 2i)2" + (4 +8icosf)z - 8i
20— 2(2c0s0+i)+ 4(1+ 2icosO)z—8i=P(z)
b)P(z) =0 (2-2i)(2° - jcosOz+4) =0 2=2i=2, ou z°—fcosOz+4=0 (1)

Résolution del'équation (1) : A =16cos’ 0 16 = 16(cos’ 0 1) = —16sin’ 0 = (42'82%9)2
4cosl — jisin@
2
_ 4cos0+ 41510

) 2
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= 2c0s0 — 21s8in 0 = z,

et 2!

= 2co080 + 2isin@ = z,
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c)z, = 2(00349 + isin@) = 2¢" et z, = 2(0059 - isin@) = 2¢7".

3)a) OA=|2i| =2, OM, =|2"| = 2|e”| = 2 et OM, =|2¢7| = 2|e| = 2
OA=0M,=0M,=2= O,M, et M, appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2.

b) OAM, M, est un parallélogramme < Aff(O—A) = Aff(M,M,) <
Aff(O—A) = Aff(M,M,) < 2i = 2(6“9 —e”"g) &= 2isinf < sind :é

6
En plus OA = OM, donc OAM M, est un losange.

c)z, =(2i) =2"xi’ =64x(i") =64(-1)" = -

6 6
= [253} = 2% =64 et (2671 ey

Donc z,, z, et z, sont des racines siziemes de — 04.

et puisque 0 € }0,%{ alors sin@ = é s0=L= 0,

. -6
d)I =0*M, < z, IR J=A*M, < z, R I
2 2
Aff(IJ) =z, -z, =i+e" —¢” :i—(eie—e_w):i—%sinﬁ:i(l—Qsz’nﬁ)
Vs

Donc ﬁ:(l—,?smﬁ)} c-a-d (IJ)ll(O,;)pourtoutréelﬁe}0,%{\{5}

Al g9y 3
(g2 Co o AT A0 9 a2l
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