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Exercice 1    (4points) 
On donne ci dessous la représentation graphique , dans un repère orthonormé, d’une 

fonction f définie et continue sur telle que :

La droite d ' équation y x est une asymptote à la courbe au voisinage de .

La droite d ' équatio

−

= − ∞

ℝ

i

i

C

C

( ) ( )x x x x 2 x 2

n y 1 est une asymptote à la courbe au voisinage de .

1) A l ' aide d ' une lecture graphique et avec justification :

a) Déterminer les limites suivantes :

f(x) f(x) f(x)
lim f(x) , lim , lim f(x) , lim , lim .

x x 2 x 2

b) D

− +→−∞ →−∞ →+∞ → − → −

= − + ∞

+ +

C

déterminer f '( 1) , f '(1) et f '(2).

2) Drésser le tableau de variation de f .

g(x) f(2tanx) si x
2

3) Soit g la fonction définie sur , par :
4 2

g 1
2

Montrer que g est continue sur , .
4 2

p

p p

p

p p

−


= ≠

  
          = −  
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Exercice 2    (7points) 

( )
2

x x

2x
Soit la fonction f définie sur par : f(x) 1 . On désigne par sa

x 1

courbe représentative dans le plan muni d ' un repère orthonormé O, i, j .

1) a) Montrer que lim f(x) 1 et lim f(x) 3. Interpréter graphiquement ces rés
→−∞ →+∞

= +
+

= − =

ℝ

� �

C

( )

[ ]( ) [ ]

[ ]

2 2

ultats.

2
b) Montrer que f est dérivable sur et x ; f '(x) .

x 1 x 1

c) Drésser le tableau de variation de f.

d) Vérifier que f 2, 3 2, 3

2
e) Montrer que pour tout x 2, 3 ; f '(x) .

5 5

2) a) Montrer que l ' équation f(x) x admet une seule solution

∀ ∈ =
+ +

⊂

∈ ≤

=

ℝ ℝ

] [

( )

dans l ' intervalle 2, 3 .

b) Donner une équation de la tangente T à la courbe au point d ' abscisse 0.

c) Montrer que le point I 0, 1 est un centre de symétrie pour la courbe .

d) Tracer T et (Voir feuille annexe).

3) a) Montrer que f réalise une bi

a

C

C

C.

( )

1

1

n 0 n 1 n

jection de sur un intervalle J que l ' on précisera.

On note f sa fonction réciproque.

b) Tracer la courbe représentative ' de f dans le même repère que .

4) Soit (u ) la suite réelle définie par : u 2 et n , u f u .

a) Montrer que pou

−

−

+= ∀ ∈ =

ℝ

ℕ

C C

n

n 1 n

n

n

n

r tout n , 2 u 3.

2
b) Montrer que pour tout n , u u .

5 5

2
c) Montrer par récurrence que pour tout n , u 2 .

5 5

d) En déduire que (u ) est convergente et préciser sa limite.

a a

a a

+

∈ ≤ ≤

∈ − ≤ −

 
 ∈ − ≤ − 
 

ℕ

ℕ

ℕ

 

 

Exercice 3    (4points) 

( ) ( )

( )( )

3 2

0

2

Pour tout nombre complexe z, on pose P(z) z 2 2 1 z 4 1 2 z 8.

1) a) Vérifier que z 2 est une solution de l'équation P(z) 0.

b) Déterminer les nombres complexes a et b vérifiant :

Pour tout nombre complexe z, P(z ) z 2 z az b .

c) En déduir

= + − + − −

= =

= − + +

( )
1 2

1

1 2

e les deux autres solutions z et z de l ' équation P(z) 0

telles que Im z 0

d) Ecrire z et z sous forme exponentielle.

=

>
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( )
[ ]

2) Le plan est muni d 'un repère orthonormé direct O, u, v . On donne les points A, B

et C d ' affixes respectives 2, 2 i 2, 2 i 2 et le point I milieu de AB .

a) Placer les points A, B, C et I.

b) Vérifier que le triangle OAB est isocèle .

En déduire une

− + − −

� �

( )
I

mesure de l'angle orienté u, OI .

c) Calculer l'affixe z du point I et déterminer son module.

3 3
d) Déduire des résultats précédents les valeurs exactes de cos et sin .

8 8

p p   
      
   

� ����
  

 

Exercice 4    (5points) 

�
[ ]

Dans le plan,  rapporté  à un repère orthonormé  direct,  on considère un losange ABCD 

de centre O tel que (AB, AD) 2 .
3

1) Soit f une isométrie qui laisse globalement invariant le losange ABCD.

a) Montrer que f A

p
p≡

���� �����

[ ]( ) [ ]C AC

b) En déduire que f(O) O.

c) Déterminer alors les quatre isométries qui laissent globalement invariant

le losange ABCD. (on pourra discuter suivant f(A) et f(C))

2) a) Donner la nature et les éléments caractéristiques des isométrie

=

=

1 (AC) (AB) 2 (CD) (CA)

C, A,
3 3

s suivantes :

f S o S et f S o S .

b) Caractériser alors l ' isométrie g r o r .

3) On note E, F et G les symétriques respectives des points A, D et C par rapport au

point B . Soit h l'isométrie telle que

p p   
   −   
   

= =

=

( ) ( ) ( )

( BD)BD

: h A E , h B F et h D B.

a) Montrer que h n ' admet aucun point fixe.

b) En déduire que h est une symétrie glissante.

c) Montrer que t .

d) Donner alors le vecteur et l ' axe de h.

o h S

= = =

=�����
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Annexe 

Feuille à rendre avec la copie 
 

Nom et prénom : …………………..............................   Classe : ……….. 

 

On prendra 2, 9a ≃   
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Correction du devoir de synthèse n°1 4ème Math 2014-2015 
 

 

Correction de l’exercice 1 

( ) ( )

x

x

x

x 2 x 2

lim f(x)
car la droite d ' équation y x est une asymptote

1) a) f(x) au voi sinage de .lim 1
x

lim f(x) 1 car la droite d ' équation y 1 est une asymptote au voisinage de .

f(x) f(x) f( 2
lim lim

x 2− −

→−∞

→−∞

→+∞

→ − → −

 = −∞
 =


− ∞ =


= − = − + ∞

− −
=

+

i

i

i

( ) ( )x 2 x 2

)
car la courbe admet, à gauche au point

x 2

d ' abscisse 2, une demi tangente verticale dérigée vers le bas.

f (x) f(x) f( 2)
lim lim car la courbe admet, à droite au point

x 2 x 2

d ' abscisse 2, une demi tangente vertic

+ +
→ − → −

= +∞
+

−

− −
= = +∞

+ +

−

i

C

C

( )d

ale dérigée vers le haut.

b) f'( 1) 0 car la courbe admet une tangente horizontale au point d ' abscisse 1.

f'(1) 1 coefficient directeur de la tangente à au point d ' abscisse 1.

f ' 2 1 coefficient directeur de la demi tangente, à droit

− = −

= −

=

C

C

e, au point d ' abscisse 2.

 

2)   

x −∞            2−                 1−                  2   
f '(x)        +         +         0       -          + 

f(x)  

                                    1                                         1−   
 
 
 

−∞                                                    2−   

 

xx 22

x

La fonction : x 2tanx est continue sur , .
3) 4 2

f est continue sur .

g fo est continue sur , .
4 2

lim g(x) 1 g g est continue à gauche en .lim (x)
2 2

lim f(x) 1
Conc

pp

p p
j

p p
j

p p
j −−

→→

→+∞

  
  

   



 
⇒ =  

  
 
 ⇒ = − = ⇒ = +∞    


 = −

֏

ℝ

lusion : g est continue sur , .
4 2

p p 
 
  

��������������

 

   

Correction de l’exercice 2 

2x x x x
2

2 2

2x 2x 2x
1) a) lim f(x) lim 1 lim 1 lim 1 .

1 1x 1
x 1 x 1

x x

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

   
   
    
    = + = + = +        +        + +            
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x

2 x
lim 1
→−∞

= +

x−
x

2 2

2x x x x
2

2 2

x

2
lim 1 1.

1 1
1 1

x x

2x 2x 2x
lim f(x) lim 1 lim 1 lim 1 .

1 1x 1
x 1 x 1

x x

lim

→−∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

→

   
   
   
   = − = −            + +            

   
   
    
    = + = + = +        +        + +            

=
2 x

1
+∞
+

x
x

2 2

2
lim 1 3.

1 1
1 1

x x

Interprétation : Les droites d ' équations y 1 et y 3 sont des asymptotes

respectivement aux voisinages de et .

b) La fonction

→+∞

   
   
   
   = + =            + +            

= − =

− ∞ + ∞
������������������

2

2

x 1 x est dérivable et strictement positive sur

donc f est dérivable sur et pour tout réel x on a :

2
x 1 x

f '(x) 2

+

+ − ⋅

= ⋅

֏ ℝ

ℝ

x

2

2

2

2

x

x 1
2

x 1

+ = ⋅
+

21 x+ −

( )
2

2 2 2

2x 1 0.
x 1 x 1 x 1

+ = >
+ + +

  

c)  
 

x −∞                            +∞   
f '(x)                  +   

f(x)  

                                  3   
 
 

1−   [ ]( ) [ ]

d) f est croissante sur donc 2 x 3

4
f(2) f(x) f(3) or f(2) 1 2

5

6
et f(3) 1 3 donc 2 f(x) 3

10

d ' où f 2, 3 2, 3 .

≤ ≤

⇒ ≤ ≤ = + >

= + < ≤ ≤

⊂

ℝ

 

 

( )

( )

2 2 2 2

2 2

e) 2 x 3 5 x 1 10 5 x 1 10 et 5 5 x 1 x 1 10 10

1 1 1 1 2 2
f '(x) f '(x) .

10 10 5 5 5 10 5 5 5 5x 1 x 1

≤ ≤ ⇔ ≤ + ≤ ⇔ ≤ + ≤ ≤ + + ≤

⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤
+ +

 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

2) a) Soit g la fonction définie sur 2, 3 par g(x) f(x) x. g est dérivable sur 2, 3

2
et x 2, 3 , g'(x) f'(x) 1. O r x 2, 3 , 0 f '(x) 1

5 5

4 6
g '(x) f '(x) 1 0 et on a g(2) g(3) 1 2 0

5 10

Donc l ' équation g(x) 0 admet une seu

= −

∀ ∈ = − ∀ ∈ < < <

  
  ⇒ = − < × = − − <  
   

= [ ]
( )0 0

le solution dans 2, 3 .

b) T : y f '(0) x 0 f(0) 2x 1. Donc T : y 2x 1= − + = + = +
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( )

2

2

c) Pour tout x ,

2x
f( x) 1

x 1

2x
2 1

x 1

2 f(x)

Donc le point I 0, 1

est un centre de

symétrie pour

la courbe .

d) voir figure ci contre.

3) a) f est continue et

strictement croissante

sur donc elle réalise

une bijection de

s

∈

− = −
+

 
 = − + + 

= −

−

ℝ

ℝ

ℝ

C

( ) ] [
ur l ' intervalle

J f 1, 3 .

b) Voir figure ci contre.

= = −

−

ℝ
 

[ ]
[ ] [ ]

[ ]( ) [ ] [ ] [ ]
[ ]

[ ] [ ]

0

n n 1

n n 1 n

n

4) a) Pour n 0, u 2 2, 3

Soit n , supposons que u 2, 3 et montrons que u 2, 3 .

On sait que f 2, 3 2, 3 et on a u 2, 3 u f(u ) 2, 3 .

Conclusion : Pour tout n , u 2, 3 .

2
b) f est dérivable sur 2, 3 et x 2, 3 , f '(x) en plu

5 5

+

+

= = ∈

∈ ∈ ∈

⊂ ∈ ⇒ = ∈

∈ ∈

∀ ∈ ≤

ℕ

ℕ��������������

[ ]n

n n

n 1 n

0 0

0 0

s u et 2, 3

2
donc d ' après l ' inégalité des accroissements finis f(u ) f( ) u

5 5

2
Ce qui donne u u pour tout entier naturel n.

5 5

2 2
c) Pour n 0, u 2 vraie car u 2 et 1.

5 5 5 5

a

a a

a a

a a

+

∈

− ≤ −

− ≤ −

   
   = − ≤ − = =   
   

 

n n 1

n n 1

n n 1

n 1 n n 1

n

n

n

2 2
Soit n ,

5 5 5 5

2 2 2 2

5 5 5 5 5 5 5 5

2
n ,

5 5

2
n ,

5 5

supp que 2 et montrons que 2

2

u u

u u 2 u 2

Conclusion : u

d) On a u

a a

a

a a

a a a a a

a

a

+

+

+

+ +

∈

∈

∈

− −

−

   
− ≤ − ≤      

   

   
   − ≤ − ≤ ⋅ − ⇒ − ≤ −   
   

 
∀ − ≤   

 


∀ − ≤

ℕ

ℕ

ℕ

��������������

] [
n n

2

5 5
2 2

2
et lim 0 car 1, 1

5 5
a a− −

  
= ∈ −      
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n ndonc la suite (u ) converge vers 0 et par suite (u ) converge vers .a a−  
 

 

Correction de l’exercice 3 

  

( ) ( )

( )( )
( ) ( )

3 2

0

2 3 2 2

3 2

1) a) P(2) 2 2 2 1 2 4 1 2 2 8 8 8 2 8 8 8 2 8 0

z 2 est une solution de l ' équation P(z) 0.

b) z , P(z) z 2 z az b z az bz 2z 2az 2b

P(z) z a 2 z b 2a z 2b

a 2 2 2 2 a 2 2

b 2a 4 4 2 b 4

2b 8 b 2a 4 4 2 vrai

= + − ⋅ + − ⋅ − = + − + − − =

⇒ = =

∀ ∈ = − + + = + + − − −

⇔ = + − + − −

 − = − =


⇔ − = − ⇔ =

− = − − = −

ℂ

( )( )
( ) ( )

2 2

2 2

1 2

e

c) P(z) 0 z 2 z 2 2z 4 0 z 2 ou z 2 2z 4 0.

2 2 16 8 2i 2 donc les solutions sont :

2 2 2i 2 2 2 2i 2
z ' 2 i 2 z et z " 2 i 2 z .

2 2







= ⇔ − + + = ⇔ = + + =

∆ = − = − =

− + − −
= = − + = = = − − =

  

[ ]

1 2

3
i

4
1

3
i

4
2 1

A B

d) z z 2 2 2.

2 2
z 2 i 2e

2 2

z z 2e .

2) a) voir figure ci contre

b) OA z 2 , OB z 2.

OA OB OAB est un triangle

isocèle.

OAB est isocèle de sommet principale

O et I milieu de AB donc (OI )

est la bissectrice de l ' an

p

p
−

= = + =

 
 = − + = 
 

= =

−

= = = =

= ⇒

	gle AOB

 

( )	 ( ) [ ]

( )	 [ ]

2 2

0 1

I

I I

B

I

z z 2 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2
z i

2 2 2 2 2 4

3 3 3 2 2 2
argz u, OI 2 donc z 2 2 cos i sin i

8 8 8 2 2

2 2

Alors

1 1 3
Et par suite u, OI u, OB argz 2 .

2 2 8

c) , z 2 2.

d)

cos

p p p
p

p
p

+ − − − + +
= = + + =

−
≡ ≡ = − + = +

−

≡ ≡ ≡

   
   = = −   
   

    
        
    

� ���� � ����

� ���

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

3 3
cos

8 8 2

3 3 2
sin sin

8 8 22 4 2

p p

p p

− − −

−

+ +
−

−

        = ⇒ = =   
   


        = ⇒ = = =    −   
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Correction de l’exercice 4 

( ) [ ]( )
{ } [ ]

[ ]( ) [ ]
[ ]

1) a) Puisque f ABCD ABCD donc f AC est un segment de sommets deux points

distincts de l ' ensemble A, B, C, D et de longueur que AC

Donc f AC AC

b) une isométrie conserve le milieu et puisque O est le milieu de AC alors f(O) est

le milieu du

même

segme

=

=

[ ]( ) [ ]
( )

[ ]( ) [ ]
er

nt image f AC AC f(O) O.

c) Soit f une isométrie telle que f ABCD ABCD alors f(O) O

alors f est l ' Identité , une rotation ou une symétrie orthogonale.

On a : f AC AC donc deux cas se présentent :

1 cas : f(A) A et f(C) C

f est une isom

= ⇒ =

= =

=

= =���������

( AC)

ème

(BD)

(AC)

(BD) (AC) (B

étrie qui fixe deux points distincts A et C f Id ou f S

2 cas : f(A) C et f(C) A

Posons foS . On a (A) A et (C) C .

est une isométrie qui fixe deux points distincts A et C Id ou S

Donc f S ou f S oS

j j j

j j j

⇒ = =

= =

= = =

⇒ = =

= =

�����������

{ }
	 [ ]

D) O

(AC) (BD) O

1 (AC) (AB)

1

S symétrie centrale de centre O.

Alors les isométrie qui laissent globalement invariant le losange ABCD sont :

l ' id, S , S et S .

2) a) f S oS .

(AB) (AC) A

f est la rotation de centre A
(AB, AC) 2

6

p
p

=

=

 ∩ =
⇒

 ≡


���� ����

{ }
	 [ ]

2 (CD) (C A)

2

(CD) (C A) (AC) (AB) (CD) (AB) (C A) (AC)
C, A,

3 3

et d ' angle .
3

f S oS .

(CD) (CA) C

f est la rotation de centre C et d ' angle .
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projeté orthogonale de A sur (CD).
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Donc t oh S .
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