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Devoir de contréle n°3

Durée de Prof:
I'épreuve : . Dhaouadi
oH Classe: A4M2 Neiib

Probleme

On considere la fonction F définie sur R par : F(x) = j;x e dt.

Partie A
1) Justifier l'existence de F(x) sur R.

2) Etudier le sens de variation de F et montrer que F est impaire.

3) a) Verifier que pour tout t € [2, +oo[ ona: e’ < e,

1 _ e472x 2 B
En déduire que pour tout x > 2, F(x) < —F+ f e " dt.
2e 0

1 2
b) Prouver que pour tout x > 2 , F(x)< ] + j; e dt .
e
4) Montrer que F est majorée sur R et que F possede une limite finie L en +oco.
Partie B

™

m —X
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = fo4 ecos’tdt .

1) Montrer que pour tout réel x > 0, 0 < f(x) <e™* et calculer lim f(x).

X — 400

2) On pose, pour tout x € R et pour tout t €

T o
_E’El’ g(t)=F(xtant).

a) Montrer g est dérivable sur |——,—| et que g'(x) = x2 g~ x" tan’ i
cos® t
™ —x% tan® t
b) En déduire que pour tout x € R, on a : F(x) = xf4 e—2dt.
0 cos”t
T C(:S;Ct
3) En admettant que f est derivable surR et que: f'(x)=—|* ¢ 75 dt.
0 cos
Prouver que pour tout x € R on a : [f(x2)]’ = 2" F(x).
4) Soit h la fonction définie sur R par : h(x) = f(x*) + [F(x)]2.
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a) Montrer que h est une fonction constante que l'on précisera.

b) En déduire que lim F(x) = o

On pose, pour tout entier naturel n et pour tout réel x,

U,(x)= ["te’dt et V, = lim U,(x).

1) Verifier que V, = £

2) a) Montrer que pour tout entier n > 2, V =

b) En déduire que :

¢) Déterminer alors les termes V, et V,.
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[
Correction

Partie A

1) La fonction ¢ : x — e est continue sur R donc F existe pour tout réel x.

2) La fonction ¢ est continue sur R donc F est dérivable sur R et pour tout réel x

X

ona: Flx)=e * > 0 d'oit F est strictement croissante surR .

La fonction ¢ est paire donc pour tout x € R, fx o(t)dt :2j;x p(t)dt (voir cours)

ji o(t)dt :2J;xg0(t)dt & figo(t)dt + fo o(t)dt = 2J;xg0(t)dt

& jcgo(t)dt = foxgo(t)dt & —j;xgo(t)dt - fo o(t)dt < fj) o(t)dt = —j;xgo(t)dt

Ce qui donne F(—x) = —F(x) d'oit F est impaire.

Autrement

On définit la fonction G sur R par : G(x) = F(—x) + F(x)

F est derivable sur R donc G est derivable sur R et on a
G'(x)=—-F'(—x)+ F'(x) = —p(—x) + o(x) = 0 car ¢ est paire.

Donc il existe une constante réeelle c telle que pour tout réel x, G(x) = ¢

Et pour trouver la constante c, il faut choisir une valeur convenable pour x.
Dans ce cas pour x = 0, on trouve ¢ = 2F(0) = 2];0 p(t)dt =0

Donc pour tout x € R, F(—x) = —F(x)

3)a) Pour t>2,0ona —t° +2t =t(—t+2)< 0= —t* < -2t or la fonction exp

est croissante donc e* < e
. 2 < o2 x < oot
Soit x € [2, +oo[. Vt € [2, x], e’ <e* donc fZ p(t)dt < f2 e “'dt

x —2x —4

o F(x)<F2)-4— 4+

, 2 2

1
2

* MY
[Fewat < [T et o Fx) - F2) <

—4 —2x 1 o e472x

2, — 2
@F(x)gj;e’tdt—k%@F(x)gfoe’tdtﬁ— oo
e

b) x>2c 2x<44-2x<0c0<e<le0<1-e""<1

Donc 1-e"> < 1 et par suite F(x) < f2 e dt + i our tout réel x > 2
2 2o O F = Jo 2¢* T =<
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4) La fonction F est croissante et majorée surR donc elle admet une limite finie L

en +oo (Résultat de cours)

Partie B
2 1
Z)te0,1(:)igcostgl(:)—gcos2t§1:>0< <1
4 2 2 cos” t
Donc pour x >0, _326 < —x donc 0 < e®’t <e*
cos” t

dou 0< fZ e’ t dt < fZ e “dt = gefx < e ce qui donne 0 < f(x) <e™™.
0 0

Et puisque lim e ™ = 0 donc, d'apres le théoréeme des gendarmes, lim f(x) = 0.

X — 400 X — +00

2) Pour tout réel x, on associe la fonction g définie sur

- >

ar:
2 p

gt)=F(xtant). Ona g = Foy ouu 1 estla fonction :t — xtant

La fonction F est déerivable sur R

a) T

La fonction 1 est derivable sur 5

J

et g/(t):wl(t)Fl(w(t)): x2 efxztanzt.

Donc g est derivable sur
cos™ t

b) g /(t) _ x2 efo tan® t et g(O) — F(O) = 0 donc g(t) — fu x2 efo tan® tdt
cos” t 0 cos” t
K ™ —x? tan® ¢
Vx € R, F(x) = z]: 1 X pettgr done F(x) =« [*S——dt.
g[4 fo cos® t J; cos’ t
s 1 ;x; m efx2(1+tan2 t)
3) |f(x*)| = 2xf'(x?) = —2x |+ ———e"tdt = —2x |+ ————dt
[f ] ! j; cos® t J; cos® t
™ —x? —x? tan? t) m —x? tan? t)
— _ox [+ € dt = -2 |x[*f——at
J; cos® t J; cos® t
Donc |f(x”)]' = —2e ¥ F(x)
4 h(x) = f(x*) +[F(x)]
a) h est derivable surR et on a:
h'(x) =[f(x*)]'+ 2F (x)F(x) = —2e ¥ F(x)+ 2% F(x) =0
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Donc h est constante surR et Vx € R, h(x) = h(0) = f(0) + [F(O)]2 = J;Z dt = g

b) On a : lim f(x2):Xlin+’L f(X)=0 et Ilim F(x)=1L

X — 400 X — 400

Or pour tout réel x, on a f(x°) + [F(x)]2 = g donc par passage a la limite en

Jr

+o00, on obtient I’ = g et puisque L > 0 (car F positive sur [0, +OO[) alors L = —

5 -
Partie C
U,(x)= ["te’dt et V, = lim U,(x) !l
0 X — +00
1)V, = lim Uy(x)= lim [ e"dt= lim F(x)zﬁ.
x— 00 x—+00 J 0 x— 00 2
2) a) A l'aide d'une intégration par parties, on trouve
eftztnfl ¥ 2 87Xan71 2
U, ,(x)= + U,(x)= + U,(x) (n>2) (¥
n—1 , - 1 n—1 n—1
Montrons que lim e %" ' =0
X — +00
* ln(e*xzx’“l) =x*+(n—Dinx =x" [—1 +(n-1) ln2x]
X
lim ln_2x =0 donc lim x* [—1 +(n—-1) ln2x] — oo doit lime*x"' =0
x—+o00 x x — +00 X x — +00
s . e e : 2
Par passage a la limite en +o0o dans l'égalité (*) on obtient : V, , = 7 A
n p—
n—1 .
Ou encore V, = 2 V _, pour tout entier n > 2.
b) Montrons, a l'aide d'un raisonnement par récurrence, que pour tout entier
!
natureln ; V -V 5 = n2n_+27r
*Pour n=0 on a: Verifions que V,V, = g
o g __lx_ —t? __l 7t2x__l -7
U,(x) = [“tedt = 2f0(2t)e dt = 2[e L_ 2(e 1)
lim e =0 donc V, = lim U,(x) = L et par suiteV,V, = ﬁ X 1_ ﬁ
X —+00 X — 400 2 2 2 4
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! n+1)/Jr
*Soitn € N, supposons que V.V, = n2n—+\/2; et montrons que V, V= %
n+ 1 n+ 1 n+1n!r <n+1>.’\/;
ViiiViie = Vo ¥ V., = = = :

2 n 2 n'n+l 2 2n+2 2n+3

o v, =2ty v, -1 Vv, = 3T ey, = 13T _ ST

Vv, 16 8
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