LYCEE DE SBEITLA Devoir de synthése n°1 4aM A.S : 2010-2011

I'Ep,reuye Professeur
AR Devoir de synthése n’l Dhaouadi
Nejib
3H Classes: 4Maths 1 & 2 <

L _J

Exercicel

La courbe ci-dessus est la représentation graphique d'une fonction définie sur R.
Cette courbe admet deux asymptotes d'équations y =1 et y=x+1.
A l'aide d'une lecture graphique, répondre aux questions suivantes.

1) Déterminer les limites éventuelles suivantes:

lim f(x) ; lm f(x) ; limI® . m I,
x——+00 X——00 x—0 x x—0t x
lim 2L =3 iy T f(x)—x ; lim f(x)
x_% 2x — 3 x——00 x X——00 x—3 x —3

2) f est elle derivable en 3 ? Justifier votre réponse.
3) f est elle derivable en 0 ? Justifier votre réponse.
4) Dresser le tableau de variations de f.

5) Discuter, suivant le parametre réel m, le nombre de solutions de l'équation f(x) =m
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|
Exercice n°2

Soit f la fonction définie sur ]—1, 3[ par f(x) = x 1 . On note % sa courbe

\/—x2 +2x+ 3

représentative dans un repeére orthonormée (O, 2 j).

4

1) a) Verifier que pour tout x [J :|—1, 3[, f(x) = .
N-x® + 2x + 3)

b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Verifier que le point A(1,0) est un centre de symétrie pour la courbe 7% .
d) Donner une équation de la tangente T & la courbe % au point A.

e) Construire la tangente T et la courbe 7 .

2) a) Montrer que [ réalise une bijection de ]—1, 3[ surR.

On note g sa fonction reciproque.
b) Construire la courbe 7' de g dans le méme repere que % .

2x

VI + % '

3) a) Montrer que g est dérivable sur R et calculer g'(x).

J2

b) En déduire que pour tout x € [1, +oo[, 0<gl'lx)< T

c¢) Montrer que pour tout x € R, g(x)=1+

¢) Montrer que l'équation g(x) = x admet, dans [1, —|—oo[, une solution unique « et
que o € ]2, 3[.
4) Soit la suite u definie sur N par : u, >1 et YneN, u, , = g(u,).
a) Montrer que Vn € N, u, > 1.

2
— Oz‘ < £
2
c¢) En déduire que la suite u est convergente et préciser sa limite.

|
Exercice n°3

b) Montrer que VYn € N,

u

n+1 un - O{| :

1) Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (O, ;, }), on désigne par r

la rotation de centre A et d'angle g et on considere les points:
= A d'affixe a, a € R.
= B d'affixe b+1i, beR.
= B' image de B par la rotation r.

a) Déterminer |’ affixe du point B' en fonction de a et b

b) Montrer que B' appartient & |' axe des ordonnées si et seulement si a + b = J3
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¢) Exprimer,dans ce cas, |'affixe du point B' en fonction de a.

2) Dans cette question, on pose a = J3 etb=0.
On considere les points C d'affixe ¢ = —i et D d'affixe d = 2 + J3 - 2iV3.

a) Quelle est la nature du triangle ABC ?

d—a . Que peut-on déduire pour le triangle ACD ?

b) Calculer le quotient

c) Déeterminer l'affixe du point E, image de D par la rotation r..

d) Déterminer l'affixe du point F, image de D par la translation de vecteur AC.

e) Montrer que le triangle BEF est équilateral.

|
Exercice n°4

Dans le plan orienté, on considere un triangle ABC isocele et rectangle en A tel que
[E, R] = g [27r]. On désigne par :

® A’ le milieu de [BC].
® I, le milieu de |AB].
L 2 I, le milieu de [AC].

#® O le symétrique de A’ par rapport o (AC).
L 7, le cercle de diametre [AB] et %, le cercle de diametre [AC].

#® r la rotation de centre A et d'angle de mesure g et r' la rotation de centre A’

et d'angle de mesure —g.

1) @) Montrer que r(%) =%,.
b) Soit M €7, et M' = r(M). Montrer que les points A', M et M' sont aligneés.

2) Caractériser ror'.

3) Soit S la symeétrie orthogonale d'axe (AA ’).

Déterminer Sor (A) et Sor(B) et puis caracteriser Sor.

4) Soit t la translation de vecteur AB. On pose r, =rot et r, = tor.

a) Donner la nature et les éléments caracteristiques de chacune des isométries r, et r,.
b) On pose M, =r, (M) et M, =r,(M).

Déterminer ryor,”' (C) et déduire que CM, = BM, .
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Correction du devoir de synthese n°l

Classes: 4Maths 1 & 2

Exercicel
1) lim f(x)=1 ; lim f(x) = -0 ;
X — 400 X — —0 w
. f(x) 1 o . \ Lo T
lllz)@ =3 (Coeffzczent directeur de la demi tan gente a gauche de l'origine O) =
- f(x) : o : L ey 77
llrgl,+ — =+ (Deml tan gente verticale a droite de l' origine O, dirigée vers le haut.)
x— X
. 2f(x) — L fle) =
lzn;L f2(x) 3 = lln% 32 = 0 (Coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse 0) ; "
x—2 x—3 x—= x — 2 :m
2 £
L=
lim 1) =1 et lim f(x)—x=1 car la droite d' équation y = x + 1 asymptote “
X——00

X——00 X

a la courbe au voi sin age de —

P 31
c)

. X
lzrg Al )3 = —00 (demi tan gente verticale & gauche au po int d ' abscisse 3, orientée vers le hautf
X—9 X — -
0
. X
ll,l’tlf))’l,+ f(x) = 400 (demi tan gente verticale & droite au point d ' abscisse 3, orientée vers le haut) g
x—3t x — ot
i
lim M = lim fx) donc lim fx) n' existe pas.
=3 x—3 x—=3tx—3 x—3x—3 )
2) f n'est pas deérivable en 3 car elle n'est pas derivable & droite (et aussi a gauche) en 3.
3) [ n'est pas dérivable en 0 car elle n'est pas dérivable a droite en 0. 0
=
4 ©
) . c
o
x| —o0 0 2 3 + 00 0
f'(x) + H + 0 — H +
3 S
— 1
2
f(x) g
0
—00 0 %
o

5) Le nombre de solutions de l'équation f(x) = m est le nombre de points d'intersection
de la courbe de [ avec la droite d'équation y = m.

D'ou le tableau suivant:
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3
m —00 0 1 — +00
2
Nombre de Une seule Trois Deux solutions . :
. ) : Aucune solution i
solutions solution solutions .

Deux solutions | | Deux solutions

‘ Une seule solution

Exercice n°2 =
=
=

1) a) Pour tout x € ]—1, 3[, ona wn

J-o? +2x+3 —(x—1) “2xt 2 ) ©

) S rmis 243 (x-f) (w1

X)= 2 - 3 .
(\/—962 —|—2x—|—3) (\/—x2 +2x+3) é
0
—x® 2+ 3+ a’ —2x 41 4 E
- 3 - 3 e
(\/—x2 —|—2x—i—3) (\/—x2 —|—2x—i—3)
b) @
x| —1 3
f(x) + |-
-|- w0
°° =
=
f(x) w
—00
o

c¢) Montrons que pour tout x € ]—1, 3[, 2—x¢€ ]—1, 3[ et f(2—x)=—f(x) é
£

* xel-L3=>-I<x<3=-3<-x<I=-1<2-x<3=2-x¢c|-13. =
7

o f(2—x) = (2 —-x)—1 _ 1—x

V(2P +202-x)+3 4+4x—x>+4-2x+3
—(x — 1 .
Sk VT o
J-a® + 2x + 3 =
donc A(1,0) est un centre de symétrie pour la courbe 7 . o
(77

d) T y:f’(l)(x—1)+f(1)@yzé(x—l).

e)
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¥ = -1
4
= i1
| '
g s
W= il i d ] e— — - E
¥ - F ]
. (&7
n
? =
m
/ E
/ o
/ 7
A1 A 4
e
@
-
-0 = =1 0 1 2 3 4 5
/ £
i —
" > E
o
i Em i -
o :x: b :3: TCourkes|. .
2) a) La fonction f est continue et strictement croissante sur ]—1, 3[ donc elle réalise uné’
=
bijection de ]—1, 3[ sur f (]—1, 3[) = R (voir tableau de variation de f). E
b) Voir figure précédente. uE:
Soit x e Ret y € }—1,3[ tel que g(x) =y
-1
g(x):y<:)f(y):xﬁy—:xﬁxz(—(y—l)z+4):(y—1)2 ©
V=Y +2y+3
o @—x2(y—1)2~|—4x2:(y—1)2@(y—1)2(1+x2>:4x2®(y—1)2: 4 n
1+x° <
2|x| 2x E
<:)|y—1|: Sy—1= (car x et y — 1 sont de méme signe) o
VI + % 1+«° A
2x
Donc glx)=y=1+ ———.
VI+ x° ©
3) @) La fonction x — 1+ x° est derivable et strictement positive sur R donc g est dérivable
sur R et pour tout réel x on a: 0
Vv L 3
g'(x) = 2 Z\/1+x2_2 1+x° —x* 2 50 Ej
1+x° <1~|—x2)\/1+x2 <1~|—x2)\/1+x2 7]

3
b x>1=1+2 >2=\1tx >v2 done (It 2] >22=50<——— <2
(\/I—i—xz) 22

N D)

Ce qui donne 0 < g'(x) < —= = —

22 2
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c) Soit h la fonction définie sur [1, —|—oo[ par h(x) = g(x)—x

h est derivable sur [1, —|—oo[ et Vx € [1, —i—oo[, h'lx)=g'(x)—1<0 car g'(x) € O,g
= h réalise une bijection de |1, +o00| sur h (|1, +o0]) = lim h(x), k(1) = }—oo, \/5]
En effet lim h(x) = lim 1 -I—L]—x =-00 e h(l)=g(1l)—1= J2
x—+00 x— 400
A1+
x

Or 0 € }—oo, \/5} donc l'équation h(x) = 0 admet une seule solution o dans [1, +oo[.

Et puisque h est continue sur [2, 3] et h(2)x h(3) = [i — 1] X [i - 2|<0

J5 J10

donc «a € ]2, 3[.

4) a) Montrons, par récurrence, que pour tout entier naturel n ; u, > 1
Initialisation: Pour n = 0, u, > 1 vraie

Héredité : Soit n € N, supposons que u, > 1 et montrons que u,, , > 1.

La fonction g est croissante sur R donc u, > 1= g(u,) > g(1) = u, , > 1+ J2 >1.

g'(x )| < g donc d'apres le théoréme des

N

gla) — g(b)| < 72 o —

b) g est derivable sur [1, —1—00[ et Vx € [1,’ —1—00[ s

accroissements finis : pour tous réels a et b de [1, —l—oo[,

Prenons a = u, € [1; 400 et b =« € [1;+00| on obtient |g(un) - g(a)| < g

—Oz|<£
2

u, o

ou encore U

n+1 un_a'

c) Il suffit de montrer & l'aide d'un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n,

\/En
) |u0_0‘|

un—a|§

Vn € N,

un—a|§

\/En
o |u0_O‘|

= (un) est convergente et lim u, = «

n n——+oo

. (2
lim |—

n— +00

lu, —a| =0 car g €]-1; 1|

—
Exercice n°3

Si

1)a zz = e (z5 —a)+ a (résultat du cours)

éﬂg](b—aﬂ')ﬂz:é(b—a—@+i(1+ﬁ(b—a)))+a

Zp =
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DonczB,:é(b—l—a—\/g—i—i(]—i—\/g(b—a)))
b) B'€(0,]) < Re(z, ) =0 b+a—-V3=0b+a=+3.
¢) b+a=+3<b=1+3—-a donc
1. 1. 1. .
zB,:Ez(l—i-\/g(b—a)):Ez(1+\/§(\/§—2a))ZEL(1+3—2\/§a>:L(2—\/§a)
2) a=+/3 et b=0= A(N3) et B(i)
@) AB=|b—d|=|i—3|=2;AC=|c—d=|-i-3|=2,;BC=|c—b|=|-i—i=2
AB = AC = BC = le triangle ABC est équilatéral.
d—a 2+V3—23 -3 2-1+i/3) _|(~1+i¥3)(¥3 i
e = :2
c-a —i—+3 V3 +i 2
d-a _AIf[AD)
c—a Aff(A_C")

b) =4

€iR = AD 1 AC =le triangle ACD est rectangle en A.

1+iV3
2

c) Ezr(D)@zE:eiE(zD—\/g)+\/§:

(2—2N§)+J§=4+J§

Donc E(4 ++/3).
d) F=t . (D)&DF=AC &z, =c—a+d=-i—3+2+3-2iJ3
Donc z, —2-i(1+2V3).

¢) BE = 4+J§—i\:\/(4+J§)2+1=m
BF = 2—i(1+2\/§)—i‘:‘2—i(2+2\/§)‘:\/224-(2-1—2\/5)2 — 20 + 83
EF = 2—i(1+2J§)—4—J§\:\/(—2—J§)2+(1+2J§)2 — 7+ 43 + 13+ 443
— 20+ 83

Donc, d'apres ce qui précéde BE = BF = EF = BEF est équilatéral .

Si

€Exercice n°4

1) a) On a AI, = Al, et (A_'II,A_Iz')Eg [2x]  donc r(I,) =1,

r(%,) est le cercle de centre r(1,) = I, et de méme rayon or ABC est isocele en A donc

AB = AC alors les deux cercles 7, et 7, sont isometriques d'oi r(%) = ¢,.

b) [A’M,A’M’]E[A’M,A’A]+[A’A,A’M’]z [BM,EA']qL[C_A',CM’] [7]

Or r(B)=C et r(M)=M"'
et r conserve les mesures des angles
orientés donc
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C

[BW, B—A'] _ [c—'M ] a]

N [Aﬁ\ —M'] =0 ]

Ce qui prouve que les points ()
A', M et M' sont alignés.

2) ror' est la composée

de deux rotations dont

la somme des angles est nul
donc c'est une translation.

En plus on a :

(ror')(B) =r(A) = A

car AA'B est isocele en A’
Alors ror' est la translation

de vecteur BA .

3)

Sor(A) = S(A) = A

et Sor(B)=S(C)=B
Sor est un antidéplacement (composée d'un
Déplacement et d'un antidéplacement) qui fixe
les deux points distincts A et B

donc Sor est la symétrie orthogonale d'axe (AB).

sigmaths

m

sigmaths

sigmaths

: : 0
4) a) r, = rot est la composée d'une translation et d'une rotation d'angle non nul —

donc c'est une rotation de méme angle.
AA' = AL

Enplus QA' = AB=t(2) = A’ et = r(A) =0

(447, A%) =7 [2n]

D'ou r,(£2) = {2 et |r, est la rotation de centre (2 et d'angle g .

sigmaths

De la méme facon on montre que |r, est la rotation de centre A' et d'angle g

b) ryor, ' (C) =r,(A) =B

r,! est la rotation de centre §2 et d'angle I

r,or, " est la composée de deux rotations dont la somme des angles est nul donc c'est un

Sigmaths

translation. Et puisque r,or,'(C) = B donc CB est le vecteur de cette translation.

r,or, "(M,) = r,(M) =M, = M,M, = CB = M,C + CB + BM, = CB = CM, = BM, .
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