LYCEE DE SBEITLA

N\ — —
Epreuve Devoir de Contréle n°2 RIEIES GEu
Mathématiques Classe - 4™ Math Dhaouadi
Durée : 2H Nejib

\ 1/ Février 2015 g )

Exercice 1

Dans le plan orienté, on considere un carré ABCD de centre O tel que
(E, E) = g [27[] et on désigne par I le milieu du segment [AB].

1) a) Montrer qu'il existe une similitude directe f qui transforme A en I et B en O.
b) Déeterminer ' angle 0 et le rapport k de cette similitude et construire son centre <.

c) Montrer que f(D) = A et déduire que les points <2, I et D sont alignés.
2) On pose g = foS g, et on note w le point tel que Dw = gm

a) Montrer que g est une similitude indirecte et determiner son rapport.
b) Déterminer g(B), g(C) et g(D).

En déduire que w est le centre de la similitude indirecte g.
¢) Montrer que l' axe A de g est la perpendiculaire a (AD) en w.

d) A coupe (ID) en J. Montrer que les points 2, w, A et J appartiennent & un méme

cercle que l' on précisera.

Exercice 2

1)0np03eA=_f05xcos2xdx et B:_fogxsin2xdx.
Calculer A+ B, A-B et puis A et B.

2) Pour tout entier naturel non nul n, on pose I, = .‘.05 cos" x dx.
a) Calculer I, et I,.

b) A l'aide d'une integration par parties, montrer que pour tout entier naturel n > 1

n+1

we = I.. (on pourra remarquer que cos"” x = cos x - cos""" x)
n+

c) En deduire I, et 1,.

Exercice 3

Partie I| On considere la fonction F définie sur R par : F(x) = ﬁ#
-2t +

et la fonction G définie sur }—% ,%l: par G(x) = F(I - ;an x}
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1) Montrer que F est derivable sur R et déterminer sa fonction dérivée F'.

2) Verifier que G[— %} =F(1).
3) Calculer G(g)
4) a) Justifier que G est derivable sur }g’%{ et calculer G'(x).
: T 7
b) En déduire que pour tout réel x e :I—E,El:, G(x)=-x+F(1) R

5) Montrer que IZL z

09 —2t+1 2

Parie IT

1) a) Etudier les variations de la fonction g définie sur [0, 1] par : g(t) = t(1-1t).
b) En déduire que pour tout réel t € [0,1], 0 < g(t) < é

2) On définie la suite (I,) sur N par 1, =1 et pour tout ne N', I = j'ol t" (1-1¢)" dt.
a) Calculer I,.

1
b) Montrer que pour tout ne N, 0 <1 < Vi

c) En déduire que la suite (In) est convergente et préciser sa limite.

———————— (Complement & traiter pendant la correction du devoir) - — — — — — — — —

3) On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel non nul par :u, = > 2*1,.
k=1

a) Démontrer que pour tout réel t [0, 1] et pour tout entier naturel non nul n
1 1 2n+1tn+1(1 _ t)n+1

201 -t)+2%%(1-t)P +...+ 2"t (1-t)" = —— —
267 -2t + 1 262 -2t + 1

T T
un+1—§ S2n+1'

c¢) Démontrer alors que la suite (un) est convergente et donner sa limite.

b) En déduire que pour tout entier naturel non nul n,
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]
Correction du devoir de Contréle n°2 4émeMath (2014-2015)

Exercice 1
1) a) AB == 0 et 10 == 0 donc il existe et unique une similitude f qui transforme A en I

et B en O. On note k et 6 respectivement le rapport et |’ angle de f

10 10 1
b) O A)=1Tet f(B) =0 h=—" == - _
) Ona f(A)=1Icet f(B) = 2B 210" 2

et |0 = (AB,IO) = (IB,10) = % [27[] (Pour la construction du centre voir page 4)

c) f((AD)) est la perpendiculaire a (AD) passant par f(A) =1 = f((AD)) = (AB).
f ((B D)) est la perpendiculaire a (B D) passant par f(B) = 0 = f((BD)) = (AC).

{D} =(AD)n(BD) = {f(D)} = f(AD)n f(BD) = (AB) n (AC) = {A} = |f(D)=A
2) a) g est la composé de la similitude directe f de rapport é et la similitude indirecte

o .. 1 1
S gp, de rapport 1 donc c'est une similitude indirecte de rapport 3 x 1= 3

b) g(B) = f(S,3p,(B))=f(B) =0, g(C)=f(S;,C)=fA) =1
8(D) = f(S,3,(D)) = (D) = A.

Dw =§m - §@ — (D) glw) = %g(C)g(B) — Ag(w) =§IO _

DoncA—D+Dg(w)=—é@:Dg(w)=m—§@=@—

Alors .

c) gD)=A = l'axe A de g porte la bissectrice interieure de l' angle DwA

Or w e [AD] [car Dw = gﬁfx] Donc A est la perpendiculaire a (AD) en w.

d) f(A) =T = (QA,QI) = % [27] = (QA,QJ) = g [27] car I,d, Q2 alignés.

Donc Q3 est un point du cercle € de diametre [AJ].

On a aussi (Q—JA, Ej) = % [27[] car J € A la perpendiculaire a (AD) en w

Donc w est un point du cercle € de diametre [AJ].

D' oit les quatre points A, J, w et Q2 sont situés sur le cercle € de diametre [AJ].

Exercice 2
z z z z 1 z 2
1) A+ B = .f02 x cos® x dx +_|'02 xsin® x dx = _|'02 x(cos2 X + sin’ x) dx = _|'02 x dx = |:§x2} =
0

V.4 V4 V4 V4
A-B-= _|'02 x cos® x dx —_|'02 x sin® x dx = _|'02 X (cos2 x - sin® x) dx = _|'02 x cos 2x dx
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ulx)=x=u'(x) =1

On pose 1 .
v’(x)=cos2x<:v(x):§sm2x
T T
:>_|'5xcos2x dx = lxsin2x E—lﬁsin2x dxz—l —lcos2x E:l[—l—l]z—l
0 2 270 2| 2 4 2
0 0
2 2 _ 2 _
A+B-T Py 4 AT 4
81 i 284 < 2164
A-p-_-1 9 ” + B_" +
2 8 16

2)a)l, = j'ogcosxdx = [sinx]% =1.

z z 3
I, = 2 cos® xdx =_|'2de= L v Lginox| - Z.
0 0 2774 4
u(x) = cos"™ x = u'(x) = —(n + 1) sin x cos" x

b) On pose
v'(x) =cosx < v(x) =sinx

T

7 7 T L4
I,,=[?cos"” x dx = [?cosxcos" x dx = [sin x cos™! x]g +(n+ Df?sin® x cos" x dx

=(n+ 1)_[05 (1 - cos’ x) cos" x dx = (n + 1).f0E cos" x dx — (n + 1)_[05 cos™? x dx

=(n+DI -(n+1DI

n+2

Done I ,(1+n+1)=(n+DI =1, ="FL1],
n+2
c)Pournzlonobtient13:gllzgxlzgz I3=§
3 3 3 3
Pourn=2onobtientlél=§I2:§><£:3—7Z 4:3—”.
4 4 4 16 16

Exercice 3

1) La fonction ¢ : t > est une fonction rationnelle donc elle est continue sur

2t° - 2t + 1
17 1
son domaine de définition R. (2t -2t +1 = 2 (t - 5) + 3 = 0 pour tout réel t).

Donc F est dérivable sur R et pour tout réel x, F'(x) = ¢(x).

2) G[—g) - F{I - t‘m2(’ ”/4)] _ F(%J - F(1).
3) G(g) - F{l_m+(’r/4)} - F(%} = F(0) = 0.

4) a) la fonction u : x — H% est derivable sur }—%,%l: et F est derivable sur R
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Donc G = Fou est dérivable sur :I—%,%l:

2 ”{, G'(x) = u'(x)F (u(x)) = u'(x)p(u(x))

Pour tout réel x ¢ |-—,—
2 2

Gl = —(1+ tan® x) : 1
2 2(1—tanx) _2(1—tanx)+1
2 2
:—(1+tan2x) 2 _ 3
2 1-2tanx+tan®x -2+ 2tanx + 2 '

d ”{ , G'(x) = -1 = il existe une constante réelle A telle que pour tout réel

xe}g,g{,G(x):—x+ﬁ.

Pourx=—£onaG _r :£+A=F(1):>/1=F(1)—£.
4 4 4 4

T r
Donc pour tout x -—,—, G(x)=-x+F(1) -—.
p E:l 2 2[ (x) (1) y

V4 T T T 1 dt T
5)6|%l-0e-ZiF)-Z-0sF1)-Z 4 __a@ T
) ( ) PR D=5 done ||, o 5173

1) a) g est derivable sur [0,1] et YVt € [0,1], g'(t) =1- 2t

t 1
0 — 1
2
g'(t) + 0 -
g(t) 1
4
0 0
b) D' apres le tableau de variation de g, pour tout t € [0,1], 0 < g(t) < é
i 1, 1] 1 1 1 1
2 )= (t-)dt=|="-=t'| ==-====11,=-|
=l [2 3 |, 2 3 6 ' 6
b) Soit ¢ € [0,1], 0St(1—t)££:>0£t”(1—t)" s%
1., " 11 . 1
Donc 0 < J.Ot (1-t)"dt < J.Ozdt ce qui donne 0 <1, SZ.
0<1,<(1]
c) . ‘:> La suite (In) est convergente et on a lim I = 0.
lim (l} =0 car 1 € ]—1,1[.
n—+oo \ 4 4
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3)a) 2001 -t)+ 2% (1 —t) + ..+ 2" (1-t)" = (26(1 - t)) + (2t(1 - t))* + ...+ (2t(1 - )"
I-(2¢(1-¢8))"  2t(1-t) 2™l -¢)"!

=2t(1-1) = -
1-2t(1-1¢) 2% - 2t + 1 2P - 2t + 1
~ 1_(2t2 —2t+1) ~ 2n+1tn+1(1_t)n+1 ~ 1 _1_ 2n+1tn+1(1_t)n+1
28 - 2t + 1 28 -2t + 1 28 -2t + 1 200 - 2t+1
d 2n+1 n+1(1 )n+1
bu, => 2", = 28R (1 - t)hdt = [ —— - dt
2 ZJ. J."215 -2t+1 'f 2_2t+1
n+l gn+l _ n+l 2n+1 t n+l
Donc un+1—£—£—1—.|.12 t2 (1-t) dt+1—£:_f1 2(g())
2l |2 0 2% _2t+1 2 02t—2t+1‘
1
Vs ne1(l 92D n+l 1 1
=lu +1-2 <2 —— dt car 0 < (t) = —.
n 2 J.o 2t2 —92t+1 (g ) 4n+1 22(n+1)
V4 1 1 1 1 4 V4
=lu +1-= <2 dt = == < )
n 2 22n+2 J.() 2t2 _ 2t + 1 2n+1 2 2n+2 2n+1
V4 V4 ) T
U, - 9~ 1< gt pour tout n € N = La suite |u, —| — - 1| converge vers 0
c) 2
1 n+l1 1 p
lim =limr|=| =0car = e |-1,1[| Donc la suite (u,) converge vers — — 1.
n—stoo QN1 n—>+00 2 2 n 2

Construction du centre O
de la similitude directe f

(exercice n°1)
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