LYCEE DE SBEITLA

Themes - . Professeur
Dérivabilité Série d'exercice
Bijection — Dhaouadi
Fonction réciproque Classe : 4 SCEXp Nejib

Exercice 1
Soitf la fonction définie sur R par : f(x) =(x —1)(x - 2)(x —3)(x —4).

Sans calculer f'(x), montrer que l' équation f'(x) = 0 admet trois solutions

réelles distinctes.

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur [1, +00[ par g(x) =1+ L

Jx

On désigne par (7 ) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O, u, 5)

1) Etudier les variations de g et tracer la courbe (7 ) .

2) Montrer que l' équation f(x) = x admet une solution unique [ dans ]1, 2[.

3) a) Montrer que pour tout x [ [1, +00[ ; |f’(x)| < é

b) En déduire que pour tout x [ [1, +00[ N |f(x) - ,B| < l|x - ,6’|.

Exercice 3

2
-3x +
Soit la fonction [ définie par : f(x) = w On désigne par (7 ) sa représentation

graphique dans un repeére orthonormé.

1) Montrer que la courbe (7 ) admet deux tangentes paralléles & la droite d' équation y = =3x

2) Donner les coordonnées de chacun des point s de contact et écrire une équation de
chacunes des tangentes en ces points.

Exercice 4
Montrer les inégalités suivantes :

. 17|
a)|smx|s|x,xD]R b)xstanx,xD[O,E[ c)l-x<cosx<l+x;x0R,
I —————————
Exercice 5

Soit [ la fonction x +—> tan x.

1) Montrer que pour tout x [ [0, IZT} ; 1<fl(x)<2

. T
2) En déduire que pour tout x [ [0, Z} ; x <tanx < 2x
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Exercice 6
1

Jx+1°

1) Montrer que f est dérivable sur R, et que |f ’(x)| <

Soit f la fonction définie sur R, par : f(x) =

~ N~

X
< <1+=

X
5_\/x+1 2°

2) En déduire que pour tout réel positif x, 1 —

Exercice 7
X

NI -x° '
1) a) Montrer que le domaine de définition de f est D, = ]—1, 1[.
b) Calculer limf(x) et limf(x).
x-1" x -1

Soit f la fonction définie par : f(x) =1 -

-1
(1—x2)\/1—x2 .
d) Montrer que [ réalise une bijection de ]—1, 1[ sur R.

c¢) Montrer que pour tout x [ ]—1, 1[ , [(x)=

2) a) Montrer que l' équation f(x) = x admet dans ]—1, 1[ une solution unique a.
b) Verifier que a U }0, é[

83

c¢) Montrer que pour tout x [ {0, é} ona: |f’(x)| < 9

d) En déduire que pour tout x [ {O,é} ona: |f(x) - a| < 8 |x - a|.

Exercice 8

On considere la suite (u,) deéfinie par : u, U [0, 1] et InON, u,, = é(4 - unZ).

1) Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = é(4 - x2).
a) Etudier les var iations de f.
En deduire que f([0,1]) 0 [0,1] et f(]4,+o[) O ]4, +od[.
b) Déterminer les réels x tels que f(x) = x. (appelés point s fixes de )
2
{ < —.
f (x)| 5

2) a) Montrer que Un O N, u, U [0, 1].

c¢) Montrer que Ux [ [0, 1] s

b) Demontrer que Un OO N,

4y =1 < 2, -1

un_1|5(§j .
5

d) Déterminer la limite de la suite (u,).

c) En déduire que (n OO N,
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Exercice 9

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =~x* + 2x + 5.
On désigne par (7 ) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i, })

1) Montrer que la droite d'équation x = —1 est un axe de symétrie de (7 ).
2) Drésser le tableau de variation de f.

3) a) Montrer que la droite A : y = x + 1 est une asymptote a (7/ au voisinage de + .
b) Tracer la courbe (7).

4) On désigne par g la restriction de f & l'intervalle [—1, +00[.

a) Montrer que g realise une bijection de [—1, +00[ sur [2, +00[.

b) Montrer que pour tout x 0[2,+w[, g7 (x) = =1 +x* - 4.
c) Tracer la courbe (') de g7".

Exercice 10

Soit la fonction f définie sur ]1, +00[ par f(x) =~x* +1 - «x.

1) Dresser le tableau de variation de f.

2) Montrer que [ realise une bijection de ]1, +00[ sur un int ervalle J que ' on précisera.
3) a) Calculer f(\/g) puis [~ (\/§ - \/E)

b) Expliciter f(x) pour tout x O I.

c) Retrouver alors f’ (\/§ - \/E)

Exercice 11

Soit la fonction [ définie sur ]0, +00[ par : f(x) = 2x - 1- !

X
1) Deéeterminer lim f(x) et lim f(x)
X - 0+ X — +oo
2) a) Montrer que f est derivable sur ]0,+00[ et calculer f '(x)
b) Drésser le tableau de variation de f.

¢) Montrer que [ realise une bijection de ]0,+00[ sur un intervalle J que l'on préciserd:.

3) On considere l'équation (E) : 2Jx -3 - 1 =0
X
a) Montrer que (E) admet une solution unique a et que a [ ]2,3[.
b) Ecrire une équation de la tangente T & la courbe (C) de f au point d'abscisse a.

4) a) Justifier que la fonction réciproque f~' de f est derivable sur l'intervalle J.
b) Calculer (1) et déduire (f™)'(0)

Exercice 12

Soit f la fonction définie sur [2, +00[ par : f(x) = x +x* — 4.
1) Dresser le tableau de var iation de f.
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2) Montrer que [ realise une bijection de [2, +00[ sur un intervalle J que l' on precisera.
3) On note f™ la fonction réciproque de f.

a) Déterminer : le sens de variation de ™ sur J; lim ™ et f (2)

b) Calculer f(3) et puis (f_l)’(\/g + 3).

c) Expliciter f7(x) pour tout x O J.

Exercice 13
Soit f la fonction définie sur {—5,5} par : f(x)=1-sinx

1°) Etudier les variations de la fonction f.
2°) a) Montrer que f admet une fonction réciproque (notée f') definie
sur l'intervalle [0, 2] .

b) Montrer que ' est dérivable sur l'intervalle ]0,2[ et que pour tout x [ ]0, 2[

ona: (f1)(x)= 2
x(2 - x)

¢) La fonction f est-elle dérivable & droite en 0 et & gauche en 2 ?

3°) Soit g la fonction définie sur {—g,g} par g(x) = f(x) —x

a) Etudier les variations de g

b) En déduire que l'équation f(x) = x admet une seule solution a dans
l'intervalle {—g,g} et que 0,5 <a <0,6.

4°) On définit la fonction h sur [g’%ﬂ par : h(x) = f(1+ sinx)

a) Montrer que h est dérivable sur l'intervalle }751’3?71[ et que h'(x) =1

b) Montrer que pour tout x [ [g,%ﬂ ,h(x) =x-11

(on pourra déduire ce résultat de la question précedente).

Exerciceld4

_rr
2°2
1) Montrer que la fonction f admet une fonction reciproque f ' définie sur R
2) Calculer o) , Y1 , fF'@2 e f1 ~J3).

3) Montrer que f' est derivable sur R et que pour tout réel x on a:

Soit [ la fonction définie sur par :  f(x)=1—tgx

—1
) (x) = 5———
! x° —2x + 2
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4) Soit la fonction g définie sur —E,E par : g(x) = f(x)—x

a) Etudier les variations de g .

b) En déduire que l'équation f(x) = x admet une solution unique «
et que 0<a< g

T

2’2
5) Soit la fonction h définie sur p par : h(x)=f"(1—x)+ f'(1+x).

¢) Déterminer le signe de g(x) pour x €

a) Montrer que h est deérivable sur p et que pour tout réel x on a : h'(x) = 0.

b)Déduire alors que pour tout réel x on a : fi1—x)+f(1+x)=0
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