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Exercice 1 (4 points)

Pour chaque question, une seule réponse est correcte. On indiquera sur la copie le numéro de la
question et la lettre correspondante a la réponse choisie. Aucune justification n’est demandée.

1) La forme exponentielle du nombre complexe — 2¢ 5 est:

s A A
a) 2e? b) 2e ® c) —2e?
2) L'ensemble des points M(z) tels que z =i — e ot OO R est :
a) une droite b) un cercle c) l' ensemble vide

) ) .. 1
3) Soit [ une fonction definie sur R telle que pour tout réel x non nul, - — —x < f(x).
X

a) lim f(x) = +oo b) lim f(x) = —o c) ling f(x) = —0c0
4) Soit (u,) la suite réelle définie sur N par : u, = cosn
n
a) limu, =0 b) limu, = +o0 c) lim u, n'existe pas.

Exercice 2 (5 points)

On considere la fonction f définie sur C, par : f(z) =2’ -2 - (1-i)z - 2 - 2i.
1) a) Calculer f(2).
b) Déterminer les nombres complexes a et b tels que pour tout nombre complexe z
f(z)=(z —2)(22 +az +b).
2) Résoudre, dans C, ' équation f(z) = 0.
3) Le plan complexe est muni d'un repéere orthonormé (O, u, 5)

On donne les points A, B et C d'affixes respectives 2, —1+1 et — 1.
Montrer que le triangle ABC est rectangle et isocele.

Exercice 3 (5points)
1) Donner les racines cinquiémes de l'unité.
2
2) Dans la suite de l'exercice on pose w =e ° .
2’ -1

a) Montrer que pour tout nombre complexe z #, 1 +z +2° +2° +2* = -
o
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b) En déduire que 1 +w +w’ +w’ +w* =0

2

3) a) Veérifier que w’ = w® et w' =w

b) Montrer que : (w + LT))2 + (w + W

c) En déduire que 4 cos’ (2?”) + 2 cos (%j -1=0.

d) Donner alors la valeur exacte de cos (2?”]

I ———————
Exercice 4 (6 points)
4u

n

2+u,

On considere la suite (u,) definie sur N, par :u, =1et OnON, u,,, =

On se propose d'étudier la convergence de la suite (un) a ' aide de trois methodes différentes.

1) Premiere méthode

8
2+u,

a) Verifier que pour tout entier naturel n,u, ,, =4 -

b) Montrer, a l' aide d'un raisonnement par récurrence, que pour tout n ON ; 1 <u, < 2.
¢) Montrer que la suite (un) est croissante.
d) En déduire que la suite (u,) est convergente et calculer sa limite.

2) Deusieme méthode

-2
On pose, pour tout n N, v = ] .
u

n

a) Montrer que (vn) est une suite géometrique dont on précisera la raison.
b) Exprimer v, et puis u, en fonction de n.
¢) Retrouver alors les résultats de la question 1) d).

3) Troisieme methode

u,., -2 < §|un -2

u, —2| < (gj
3

a) Montrer que pour tout n [N,

b) En déduire que pour tout n N,

c) Conclure.
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CORREECTION DY DEYOIR DE SYNTHESE (°)

Exercice 1

]T—Ej A4m

Db) - 26 = 207 % = 207 = 2,F.
i(osm) |z—i| =Jletarg(z-i)=0+m=86' [271]
et puisque @' R donc M(z) decrit le cercle de centre A(i) et de rayon 1.

2)b)z=i-e€% = z-i=-% =¢

X - —00 X — —00

3) a) —iz—xSf(x) et lim(—iz—xj = +00 = lim f(x) = +ow,
X X

cosn |cos n| 1 .1 :
— = — <= et lim—=0 donc limu, =0
n n n-+o p n -+

4) a) |un| =

n

Exercice2

Da)f(2)=2°-2"-2(1-i)-2-2i=8A4-F+3%-4 -2 =0

b) 0z OC, f(z):(z—2)(z2+az+b)223+(a—2)z2+(b—2a)z—2b

=z - 22 -(1-i) z-2-2i
a=1
a-2=-1 Iy Alors pour tout z 1 C,
e db-2a=-1+i < {b= Log+i =
2b=2-2 |y _gq=g4i-g=-14i |f(2)=(2-2)(F+zr1+i)

2)a) (1-2i) =1-2x2i+(2i) =1-4i-4=-3-4i.
Donc 1 - 2i est une racine carrée de — 3 — 4i
b)f(z)=0<:>(z—2)(z2+z+1+i)=0«:»z=2ouz2+z+1+i=0
A=1-4(1+i)=1-4-4i=-3-4i=(1-2i).
1149 1479
_cl-1%2i o, ol 1-2i

2 2
D' ou ' ensemble des solutions de |’ équation f(z) = 0 est S. = {2, -1,-1+ i}

Donc les solutions sont : z' = —

3) Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé (O, u, 5)
On donne les points A, B et C d'affixes respectives 2, —1+1i et — 1.
AB =g, —z,|=|-1+i-2/=|-8+i=v10; AC=|z, -2, =|-i-2/=|2+i =5
BC =z, —z,| =|-i+1-i=|1-2] =5
On a {ACQ + BC? =10 = AB® = le triangle ABC est rectangle en C.
AC = BC = le triangle ABC est isocele de sommet principal C.

Exercice 3

2km

1) Les racines cinquiemes de ' unité sont de la forme z, = e 5 avec k[ {0, 1,2,3, 4} .

2) a) Il suffit de développer ' expression (z — 1) (1 +z+22+2° + 24) on trouve z° - 1.

Dhaouadi Nejib http://www.sigmaths.tk Page: 1/3




LYCEE DE SBEITLH 4ScExp 2013 - 2014
5 —
b)w # 1donc 1+w+w’+w’ +w! =Y 11 =0 car w’ =1.
W —
i2—” 3 i@ {6—”—27T] _iﬂ-{ _L.277T z
3)a)w3=(e5j —ed =e'?® =e5=(e 5j = w’
o2\ 8 (8 _ . 2
w' = (915j =e? = 61[7 o =e 5 =ip

b) (w+w) +(w+w)-1=w+20wd+d° +w+d -1

1+w+w?+w +w!

0

¢) On sait que w+w = 2 Re(w) = 2008(2?”}

(d’aprés 2) b))

Donc (w+172)2+(w+17))—1 =0 = 40032(2?”j+2cos(2?nj—1 = 0.

— 2 — —
w+2x1+w +w+wt -1 (carww=|w| =1; 0w =uw’ etw=w4)

2 . .
d) On pose t = cos (?nj 0[0,1]. L' équation précédente devient 4t° +2t —1 =0
-1- -1+ 2 -1+
A’:5:t’=—\/gD[0,1] et t”=—\/g donc |cos = 2—\/5
4 4 5 4
Exercice 4
1) Premiere methode
+ —
@) 4- 8§ _8+4u, -8 _ 4u, —u.,
2+u, 2+u, 2+u,
b) O Pour n =0; u, =10 [1, 2[ vraie
O Soit n O N, supposons que 1 <u, <2 et montrons que 1 <u,, <2.
Isu <2 -3<2+u <4t 1 8. 8
" " 4 2+u, 3 3 2+u,
:>é£4— 8 <2=1<u,, <2 car1<é
3 2+u, 3
— — 2 —
. -u = du, - du, = 2u, —uw,” _w,(2-u) I<u <2
2+u, 2+u, 2+u,
Donc la suite (un) est croissante.
d) (un) est croissante et majorée (par 2) donc (un) est convergente
On pose lim u, =1
OnON, u,,, = f(u,) o f est la fonction définie par f(x) = 24+x
X

limu, =10 [1, 2] et f continue sur R \ {—2} et en particulier sur [1, 2]

n — +oo

Donc f(l) =1
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f()=1« 24—sz:l - dl=21+1 <« U1-2)=0<1=00[L2]oul=20][L2].

2) Deusieme méthode

4u

r— =2
_u,, -2 _2+u, _4du,-4-2u, _2(u,-2) _1u, -2 _1
a)v,, = = Y, = = =——"l—=—v.
u,,, u, du, du, 2 u, 2
2+u,

Donc (v, ) est une suite géométrique de raison 3

b) (v,) est une suite géomeétrique de raison é = 0OnUON,v, =v, (lj = —(lj .

2 2
vn:u”_2@vnun—un=—2@un(0n—1)=—2@un: 2 -_2 - =
u, v, -1 1-v, (1]”
1+|—
2
c) é O ]—1, 1[ = lim (éj =0 = lim Lﬂ = % =2 donc (u,) converge vers 2.
1+(3]
2
3) Troisieme methode
a) u ., _2| - 4un —9 :|2(un _2)| — 2 ) _2|
2+u, ‘2+un‘ 2+tu,
u 21 2+u, 23 = 0< I 1 _ g2 2. 2 un—2|sg|un—2i
2+u, 3 2+u, 3 2+u, 3 :
Ce qui donne un+1—2|s§un—2| pour tout n OO N.

2

0
b) O Pour n =0, |u, - 2| :ls(gj =1 vraie.

n n+l
. 2 2
O Soit n 0N, supposons que |un - 2| < (5) et montrons que |un+1 - 2| < (5) .

n n+l
un—2|sg 2 :un+1—2|s 2 .
3 3 3
O Conclusion : Pour tout n O N,

u, - 2| < (gj
3
2 n
Pour tout n UN, |u, - 2| < (Ej

c) . = li%(un—2):0
lim (Ej =0 car % 0]-1 1]

u,, —2| s§

n — +oo

Pour tout n ON, u, =(u, —2)+ 2 = (u,) est convergente et limu, =0+2 = 2.

n - +oo
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