LYCEE de SBEITLA Devoir de synthése 4M Date : 13/03/2012

7 N = = r N
Epreuve : Devoir de synthese n2 Professeur
Mathématiques Classe : 4°™ Maths Dhaouadi
Duree : 4H Nejib
\_ )

Exercice 1

On considere le cube ABCDEFGH ci-dessous ot I est le milieu de [EF] et J est le centre
de la face ADHE. G

H
On rapporte l'espace au repeére (A, E, E, E) E / | = f,’f
L L - -

Pour chacune des propositions suivantes,

répondre par vrai ou faux.

1) Le plan (AIG) admet pour équation

cartésienne 2x —y —z = 0.

2) La droite (BJ) est orthogonale au plan (AIG).

3) AE N AD = AB.

4) Le volume du tétraedre ABDJ est égal a é

Exercice 2

On considere la fonction f définie sur Uintervalle [0 ; +oo[ par :

f(0)=20
f(x):éx2(3—2lnx) si x>0

On note C la courbe représentative de f dans un repeére orthonormé (O,;, ;)
Partie A

1) Calculer lilz)”L+ f(x). Que peut-on en déduire pour la fonction f ?
x—

2) a) Etudier la dérivabilité de f & droite en 0.

b) Montrer que f est dérivable sur Uintervalle J0 ; +oo/ et calculer f'(x) pour x > 0.

3) Dresser le tableau de variation de f

4) Montrer que lU'équation f(x) = 0 posséde une solution unique « sur lUintervalle

10 ; +oof et verifier que o = eve .
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Partie B

1) Donner une équation de la tangente D & la courbe C au point d’abscisse 1.
1
2) On considere la fonction g : x — f(x) — [2x — E] définie sur Uintervalle JO ; +oo/.

a) Calculer g'(x), puis g'(x). Dresser le tableau de variations de g’.
En déduire que g'(x) <0 sur JO ; +oof.
b) Donner alors la position de la courbe C par rapport a la tangente D.

3) Construire la courbe C et la tangente D.

Partie C

1) Soit n un entier naturel non nul.

1
Exprimer en fonction de n le réel I, = f P x? In xdx (on pourra utiliser une
n

intégration par parties).
2) En déduire, en fonction de lUentier n, laire A, du domaine plan délimité par la

. 2 . 1
courbe C , la tangente D et les deux droites d’équation x = — et x = 1
n

3) Calculer lim A, et interpréter le résultat obtenu.

n—+o0o

Exercice 3

On considere les suites (un) et <In) définie sur N par:

I 1 dt
—n k = —
_ R (_1) ot 0 o 1+1¢
=R I=f1 " 4t (neN)
" o 1+1¢
1) Montrer que Vn € N, 0 <1 < . En deduire Iim I
n + 1 n—+o00

i 1

2) Vérifier que ¥n € N, I, +1,,, = — 1 WWW.SIGMATHS.TK

3) Montrer que Vn € N, u, = I, — (—1)"+lln+1.

4) En déduire que la suite (un) est convergente et que lim u, =lIn2

n—-+oo

Exercice 4

Le plan étant muni d’'un repeére orthonormé direct <O,§, 3)
On donne un triangle OAC direct, rectangle et isocele en A tels que OA =i et C

d’ordonnée positive.
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Soit # un cercle de centre C tangent a la droite (OA) en A. Le segment [OC] coupe 7
en F qui se projette orthogonalement en K sur la droite (OA).

1) Faites une figure

2) Montrer que C appartient & la parabole (P) de foyer F et de directrice (OA)

Bz 2

3) Montrer que F a pour coordonnées [1 ——,1- —] dans le repere (0, ;, })

4) On désigne par S le milieu de [FK].
a) Déterminer les coordonnées de S dans le repere (O, i })
b) Donner les coordonnées des points F et C ainsi que l'équation de la droite (OA)
dans le repere (S,;, ;)
¢) Donner l'équation de la parabole (P) dans (s,i, }) puis U'équation de la tangente

(T) a (P) en C.
5) la tangente (T) coupe la droite (OA) en un point oJ.

Montrer que CFdJ est un triangle rectangle en F.

|
Exercice 5

Dans lespace rapporté a un repere orthonormé direct (O, i, J, k) , on donne :

'lespointsA( 1,—2,1) s B(2,—1,3) s C( 1,1,4) etH(0,0,2 )

x=t+2
e la droite A définie par : {y=t+2 ; teR WWW.SIGMATHS.TK
z=-—t

1) a) Déterminer AB A AC . En déduire que les points A , B et C ne sont pas alignés.
b) Ecrire une équation du plan (ABC).
2) a) Démontrer que la droite A est perpendiculaire au plan (ABC) en H.
b) Démontrer que H est équidistant de A , B et C.
3) Soit M un point variable de A et E( 2 ; 2 ; 0 ) un point fixe de A.
Pour quelles valeurs de t le volume du tétraedre MABC est-il égal au double
de celui du tétraedre EABC ?
4) a) Donner une équation du plan P médiateur du segment [AE]

b) Donner une équation de la sphére S circonscrit au tétraedre EABC.
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Correction du devoir

Exercice 1
I)Vrai : A(0,0,0), I [é ,0, 1] et G(1,1,1). Les coordonnées de chacun des points

A, I et G veérifies I'équation donnée.

2) Vrai: AdJ = é(A_'D+ﬁ) = J[O,l,l]

2 2
1 1 , BJ-Al=0 e BJ -AG=0
2 —
BJ|— 1 Allo| et AG|1]| = Donc le vecteur Bd est orthogonal & deux
2 7 1 vecteurs non colinéaires du plan (AIG)
1 et par suite la droite (BJ) est 1 au plan (AIG)
2

3) Faux : (@, E, E) est une base orthonormée directe donc AD A AE = AB
dou AE N AD = —AB
4) Vrai : Le volume du tétraedre ABDJ est égal a :

é\(ﬂ;’ AAD)- Ad| = éLﬁ,A_j _ é [WWW.SIGMATHS.TK ]

|
Exercice 2

1) lim f(x) = li@lx2 (3—2Inx)=lim [%x2 —x? lnx]=0

x—0 x—0 x—0"

lim f(x) = f(0) donc f est continue & droite en 0.
x—0"

2) a) limwz limwz limzx—xlnx=0

x—0" X x—0" X x—0"

Donc f est derivable a droite en 0 et f,'(0) = 0
b) La fonction Iln est derivable sur ]0, —i—oo[ donc [ est derivable sur ]0, —|—oo[ (Somme et

produit de fonctions dérivable)

vx €10, 4+00]; flx)=x(3-2Inx) —I—éxz [—g] =2x(1-Inx)
x

3)

X 0 e +00

fi(x) |0 + 0 —

e2
0 / N
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4) D’apres le tableau de variations de f on a :
2

Vx € ]0, e] ; 0<f(x)< % = .f(x) non nul sur ]0, e]

[ est continue et strictement décroissante sur [e, +oo[ donc f réalise une bijection de

2

[e, —|—oo[ sur f([e, +oo[) = —oo,e— et puisque 0 € —oo,e— donc l'équation f(x) =0

admet, dans [e, —I—oo[, une solution unique « .
flee) = ée:’) (3 — 2ln(e\/;)) = ée:’) [3 —2lne—2 xélne] = ée:’) B8-2-1=0

Conclusion : L’équation f(x) = 0 possede une solution unique o sur lintervalle

10 ; +oof et que o = eve .
Partie B
3

1) D.'y:f’(l)(x—1)+f(1):2(x—1)+§:2x—
2)a) gllx)=f"(x)—2=2x(1-1lnx)—2

1
2

et g'(x)=-2Ilnx. X 0 1 +00

lim g'(x) = lim(2x — 2xInx — 2) = 2 g tw) +

x—07" x—0

et g(x) / \

SIS
|

lim g'(x) = lim 2x(1—Ilnx) — 2 = — —2 —0

x—-+00 X—+00

D’aprés le tableau de variations de g’ on a : Ny g

g'(x) <0 sur JO ; +oof. ‘e e >
b) D’apres a) g est décroissante sur J0 ; +oo[ D \

et g(1) = 0 ’ \
g(x) >0 sur ]0,1]

Donc

2
et g(x) <0 sur [1,—|—oo[ / \

Ce qui permet de dire que la courbe ~ 1 \

est au dessus de la tangente D sur ]0, 1]

1 2 €13 F 5
et au dessous de la tangente D sur [1,+o0|. pﬂ \

WWW.SIGMATHS.TK
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A = f{[f(x)—(2x—é)]dx = f;[gﬁ —x* lnx—(2x—é)]dx

n

1

1
=f1 [§x2—2x+l)]dx—ln: lx3—x2+lx -1
12 2 2 27
_ 1 1 1 1lnn l[ _i]
o2n® n* 2n 3 n’ 9 n’
3) lim A, = lim [— 13 iz—i—llngn—i—l[l—ig]]:l car lim
n—-+00 n—-+oo 2n n 2n 3 n 9 n 9 n—too

Inn

) 1 1 , . e .. e
Si n — +o00 alors — — 0. Donc — est laire (en unité d’aire) de la région délimitée par

n

la courbe 7, la tangente D et les droites d’équations x = 0 et x = 1.

Exercice 3
D WWW.SIGMATHS.TK
< Soit n un entier naturel non nul
1 1 t" n
0<t<]l&el<I]I+t<28-<—<LI=0< <t
2 1+t 1+t
1 ! 1
Donc 0<1I Sf t"dt = =
0 n+1 o n+1
% Pour n=0 on a ; I—[ln(l—i—t)] In2=0<1, <L
1+0
VneN, 0<I <—2
neh, == La suite (1) est convergente
1 et limlI =0
lim =00
nﬂ+xn_|_1
1 1 1
21t [ [ [ty L
o1+t o1+t o1+t 0+ 1
. (1+1) n
Et Vne NI +1,, = —dt f—dt—ftdt
1+t 0 1+t 1+t
1
— Ltrﬁl — 1 .
n+1 o n+1
k=n (_1)k k=n Y k=n . k=n X
pu, =SS ) S Sew,
k=0 + k=0 k=0 k=0

k=n+1

—Z( 1" I, +Z< VI =1, +Z< V' I, +Z< DA AR DL

Dhaouadi Nejib

3/6


DHAOUADI
www.sigmaths.tk


LYCEE de SBEITLA Date : 13/03/2012

I + (' 4 1Y) I +(-1"I
>

k=1 —1+1 ou 1-1 donc =0

Devoir de synthése 4M

n n+1
a =1+ (-1)"1 a =1, - (-1) I,

limu, —1,=0

n—+o00

u, —1I I, , avec lim I, = 0 donc

0| n n—-+0o0o

Et comme wu, = (u, —I,)+ I, pour tout entier naturel n alors la suite (u,) est

convergente et lim u, =1, =1In2.
n—-+o0

|
Exercice 4

1) Voir figure ci-contre.

2) F est un point qui n’appartient pas a la
droite (OA).

CA=0A=1et Fe7r =CF =1

CF = CA avec A projeté orthogonal de C
sur (OA) donc C est un point de la parabole
(P) de foyer F et de directrice (OA).

3) ﬁza-O_C.'
OF =0C —FC =2 — 1
Alors OF =a-0C = a2 =2 — 1

Donc azl—g et ﬁ:[z—g]ﬁ

avec a >0 et

D’ou

ﬁ;:[l—g](Jﬁ])éF[l—i 1—£]
G, 2|, gy
2

b) SF = SO+OF:>F[

1—7,0] et S milieu de [FK]:>S[1

2 -2

] dans le repere (S,z, ;)

WWW.SIGMATHS.TK

SC = SO +0C = C [\/_ 2+ \/_] dans le repere (S,;, ;)
Dans le repere (S,;", 3), la droite (OA) admet pour équation : Y = _% _ 2 —4\/E .

J2

c) (P) est une parabole de parametre p = FK = 1 — TS et d'axe focal (S, })

Donc X° = 2pY

= (2 — \/5) Y est I'équation de (P) dans le repeére (S,;", 3)

L’équation, dans le repere (S,;, ;), de la tangente T & la parabole (P) au point C est :

2442

4

x. X2 -
5 =P

2.

Ce qui donne apres développement et simplification 22X - 2 (2 -

|

J2)y —1=0
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5) Soit (a,b) les coordonnées de J dans le repere (S,;", 3)

b—_2_\/§ b:_2—\/§
(J}=0A)nT <~ 4 & 4 5
224 - 2(2-2)b-1=0 2\/§a+2<2—\/§)2_42—1=0
52—2_\/5 b__2—\/§ a:1——2
2@&4—%—1:0 220+ 2-2J2 =0 b=—2_42
Dans le repere (S,;,;’) on a: F[O,z_&],C[Q,2+\/§] et J[I—\/E,—z_\/g]
4 2 4 2 4
2 2 2 2
o ] i ] ol Yo

cJt =(1-2) +1=4-2J2
FC?> + FJ* =1+ 3—2J2 =4 — 2J2 = CJ? donc le triangle CF.J est rectangle en F.

Exercice 5
1 3
2 3
1 0 10 -3
1) a) EAR: IIN|3]=]|— 5 3‘ —|-38|=0 donc A, B et C ne sont pas alignés.
2 3 3
1 0
1 3

b) Le vecteur n=AB A AC est un vecteur normal au plan (ABC)

M(x, y, 2) €(ABC) & AM -n =0 —3(x—1)—3(y+2)+3(z—1) =0
S 3x—-3y+3z2-6=0&x+y—2+2=0

Donc le plan (ABC) admet pour équation ‘x +y—z+2= 0‘.
1

2) a) Un vecteur directeur de A est le vecteur u|l |. WWW SIGMATHS. TK
—1

n=—3u donc A est perpendiculaire au plan (ABC).

En plus M(x,y,z) e (ABC)NAs x+y—2+2=0 avec x=t+2,y=1t+2,z=—t
Donc t+2+4t+2+t+2=0<t=-2= M(0,0,2) et par suite M=H.

b) AH=\1+4+1=+6, BE =J4 +1+1=6 et CH=1+1+4=16

Donc AH = BH =CH.

3) On note V le volume du tétraedre EABC et V(i) le volume du tétraedre MABC.
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-3 1 t+1
Ona:n|-3 s AE |4 et mt—|—4
3 —1 —t—1

v-2LlaBrac). a8 =Ll acl=Ll-3-12-3 -3
6 6 6

V(t):é\(ﬁAA_c’).W\ :éIE-WI :é|—3(t+1)—3(t+4)+3(—t—1)|

1 3
== |-9t— 18 =<t + 2
5 2| |

3 t+2=4 t=2
V(t):2V<:>§|t—|—2|:6<:>|t—|—2|:4<:> ou & {ou
t+2—-4 |t——6
3 1 .
4) a) Soit I le milieu du segment [AE]. On a I[E’O’ E] et AE |4
—1

M(x,y,z)EP@W-ﬁzO@[x—g]+4y—[z—é]:0@‘x+4y—z—1=0

b) A est la perpendiculaire au plan (ABC) en H et H équidistant de A,B et C

Donc A est laxe du cercle circonscrit au triangle ABC et par suite c’est 'ensemble de
points équidistants de A, B et C.

Soit Q(x,y,z) le centre de la sphere S alors QA = QB = QC = QF < Q eANP.

QesnP e x+4y—2—1=0 avec x=t+2,y=t+2 et z=—t

3 . 11 3
D t 2 4t 8 t—1=0&t=—— t te O -, —,—
onc t+ 2+ 4t -+ 8+ 5 e par suite [2 p 2]
3Y [3]2 [3]2 3J3
L de la sphere S : QF = |2 2 2| =22
e rayon de la sphere \/[2] + P + P P

2 2 2
L’équation réduite de la sphere S est : [x — é] + [y — l] + [z — 2] = 27

SIGMATHS
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