(erivabilite

. Rappels
Il. Dérivées successives
lll. Dérivée de la composée de deux
fonctions
IV. Théoreme des accroissements finis

V. Inégalités des accroissements finis

VI. Sens de variations d'une fonction

(_ Page: 1)
Dhaouadi Nejib hj:tp.,lmmzﬂgmaj:hs.IL-


DHAOUADI
Sigmaths.tk


|. Rappels
|. Dérivabilité en un point

o

[ derivable en a < le rapport

= V4

Dérivabilité

f(x)=f(a)

X —a

notée f'(a) et appelée nombre dérive de [ en a

o

[ derivable a droite en a < le rapport

a droite en a, notée f, '(a).
(N

f derivable a gauche en a < le rapport

f(x)-f(a)

X —a

f(x)-f(a)
X

-a

finie & gauche en a, notée f, (a).

Interprétation graphique et approximation affine :

admet une limite finie en a,

admet une limite

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de centre a.

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a, a+ O([.

admet une limite finie

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]a +aq, a].

* Si f est derivable en a alors
la courbe représentative de
f admet, au point d’abscisse
a, une tangente de

coefficient directeur f'(a)

)

directeur de la tangente.

1
(a).

—

°u j est un vecteur

o C(Cette tangente admet pour

équation cartésienne

y=fla)x—-a)+ fla)

SIGMATHS

La figure suivante représente la courbe d'une fonction f

dérivable en 1 et f (1) = 2.

1 /f i/
3
///
// e ol L 1 R )
2 T r/-' =
M
1 1
Tarigente 4 la courbe au
1 Tl o i m e om ¥
TR T el | Rl et L= L= I
2 3
est Un vecteur directeu
| | PR g
Cre-at ..Hern’fe
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* Au voisinage du point M(a,f(a)), la courbe et la tangente sont presque
confondues. Donc, sur un petit voisinage de a on peut assimiler la branche de la
courbe de f a un segment (de la tangente).

Et de cette fagon, on peut obtenir une approximation de f(x) si x est proche de a en

remplacant f(x) par f'(a)(x —a) + f(a).

On dit alors que f(a) + (x-a)f (a) est l'approximation affine locale de f(x).

Exemplel : f(x) = sinx. f est dérivable en 0 et f'(0) =1/

Donc pour x proche de 0 on a Sinx >~ 1.(x —0) + sin 0 ou encore |SIN X =~ X

Exemple2 : [(x) =1+ x. f est dérivable en 0 et f'(0) = % !

Donc pour x proche de 0 on a N1+ x =~ f(0).(x —0) + £(0) ou encore |[N1 + x 21"‘%

» Si f est derivable a droite en a alors la courbe représentative de f admet, au

point d’abscisse a, une demi tangente de coefficient directeur f, (a).

* De méme si f est derivable a gauche en a alors la courbe de f admet, au point

d’abscisse a, une demi tangente de coefficient directeur f, '(a).

Dans la figure ci contre :
La fonction f est derivable a
droite en 2 et ',(2) = 2.

[ est dérivable a gauche en 2
et f',(2)=-2.

Remarque :

Dans le cas ou f est derivable a
gauche en a, il est plus pratique
-1
£ (a)

vecteur directeur au lieu de

de choisir [

j comme

1
(f 3 (a)] (comme dans le cas de 1 M
cet exemple)
0 1 2 3 ™

A A

L
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2. Dérivabilité sur un intervalle

&= On dit qu’une fonction est derivable sur un intervalle ouvert, si elle est
derivable en tout point de cet intervalle.
&= On dit qu'une fonction est derivable sur un intervalle [a, b] st elle est

dérivable sur ]a, b[ , déerivable a droite en a et déerivable a gauche en b.

= L'application qui & tout réel x de I associe le nombre déerivé de f en x est
appelée fonction dérivée de f.

3. Dérivées des fonctions usuelles

f(x) Intervalle 1 f(x)
x" (n ONN\ {0, 1}) R P
1 . n
x—n (n UON ) ]—OO, 0[ ou ]0) +OO[ YS!
1
0, + —

Jx ] °°[ oix
sin(ax+b) R acos(ax+b)
cos(ax+b) R -a sin(ax +b)
tan(ax+b) 10 Df a (1 + tan® (ax + b))

4. Opérations sur les fonctions dérivables

Soient f et g deux fonctions derivables sur un intervalle I

Fonction Intervalle Fonction dérivée
f+g I f'+g'
of (a OR) I af’
fxg I [xg+fxg’
1 Tout intervalle de -f'
f {xDItel que f(x)#O} g’
f Tout intervalle de [xg-fxg'
g {x D1 tel que g(x) # 0} o>
* (nONN{0,1}) I nf'
1 . Tout intervalle de -nf’
F (nDN ) {xDItel quef(x)#O} et

Il. Dérivées successives

Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I, sa fonction dérivee ' est

appelée derivée premiere de f ou derivée d'ordre 1 de f.
Si ' est derivable sur I, sa fonction dérivée est appelée dérivée seconde ou derivée

d’ordre 2, elle est notée " ou f'¥

Dhaouadi Nejib
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D’une fagon récurrente, si f"V (n 2 2) est dérivable sur I, sa fonction dérivée est

appelée dérivée n°™ ou derivée d’'orde n de f et notée f™
Exercice

Soit la fonction f : x — cos x
Montrer que pour tout entier naturel n =1 et pour tout rée x on a :

™ (x) = cos (x + ngj

Solution

* La fonction cosinus est derivable sur R et on a pour tout réel x

f'(x) =—-sinx = cos (x + gj donc légalite est vraie a Uordre 0.
« Soit n ON", supposons que f™(x) = cos (x + ngj et montrons que

Y (x) = cos(x +(n+ 1)2)

lll. Dérivée de la composée de deux fonctions

Théoreme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel a et g une
fonction définie sur un intervalle ouvert J contenant f(a).

Si f est déerivable en a et g est derivable en f(a) alors la fonction composée gof est
dérivable en a et on a : (gof) (a) =f'(a)*xg'(f(a))

Démonstration

_8(y)-g(f(a)) .
h(y) = #
Soit la fonction h définie sur J par : (¥) y-f(a) si. y#f(a)

h(f(a)) = g'(f(a))

h est continue en f(a) car g est derivable en ce point
[ dérivable en a= f continue en a

Donc izzraz h(f(x)) =h(f(a)) =g'(f(a))

En plus, pour x # a on a :

s(re) - s(f@y _ [nre) 22D G pi) 2 pra)
rod 0 si f(x)=f(a)

On a limM = f'(a) car f est dérivable en a
vea  x-—aq
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Done  lim 8L(x)) — &(f(a)) _

X -a X —Qa

g'(f(a))xf'(a)

Conséquence
Si f est déerivable sur un intervalle I et g est derivable sur un intervalle J tel que
f(I) 0O J alors gof est derivable sur I et on a :

Ox 01, (gof)(x)=Ff"(x)xg'(f(x))

Application (Dérivée de \/f )
Soit f une fonction derivable et strictement positive sur un intervalle I.
Si on pose g(x) = Jx alors \/7 = gof

[ dérivable sur I

g dérivable sur ]0,+00[

f(I1) 0 ]0,+00[ car f est strictement positive sur I

Donc la fonction \/7 ( = gof ) est derivable sur I et on a :
e O 1, (\/7)’(36):(gof)'(x):f’(x)xg’(f(x)):f’(x)x 1 _ flx)

2Jf(x)  2Jf(x)

Retenons
Si f est une fonction derivable et strictement positive sur un intervalle I alors la

fonction \/7 est derivable sur I et pour tout UOx 01, (\/?) (x) = f (%)

2\f(x)

Exercice

Dans chacun des cas suivants donner le domaine de deéerivabilite et definir la
fonction derivée.

a) f(x)=~x*>—-3x+2 b) f(x)=cos(i;xj

X

Solution

a) Etudions le signe de x* — 3x + 2
Ona a+b+c=1-3+2=0 donc les racines de ce trindme sont 1 et 2

X —00 1 2 +00
Signe de
x> —3x+2

+ 0 - 0 +

Pour tout x D]—OO,l[ O ]2, +00[, x> =3x+2>0

La fonction x — x* —3x + 2 est une fonction polynéme donc elle st derivable sur
R et en particulier sur ]—00, 1[ O ]2, +00[

Alors la fonction x — x* — 3x + 2 est derivable et strictement positive sur
]—00, 1[ O ]2, +00[ donc la fonction f est dérivable sur ]—00, 1[ O ]2, +00[ et on a :

Page : 6
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2x — 3
onx? -3x+2

b) Soit la fonction g : x — ;—x On a f = cosog
X

Ox O]-e0, 1] O]2, 4o, f(x) =

La fonction g est une fonction rationnelle donc elle est derivable sur son domaine

-1 1‘
1 1 —

de définition R \{—1} et g'(x) = - = 2 -

(x + 1) (x + 1)

En plus la fonction cosinus est derivable sur R donc f est derivable sur R \ {—1}

et f'(x) =g '(x)x(-sin(g(x)) = : 31)2 sin(l _xj.
X

1+x

IV. Théoreme des accroissements finis

Théoreéme de Rolle
Si f est une fonction continue sur [a, b] (a<b) et derivable sur ]a, b[ et telle que

f(a) = f(b) alors il existe c D]a, b[ tel que f'(c) =0

Démonstration

» Si f est constante sur [a, b] alors f'(x) =0 pour tout x [ ]a, b[.

e Si f n’est pas constante sur [a, b]

[ étant continue sur [a, b] donc f ([a, b]) = [m, M] et par suite il existe o et B de
[a,b] tels que f(a)=m et f(B)=M

L’un au moins des réels o et 3 appartient & Uintervalle ]a, b[ car f n’est pas

constante sur [a, b]. Supposons que a ]a, b[

O Oa,af, L2 0D =m gy T i) <
x—a x —a r-a x—a

Ox O, 8, LI P =m 6 iy T 2O gy 5 0
x—a x—a x-0a x—a

Ce qui donne f(a) = 0. Méme raisonnement si on suppose que 30 ]a, b[.

Interprétation graphique

Si f est continue sur [a, b]

et dérivable sur ]a, b[ alors

sa courbe représentative \

Cy b
P
\ | 73

tangente parallele a laxe L fa)=f{b)| /
des abscisses ;

http://www.sigmaths.tk

admet au moins une a G

Dhaouadi Nejib



Théoreéme des accroissements finis
Si f est une fonction continue sur [a, b] (a<b) et derivable sur ]a, b[ alors il existe

au moins ¢ D]a,b[ tel que f(b)—f(a)=f"(c)b-a)

Démonstration

Posons g(x) = f(x) _M
-a

La fonction g verifie les hypotheses du théoreme de Rolle donc il existe au moins
un réel c D]a, b[ tel que g'(c) =0

(x —a) pour tout x [ [a, b]

g étant derivable sur |a, b et pour tout x O]a,b[, g'(x) = f'(x) - f(b; ~f(a)
-a

Alors g'(c) :Ozf’(c)IM donc f(b) - f(a) =f"(c)b-a)
-a

Interprétation graphique

Si f est continue sur fib) y B

[a, b] et derivable sur
]a, b[ alors sa courbe

représentative admet au

moins une tangente
paralléle a la droite (AB)
ot A(a,f(a)) et B(b,f(b))

B o o o e e o o

A f(a)

=1}
Jﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁm{m

V. Inégalités des accroissements finis

Théoréeme
Soit f une fonction continue sur [a, b] (a < b) et derivable sur ]a, b[.

S’il existe deux réels m et M tels que m < f'(x) < M pour tout x [ ]a, b[ alors

m(b-a) < f(b)-f(a) < M(b-a)

Démonstration
La fonction f verifie les hypotheses du théoreme des accroissements finis donc il

existe cD]a,b[ tel que f(b) = f(a) = f'(c)b-a) .
Or m<f'(c) <M et b-—a >0 donc m(b-—a)<f'(c)b-a)<M(b-a)
Doit m(b-a)<f(b)-f(a)M(b-a).

Corollaire
Si f est dérivable sur un intervalle I et s’il existe k 2 0 tel que |f '(x)| <k

pour tout x 01 alors pour tous réels a et b de I, |f(b) = f(a)| < k|b = a|

Page: 8
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Exercice
1) a) En utilisant l'inégalité des accroissements finis, montrer que pour tout

xD[O,E[, x <tanx.
2

b) En déduire que la fonction f : x — S X

est décroissante sur }O,]—T{
X 2

2) a) Montrer que pour tous réels x et y de [O,g[ tels que x <y on a:

y—2x S<tany —tan x < y—zx
cos” x cos” y
. 3 1
b) En déduire que pour tout x [ [0,7—1[ , cosx < S o .
2 X coS X

Solution

1) a) Soit x O {O, g{ La fonction tangente est derivable sur l'intervalle [0, x]

et 0t 0[0,x],tan’ (¢) =1+ tan® t
On a Ot O [0, x] , 1<tan' (t) <1+ tan® x. Donc, d'apres l'inégalité des

accroissements finis, 1. (x - O) <tanx —tan 0 < (1 + tan® x) (x - O)
D'ouu tan x =2 x pour tout x [ [O,g[.

XCOSX —SInX COSX

b) f est dérivable sur }O,g{ et f'(x)= 5 = — (x - tan x) <0

X X

(d'apres la question précédente) donc [ est décroissante sur }O,g[.

2) a) La fonction tangente est déerivable sur l'intervalle [x, y] et

1
0¢ Ox, ], tan' (¢) =1+ tan® t = .
[, tan (1)
1
DtD[x,y],xstSy:0<coszySC082tSCoszx: > stan’t)s >
cos” x cos” y

-X -X
y2 Stomy—zfanxsy2
cos” x cos” y

Donc, d'apres l'inégalité des accroissements finis,

b) 1l suffit d'appliquer l'encadrement précédent sur l'intervalle [0, x] ol x [J [O,g[
VI. Sens de variations d'une fonction

Théoréeme
Soit [ une fonction derivable sur un intervalle I.
Si f'est strictement positive sur I alors [ est strictement croissante sur I.

Si f'est strictement négative sur I alors f est strictement décroissante sur I.

Page: 9
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Démonstration
Soient a et b deux réels de I tels que a £ b.

[ est derivable sur [a, b] (ou [b, a]) donc il existe ¢ U ]a, b[ (ou ¢l ]b, a[) tel que

LO) 21 pey ..
b-a
Théoréme

Soit f une fonction derivable sur un intervalle I.
Si ' est positive et ne s'annule sur aucun intervalle ouvert contenu dans I, alors f

est strictement croissante sur I.
Si ' est négative et ne s'annule sur aucun intervalle ouvert contenu dans I, alors

[ est strictement décroissante sur I.

Exemple

Considérons la fonction [ deéfinie sur [0, 71] par f(x) = cosx.

f est dérivable sur [O, 7T] et f(x)=-sinx<0.

Donc f est decroissante sur [O, 7T]

Et puisque ' s'annule seulement en 0 et 71 (en un nombre fini de points) on peut

dire que f est strictement décroissante sur [0, 771

Ce cours est destiné aux éleves des classes terminales section mathématiques

conformément aux programmes officiels Tunisien.

Vos suggestions et vos remarques m’intéresse beaucoup et seront les bienvenus
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