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Durée de ro
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2H | Nejib

Exercice n°l
u, =2

Soit (un) la suite réelle, a termes positifs, définie sur Npar : 1+.J1+u?2
u —_ n

n+l

1) Montrer que pour tout entier naturel n, J2 < u, <1+ V2
1 2
Ind : On pourra écrire u,,, = — + ,[1+ {—j

u

2un—\/§‘
Jl1+u? —1+\/§un

2) a)Montrer que pour tout entier naturel n,

_\/g‘:

b) Vérifier que On ON, 1+u> -1+ \/gun > 6.

En déduire que OnON, |u,,, - \/g‘ <k ‘un - \/g‘ o1 k est un réel

de l'intervalle ]O, 1[ que l'on précisera.
¢) Montrer, a 'aide d’'un raisonnement par récurrence que
On ON, |u, -3|< & (V3 - V2)

d) En déduire que la suite (un) est convergente et donner sa limite.

3) On O N, il existe x, [ }O,g[ tel que u, = tan x,

a) Vérifier que pour tout x [ } ;, T[[ ,  tan (fj = tan x
1+

2 2 V1 +tan® x
(s 1 11t
b) En déduire que Un ON, x ,, = R + 5

c) On pose y, = x, —g pour tout n N

Vérifier que ( yn) est une suite géométrique. Déterminer alors les limites

de y, et puis de x,

d) Retrouver le résultat de 2) d).
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Exercice n°2
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, ;, } ).
1) On désigne par (E) 'équation z* -2iz—-2 =0

a) Résoudre, dans C, I'équation (E).

b) Mettre chacune des solutions trouvées sous forme exponentielle.

2) Montrer que pour tous réels a et b ,

(a+b (a+b
e + e =2cos(a;bjel[ 2 j et e —e® =2isin(a;bjel[ 2 j

3) Soient 6 [ }]—;,g[ et Déquation (E,) : 2% =2z —1—-¢%® =0

a) Résoudre, dans C, I'équation (Ee)
b) Mettre chacune des solutions trouvées sous forme exponentielle.
4) On note A et B les images des solutions de ’équation (Ee)

a) Montrer que les points O,A et B ne sont pas alignés
b) Montrer que le triangle OAB est rectangle.

¢) Trouver la valeur de 8 pour laquelle OAB est un triangle isocele.

Formules utiles :

a+b a-b
cosa + cosb =2 cos cos
2 2
sina +sinb =2sin(a+bjcos(a_bj
2 2
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Solution
Exercice n°l

1) On procede par récurrence.

On note P(n) la propriétév@ Su,<1+ V2 »
» P(0) est vraie, en effet, = V2 0 [\/5, V2 + 1]

» Hérédité : Soit n 0 N, supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+1) est aussi vraie

2 2
1 1 1 1 1 1
V2su sV2+1=> —— s—s—:( js— <=
J2+1 u, 2 J2 +1 u, 2
2 2
= 4- 2J§<1+(1j sg:>1<\/4—2x/§s 1+(i] < g
un
1< ’1+ S\/7
= 1+2 - 1<—+ 1+{1j \/§+1
J_ 1< V2
\/§+1 u, \/_
Or \/§+1—(\/§+1):\/—+1_2_\/§:\/5_1_*/5<0:>\/§+15 2+1
V2 V2 V2 V2
2
Cequidonnex/isi+ 1+{ij < 2+1ouencore\/53un+1s 2+1.
un un
2
e e I e
2)@)u,., ~VB = - =
u, u, (1/1 +u? -1 +\/§un)
1+u?-1+23u, —3u? 2\3u, - 2u _ 2(@—%)
u, (\/1+un2 —1+x/§un) u, (\/1+un2 —1+\/§un) J1+u? —1+\/§un
2un—\/§
D’ou u+1—\/§‘= ‘

J1+u? -1++/3u,
b) Onayl+u?-120=1+u?-1++/3u, >+/3u, et /3u, =+/6 car u, =2
Donc +f1+u? -1++/3u=6

- 1 P s T
e 1 BB - e e e el
Donc unﬂ—x/g‘: un_\/g‘ skun—\/g‘ aveck:iD]O,l[

w/1+un2—1+\/§u \/g
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u, —\/g‘ < k" (\/g—\/§)>>
 P(n) est vraie car ‘uo - \/§‘ =k’ (\/§ - \/5)

» Hérédité : Soit n O N, supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+1)
est aussi vraie

U, - \/g‘ < k‘un - \/g‘ < kE" (\/§ - \/E) = k" (\/g - \/5) = P(n+1) est vraie
u, —\/g‘Sk" (\/5_\/5)
u, —\/5‘ < k" (\/§ —\/E) et en plus & D]—l,l[ donc lim k" (\/g —\/5) =0

¢) Soit P(n) la propriété «

e Conclusion : [On 0N,

d) On alln O N,

D'ou la suite (u,) est convergente et limu, = J3

3) a)PourxD}—]—;,g[ ona:l+Vlttan’x=14+_L —1ltcosx

CoOS X CoOS X

. (x X . (x
. 2 sin (j cos [j sin [j
Donc tan x _Ssinx _cosx _ 2 2 _ 2 =tan(£j
2
1+~1+tan?x cosx 1+cosx 2cosz(xj cos(xj 2
2 2
1+\/1+tan2x
b) un+1:tanxn+1: == 1 = tan T_T_X_n avec x, etxnﬂ[l O;E
tan x, (xnj 2 2 2
tan| —
2
En plus 0<xn<l[«:»—E<—xn<0@]—T<T[—xn<n@]_-[<]_-[—x_”<l[
2 2 2 4 2 2 2
Ce qui permet de dire xnﬂ:]—T—x—” ou encore xn+1:—x_"+l[
2 2 2 2
©) Yoy =% —E—-x_ul‘_ﬂ-_x_uﬂ__l(x _’_Tj__l
Yt T hn T T Ty Ty T T T g e 2l T3 9

1Y Tt 1Y s
Et On ON, = -—— et x = + __=|-= + —

—lD]—l,l[:lim(—lj =0 donc limxn=E.
2 2 3

Page: 4
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En plus la fonction tangente est continue en 1[, alors

J3

. . Tt
limu, =limtan x, = tan (gj

Exercice n°2

1a)z>-2iz-2=0;

,2-2 2 + 2

z =7-1 et "= =71+1
2 2

3m

b) z—1:&(—g+72i}{ﬁ,3—"}:&e4

i+]_:\/§ £+ﬂl :|:\/§,E}:\/§ei4
2 4
2)
ei“+eib=cosa+isina+cosb+isinb=(cosa+cosb)+i(sina+sinb)

a+b a-b

= 2cos(
= ZCOS(G

ot

-b

’

ot — gib = it +ei(b+rr) - QCos(a_g_nje[

j ..(a+bj (
+ 21 sin 2 cos

a-b
2

28] o

; a+b+nj
2 )= 2cos(

J

a+b

)l
g

a+b T[

a->b

(a+b LT a+b
:ZCOS(T—T—G bje[Z}Xel2 =2ism(a je j
2 2
3) a)A=-4+4 (1 + ez"e) = 4¢"° = (2ei9)2 donc les solutions sont :
PR . . 8 .
Z’:M:i—ele et ”:M:i+ele
2 2
Tie
Tt | 2
. S8 2J 8
b)z' =i-e® =e? —e® = 2sin| 2 e =2isin(ﬂ—§je[4 ZJ
4 2
(31,0
=2sin(ﬂ—9je[4 2J aveCsm(n —j>Ocar T—T—QD 0,1[
4 2 4 2 4 2 2
T
T_o i[% o) i(™2)
z"=i+e €2 +e® = 2cos| 2 e =2cos(——§je42
m 0 mf
aveccos >0car ———0 |0,—
4 2 2l
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A = -4+ 8 =4 = 2° donc les solutions de cette équation sont :
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e) S5
2

- 2 sin (
Aff(OA) _ 4
a —~ = e
Aff(OB) (n _ Zj S

—tan(]—-[—gjei[gj :itan(]—T—QjDR

4)

Donc les vecteur®A et OB ne sont pas colinéaires ce qui prouve que O,A et B ne sont pas alignés

b) Aff(04) =itan (E - 9) qui est imaginaire donc les vecte@? et OB sont orthogonaux

Aff(OB)
D’ou le triangle OAB est rectangle en O.
c) OAB isocéle= OA = OB - |z'| = |z”| = 2008(1[——j = sin[E—QJ = L =
4 2 4 2 4 2 4

car —g [ }0, g[ Ce qui conduitad = 0.

=
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