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Devoir de synthése n3 4°™ Maths A.S : 2009-2010

e
Exercice n°1

Pour chacune des propositions données, indiquer si elle est vraie ou fausse.
Aucune justification n'est demandée.
1) Dans l'espace &, rapporté & un repére orthonormé, on donne le plan P d'équation

x—y+2z—1=0 et la sphere S de centre 1(0,0,1) et de rayon 1.

Pl:« Le plan P et la sphere S sont sécants.»
2) Soit f l'unique solution de l'équation différentielle y' = 2y + 1, vérifiant f(0) = 1.

P2: «f (In2) = 1_21 »

3) Le temps de réponse X (en secondes) a un terminal reli¢ & un ordinateur est une
variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parametre 0,2.

P3: «P(X<1)=¢e%%»

e
Exercice n°2

o) =mATY %Gl
Soit [ la fonction définie sur ]—1, —|—oo[ par :
Flo) ==
2
Cet exercice a pour objectif l'étude de la continuité et de la derivabilite de f en 0.
x 3
A cet effet, on introduit la fonction g définie sur ]—1, +oo[ par : g(x) = J; Zt-i—t
4
1) Montrer que pour tout réel x € [0, +oo[, 0 <g(x)< xj
(Ind: Remarquer que pour t > 0, 0 < IL-l-t <1)
2) Soit x € |-1,0]
a) Pour tout réel t € [x, 0], comparer et !
1+1¢ 1+ x
4
x
b) En déduire que pour tout réel x € |—1,0|, 0 < g(x) < ——.
auep | | g 4(1+ x)
3) Montrer alors que lim g(;c) =lim g(;c) =0.
x—=0 x x—=0 x
o ¢’ 5 1
4) a) Verifier que pour tout t € R \ {—1} on a: ; =1—-t+t — 1——|—t
¥ X
b) En déduire que pour tout réelx > —1, In(1+ x) = x — - + 5 g(x).
5) Etudier la continuité et la derivabilité de [ en 0.
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e
Exercice n°3

t=—-4 (mod19)

Considerons le systeme (S) suivant :
t= 4 (mod17)

ot l'inconnue t est un entier relatif.
1) On se propose dans cette question de résoudre le systeme (S)
a) Verifier que 2010 est une solution du systeme (S).
b) Soit t une solution de (S).
Montrer que t = 19x — 4 = 17y + 4 out (x,y) est un couple d'entiers relatifs
solution de l'équation (E): 19x — 17y = 8.
c) Veérifier que (4,4) est une solution particuliere de l'équation (E)
Résoudre alors l'équation (E).
d) En déduire que les solutions du systeme (S) sont les entiers relatifs t de la forme
t =323k +72 ot ke Z.
2) Soit t une solution du systeme (S).
a) Compléter le tableau de congruence suivant:
t t2 t3 t9 t18 t36
Modulo 19 —4

Modulo 17 4

b) En déduire que t** =1 (mod 323)
c) Verifier que t*° =7 (mod 19) et t*° =—1 (mod 17).
d) En déduire que t*° + 69 = 0 (mod 323).

e) Déterminer enfin le reste de la division euclidienne de 2010%°1° par 323.
|

Exercice n’4
Un lot de tulipes a un pouvoir germinatif de 80%, cela signifie que l'on considere que

chaque bulbe a une probabilité égale a % de produire une fleur et cela

indépendamment des autres bulbes.
Chaque bulbe contient l'un des trois genes R (rouge), B (blanc) et J (jaune) qui
determine la couleur de la future fleur éventuelle.

i 1 e
On suppose que la probabilité pour qu'un bulbe posséde le géne R est 3’ la probabilite
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1 e
pour qu'un bulbe possede la gene B est 70’ et la probabilité pour qu'un bulbe posséde

la gene J est g

1) a) Tracer un arbre ponderé traduisant la floraison d'un bulbe.

b) Quelle est la probabilité pour qu'un bulbe planté produise une fleur rouge?
c) Quelle est la probabilité pour qu'un bulbe planté produise une fleur blanche?

2) On appelle X la variable aléatoire qui associe le nombre k de fleurs rouges obtenues
apres avoir planté 5 bulbes. (La plantation de 5 bulbes est assimilée a 5 tirages avec
remise)

a) Verifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.
b) Déterminer la loi de probabilite de X.
c¢) Déterminer le nombre moyen des fleurs rouges qu'on peut obtenir a l'aide de 5

bulbes.

e
Exercice n°5

Le tableau suivant exprime l'évolution du taux de chémage dans un pays au cours des

8 dernieres années.

Année 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
X (numeéro de l'année) 1 2 3 4 5 6 7 8
Taux de chémage Y en % 10 9 8,56 8 7 7,2 6 6,5

1) a) Construire, dans un repeére orthogonal, le nuage de points de la série statistique
double (X,Y).
b) Peut-on justifier un ajustement affine entre X et Y ¢

2) a) Déeterminer le coefficient de corrélation linéaire de la séerie statistique double
(X,Y).
b) Un ajustement affine, par la methode des moindres carrées, est il justifie?

3) Donner une équation de la droite de régression de Y en X.

4) Quel est le taux de chémage prévu dans ce pays apreés 10 ans (a partir de 2010)?
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Correction - devoir de synthése n°’3 4M 20I0 -

I —.
Exercice |

1) Vraie : Soit d la distance entre le centre de la sphere I et le plan P

0-0+2x1-1 1 .
d = \/ = - = = ﬁ < rayon de la sphere qui est 1
r+-1+2

Donc le plan et la sphere sont sécants suivant un cercle.

2) Vraie : La solution de l'équation différentielle y' = 2y + 1 qui vérifie f(0) =1 est

la fonction [ définie sur R par f(x) = ge” —é.
Donc f(ln2):§e2l”2—l:§el”4_l:§x4_l:6_l:£
2 2 2 2 2 2 2 2

3) Faux: P(X <1)=1—e %% =1 —¢ %% = 0?2

e
Exercice 2

3
1) Soit x> 0. Yt €[0,x], 0<—1— <1 donc 0< -
1+t 1+t

< ¢,

t3
1+t
2) a) Soit x € ['-1,0].

4
o 0< [ < [T < <X
D'out O_J; dt_j;tdt ou encore 0_g(x)_4.

< 1
t+1 x+1
) 1 1 ¢ ¢
b) Pour tout réel t € [x, 0], 0 < < = < <0
t+1 x+1 x+1 t+1

Pourtoutre’eltE[x,O], O<x+1<t+1<1 =0<

0 3 0 3 x 3 x 3
Donc f t dt < f :_ dt < 0 ou encore f t dt > f :_ dt > 0
x x 0 0

x+ 1 t+1 x+ 1 t+1

4

[ tdr=———.
x+1J0 4(x + 1)
, x? g(x) _x°
3)Pourtoutreelx€]0,+oo[,0§g(x)§7 donc 0 < =— gj
x
2

En plus lim “ =0 dou lim 22 — WWW.SIGMATHS. TK

x—0 x—0" x2

Alors 0 <g(x)<

g(x) _

3

0

De méme on a 0 < g(;c) < X oot limZ =0 done lim

X 4 x—0t 4 x—0" X
x? g(x) x

Pour tout réel x € ]—1, 0[, 0<g(x)<—— donc 0<="F~<
4(x+ 1) x 4(x + 1)

2
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2

glx) _

En plus lim — X _ 0 dou lim > 0

x—0" 4(3(,‘ + 1) x—0" X

4
Pour tout réel x € ]—1, 0[, 0 < glx) < — X donc X < g(;c) <0
4(x+ 1) 4(x+ 1) x

En plus lim X _0 dou lim 8(x) =0

x—0" 4(x —+ 1) x—0" x3
Conclusions:
lim g(f) = lim g(;c) = 0 donc lim g(;c) =0
-0t X =0 X =0 x WWW.SIGMATHS.TK
lim g(;c) = lim g(;c) = 0 donc lim g(;c) =0
x—0" X x—0" X x—0 X

4) a) Soit tc R\ {—1} on a:

1 (-1 [ A

I—t+1t°— = = :
1+t 1+t 1+t 1+t
+ f x 1 2t ’
b) g(x) = dt=| |[I1-t+t? ———dt=|t——+——In(1+1)
w00 [i o= [lli-eve el oG omany)
o«
=x——+——In(1+x)
2 3
o«
D'oit pour tout réel x > —1 ; ln(]—i—x):x—?—k?—g(x)

5) Continuité de f en 0

D'apres ce qui préceéde, pour tout réel x € ]—1, +oo[ \ {0}

In(I+x)—x 1 x g(x)

(x) = =-——+=

! x° 2 3 x”
. g(x) . 1 : .

Or lmg -— = 0 donc lmg f(x) = 5" f(0) et par suite f est continue en 0.
x— X x—

Dérivabilité de f en 0

Pour tout réel x € |—1,+oc| \ {0};

In(1+x)—x 1 x  glx) ]JZ
e +

f(x)—f(0) _ x? +2:/2/ 3 & 2 1 g(x)

x x x 3 X
On a lim g(gx) = 0 donc limw = 1

=0 x x—0 X 3
Le rapport fx) = 1(0) admet une limite finie, égale o é, quand x tend vers 0 donc f

X

est derivable en 0 et f'(0) = é
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Exercice 3

1) a) On désigne par F l'événement «Le bulbe planté fleurit»(produit une fleur)
R [l'évéenement «Le bulbe planté produit une fleur rouge»
B l'évenement «Le bulbe planté produit une fleur blanche»

J l'évenement «Le bulbe planté produit une fleur jaune»

(119)d

L'0=

b) p(FNR)= p(F)x p(R/F)=0,8x0,5=0,4 W SIGMATHS TK

¢) p(FNB)=p(F)x p(B/F)=0,8x0,1=0,08
2) a)

La plantation de 5 bulbes est assimilée a cing épreuves identiques et

indépendantes

chaque épreuve admet deux issues, succes ou échec.
Un succes est représenté par la réalisation de l'événement F N R.
[ ]

X désigne le nombre de succeés obtenus au cours des cinq épreuves.

Donc X suit une loi binomiale de parametres 5 et p = p(FNR) = 0,4.
b) Pour tout entier k € {0,1,2,3,4,5}; p(X = k) = (0(0,4)*(0,6)°""

¢) Le nombre moyen des fleurs rouges qu'on peut obtenir a l'aide de 5 bulbes ce n'est
que l'espérance mathématique de X qui est donné par la formule E(X) = np

Donc E(X)=565x0,4=2.

c.-a-d. : Apres avoir planté 5 bulbes, on obtient, en moyenne, 2 fleurs rouges.
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Exercice 4

1) a) 2010 =105 %x19+ 15 =106 x19 — 4 = 2010 = —4 (mod 19)
2010 =118 x17 +4 = 2010 =4 (mod 17).
D'oit 2010 est une solution du systeme (S).
b) t =—4 (mod 19) donc il existe x € 7 tel que t = 19x — 4
t =4 (mod 17) donc il existe y € Z tel que t = 17y + 4.
Donc t=19x —4 =17y + 4 avec (x,y) est un couple d'entiers relatifs solution
de l'équation 19x —4 = 17y + 4 ou encore 19x — 17y = 8.
c) 19x4—-17x4 =76 -68=8 = (4,3) est une solution de (E).
19x — 17y =8 19x — 17y =19%x4—-17x4 & 19(x—4) =17(y — 4).
17 divise 19(x — 4) avec 17 N 19 = 1 donc, d'apres le théoreme de Gauss, 17
divise x —4 ou encore x —4 =17k ot k€ Z.
19(x —4)=17(y —4) et x—4 =17k donne y—4 = 19k
Dou x=17k+4 et y=19k+ 4.
Réciproquement : Yk € 7, 19(17k +4) —17(19k +4) =76 —68 = 8

Conclusion: les solutions de (E) sont les couples (17k + 4,19k + 4) out k € 7.

d t=19x — 4 avec x =17k +4, k€ Z.
WWW.SIGMATHS.TK
Donc |t = 19(17k + 4) — 4 = 323k + 72| ous keZ.
2) a) ¢ 42 43 #9 18 436
Modulo 19 —4 -3 -7 —1 1 1
Modulo 17 | 4 iy 1

) t* =1 (mod 19) - t* —1=0 (mod 19)
t* =1 (mod 17) t* —1=0 (mod 17)

Et puisque 17 et 19 sont premiers entre eux alors t** — 1= 0 (mod 17 x 19)
t? —1=0 (mod 323) dou t*° =1 (mod 323).

ou encore
)t = (') xt* = (~1) x(~7)=7 (mod 19)
t = <t2)15 = (—1)15 =—1 (mod 17).

d)t* +69=7+12=0 (mod 19) et t*° +69=—-1+1=0 (mod 17)

Page:4 /6
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Et puisque 17 et 19 sont premiers entre eux donc t*° +69 = 0 (mod 323).

e) 2010 est une solution du systeme (S)

Donc 2010°° =1 (mod 323) et 2010° = —69 (mod 323)
or 2010 =55x36 + 30
Done 2010°"° = (2010% )55 % 2010° = —69 = 254 (mod 323)

Finalement 254 est le reste de la division euclidienne de 2010%°'° par 323.

e
Exercice 5

1) a

b) Le nuage de points prend une forme allongée autours d'une droite donc la

corrélation linéaire entre X et Y est forte ce qui permet de procéder a un ajustement

affine.

— 8 8 —
2)a) X = éin =4,5; V(X)= éfo ~X =5,25 ; o(X) = V(X) = 2,291
i=1 i=1

_ 8 8 _
Y = éZyi 7,775 ; V(Y) = ény —Y =1,592 ; o(Y) = JV(Y) = 1,262
i—1 i1

P : 5
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8 — —_—
Couv(X,Y) lexiyi —XxY =-2,775 ; _ CouX,Y) _

r =-0,96
8 ‘= o(X)o(Y)

3 . . . )
On a |r| =0,96 > 3 donc un ajustement par la meéthode des moindres carrées est

Jjustifie.
o — Couv(X,Y)
ViX)

4) Il suffit de calculer Y pour X = 18

3) D:y=ax+b avec = —0,529 b=Y —aX = 10,154

Y =-0,529x 18 + 10,154 = 0,632 % (pourquoi pas !!, esperons qu'il n y aura pas

une crise économique mondiale en 2019 ).
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