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EXTRAITS DES PROGRAMMES DU 8 JUIN 1966
(B. 0. n° 26 du 30-6-66)

CLASSE TERMINALE C

NOTIONS GENERALES

Il n'est pas nécessalre de rassembler dans un chapitre Introductlf les études proposées cl-dessous,
elles pourront occuper dans le cours les places qul seront Jugées les mellleures; un certain nombre d’entre
elles auront d'allleurs été dégagées au cours des années précédentes.

Application d’un ensemble dans un ensemble; application Injectlve, surjective; application bljective,
application réclproque; composition des applications, fonction composée.

Transformation ponctuelle dans le plan et dans I'espace; composition des transformatlons (prodult) :
assoclatlvité; transformatlon réclproque d’une transformatlon, transformation Involutive; groupe de
transformations.

Lol de composition; lol Interne, lol extérne. Etude partlculldre des lols Internes, assoclatlvité,
commutatlyité, élément neutre; structure de groupe. Distrlbutlyité d'une lol Interne par rapport A une
autre; structure d’anneau et de corps commutatif,

Etude d’une lol externe : structure d’espace vectorlel sur le corps des réels.

Isomorphisme entre deux ensembles munis de lols Internes en correspondance bljectlve, définitlon;
Isomorphisme entre deux groupes.

ARITHMETIQUE, ALGEBRE ET NOTIONS D’ANALYSE

I. Les nombres : extensions successlves de ia notion de nombre,

Note préliminalre.

a. Quels que solent I'ordre et le mode d’exposition cholsls, Il importe de ne pas sattarder sur
les théorles, dont les résultats sont déJa connus des éleves; en particuller, on supposera connues
les propriétés fondamentales de I'ensemble N des ‘entlers naturels et on attirera 'attention des
éldves sur |'iImportance du ralsonnemant par récurrence,

b. Aucune questlon d’ordre théorique ne devra &tre posée aux épreuves éerites et orales du bac-

“calauréat, sur les diverses notions qui font I"objet de ce chapltre I, Les résultats généraux concer-
nant les nombres, les propriétés des opérations, leurs conséquences essentlelles, sont du reste
mis en ceuvre dans les autres chapltres du programme.

10 Les entlers relatlfs. — Construction de I'ensembie Z des entlers relatlfs, Pour les lols d’additlon
et de muitlplication, Z a une structure d'znneau commutatif ordonné.

20 Les nombres ratlonnels, — Construction de I’ensemble Q’/ des nombres ratlonnels. Pour les lols
d'addition et de multiplication, Q a une structure de corps commutatif ordonné.

30 Notlons sur les nombres réels. — Nécesslté d'une extenslon de Q. Exposé sans démonstration, des
propriétés des réels. Les réels forment un corps commutatif ordonné R.
Valeurs absolues, propriétés relatlves aux sommes, prodults, quotlents.

40 Les nombres complexes. — Définitlon; représentation géométrique; module; argument. Egalité,
Nombres complexes opposés; nombres complexes conjugués; nombre complexe nul,
Additlon, soustraction, multiplication, dlvislon. Corps C des nombres complexes.
Forme trigonométrique d’un nombre complexe, d'un prodult; formule de Molvre.
Raclnes nitmes d’'un nombre complexe (on se bornera 4 la démonstration d’existence et A fa repré-
sentation géométrique des n racines).
Applications de la formule de Moivre, dans le cas des exposants 2, 3, 4 aux formules de muitiplication
des arcs et A la linéarisation des polyndmes trigonométriques.
Résolution dans C de I'équation du second degré A coefficlents complexes, 3 coefficlents réels.
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11. Arithmétique,

1° Analyse combinatoire. — Permutations, arrangements, combinaisons sans répétition, Formuie du
binéme,

29 Les entiers, — Muitipies dans Z d’un entler reiatif; probi¢me de ia division d’un entier reiatif par
un autre; divisibiiité.
Congruences moduio n dans Z; opérations éiémentaires,
La division euciidienne dans N, quotient entier, reste.
Diviseurs communs 4 piusieurs nombres, pius grand diviseur commun, nombres premiers entre
eux. Muitipies communs 4 piusieurs nombres, pius petit muitipie commun,
Etude dans N des nombres premiers; propriétés &iémentaires. Décomposition d’un entier en un
produit de nombres premiers. Appiications : diviseurs d’un nombre; diviseurs communs et mui-
tipies communs 3 piusieurs nombres; conditions pour qu’un entier soit égai au carré, A ia puissance
niéme d’un entler,

30 Appiication aux fractions, — Simpiification des fractions; fractions irréductibies.
Condition pour qu’un rationnei soit ie carré, ia puissance ni¢mes d’un rationnei.

40 Numération. — Principe des systémes de numération; notion de base. Numération décimaie.

50 Nombres décimaux. — Définition; condition pour qu’un nombre rationnei soit un nombre décimai.
Les nombres décimaux forment un anneau commutatif.
Vaieurs approchées & 10-% prés, par défaut et par excés, d’un nombre réel. Représentation d’un
nombre réei par une suite décimaie iliimitée; dans ie cas des nombres rationneis, ce développement
admet une périodicité (i étude généraie des nombres décimaux périodiques est en dehors du
programme).

ili. Fonctions numériques d’une variabie réelle.

10 Sens de variation sur un intervalie. — Propriétés éiémentaires de fonctions monotones sur un inter-
vaiie. Définition d’'un maximum ou d’un minimum d’une fonction en un point.

20 Notions sur les limites. — Définition concernant ies iimites (finies ou infinies) : iimite d’une suite
u, iorsque I’entier naturei n tend vers i'infini. Enoncé (sans démonstration) des propriétés &ié-
mentaires des limites : unicité, opérations éiémentaires (somme, produit, quotient, racine nitme),
cas d’indétermination.

30 Continuité d'une fonction. — Définition d’une fonction continue pour une valeur de ia variabie, sur
un intervaiie' (ia continuité uniforme est en dehors du programme). Opérations éiémentaires.
Continuité d’une fonction composée (fonction de fonction), formée A partir de deux fonctions
continues (sans démonstration).

On admettra sans démonstration ia propriété suivante : si une fonction f est continue sur un inter-
vaiie fermé (a, b) et si ies vaieurs numériques f (a) et f (b) sont de signes contfaires, ia fonction
s’annuie au moins pour une vaieur de ia variabie comprise entre a et b. Appiication au cas d’une
fonction continue et monotone sur un intervaiie (a, b) fermé.

Existence de ia fonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone sur un inter-
vaiie fermé (on admettra ia continuité de cette fonction réciproque); représentation graphique
dans un repére cartésien normé. Appiication 3 47 (n entier naturei).

40 Dérivées. — Révision du programme de Premidre C : définition de ia dérivée pour une vaieur de
ia variabie; fonction dérivée, opérations &iémentaires (dérivées d'une constante, d’une somme,
d’un produit, d’un quotient); interprétation géométrique en coordonnées cartésiennes, équation
de ia tangente en un point de ia courbe représentative. L’existence de ia dérivée entraine ia
- continuité de ia fonction.

Dérivée d’une fonction composée (formée 5 partir de deux fonctions, dérivabies). Dérivée de
ia fonction réciproque d’une fonction monotone dérivabie, interprétation géométrique.
Définition des dérivées successives.

Différentieiie premiére d’une fonction d'une variabie, interprétation géométrique, usages.

50 Dérivées de quelques fonctions (révision et compléments). — Dérivée par rapport & x de x*, de x%,
de {/x (n entier naturei). Dérivées de ia puissance nime, de ia racine nitme d’une fonction déri-
vabie. ,
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Dérivées des fonctions circulaires sin, cos, tg, cotg (révision). Dérivée de fonctions composées for-
mées 2 partir des fonctions circuiaires. Dérivées successives de sin (ax - b) et de cos (ax + b),

60 Applicatlon des dérivées. — Enoncé, sans démonstration, du théoréme de Roile. Théoréme des accrois-
sements finis; Interprétation géométrique.
Comparaison de deux fonctions ayant ia méme fonction dérivée sur un intervaiie. Etude du sens
de varlation d’une fonctlon au moyen du signe de la fonction dérivée.

70 Fonctions primitives. — Définition d’une fonction primitive d’une fonctlon (on admettra I’existence
d’au molns une primitive pour toute fonctlon continue). Relation entre deux primitives d’une
fonction sur un méme intervaiie; existence d’une primitive unique prenant, en un point donné
de i’intervalle de définition, une valeur fixée.

Exempies de primitives déduites de ia connaissance des dérivées de quelques fonctions usuelies;

en particuiler : primitives d’un poiyndme, de )% (n entier naturel supérieur 5‘1),, de sin (ax + b)

et cos (ax - b). Notatlon J.f(x) dx.

80 Application des primitives au calcul d’alres et de volumes (aucune difficulté ne sera.soulevée au sujet
des notions d’alre et de volume. On admettra I’existence et les propriétés des aires et des voiumes
dont ie calcul est demandé ici).

Aire d’un domalne pian définl dans un repére orthonormé par les relatlons : a < x < X, 0 <y < flx),
f étant une fonctlon continue positive : cette alre est ia valeur F (X) d’une fonctlon primitive de f
(on pourra se borner, pour ia démonstration, au cas ol f est monotone); extension 3 X < det 2

une fonctlon f négative, Application 4 des calculs d’aires planes. Notation f: f(t) de.

¢ Appiication (2 partir des formuies, admises sans démonstration, donnant le volume d’un prisme ou
d’un cyiindre) des primitives au calcul de quelques volumes : pyramide 1 base trianguiaire, tronc
de pyramide A bases trlangulaires paralidles (extension des formuies trouvées au cas de bases poly-

gonales quelconques); ¢dne A base circuiaire, tronc de céne A bases circuialres parali¢les, segment
sphérique, sphare,

IV. Ecude de quelques fonctlons numériques.

10 Suites. — Suite arithmétique, définle par la relatlon de récurrence u, = u,_; - r; expression de
u,, en fonction de n; calcul de la somme des n premiers termes.
Suite géométrique, définle par la reiatlon de récurrence u, = qu,_, : expression de u,, en fonction
de n; calcui de la somme des n premliers termes, étude de cette somme quand n tend vers Iinfini.

20 La fonction logarithme népérien. — Définitlon de la fonctlon logarithme népérien (notation Log),
caractérisée par x > 0, (Log x)' = )1—{et Log 1 = 0. Représentation par I'alre d’un trapéze mixti-
iigne. Propriécé fondamentale : Log (ab) = Log a + Log b et ses conséquences.

Limite de Log x iorsque la variabie x positive tend vers Pinfinl ou vers zéro : limlce de I-':)-f-—’(lorsque X

tend vers i’infini. Base des logarithmes népériens, définition du nombre e. -
Courbe représentative de ia fonction logarithme népérien (repére orthonormé).

30 La fonctlon exponentlelle de base e. — Définition de la fonction exponentielie de base e comme fonc-
tlon réciproque de ia fonction logarithme népérien; existence, domaine de définition, dérivée,
Propriété : exp u.exp v = exp (v + v).

ex
Notation ¢”. Limite de 5 lorsque x tend vers 4 co.

Courbe représentative de la fonction exponentlelie de base e.

4o Autres fonctions logarlthmiques et exponentlelles. — Fonctlon iogarithme et fonction exponentielie
de base a (a > 0 et a £ 1); relations avec les fonctions correspondantes de base e; courbes repré-
sentatives. Notation a2 ; cas particulier des exposants rationnels.

Logarithmes décimaux : usage des tables de conversion des logarithmes népériens en logarithmes
déclmaux et vice versa.



8 ALGEBRE ET ANALYSE

Remarque : L'étude d’exemples de fonctions composéas de type logarithmique ou exponentiei est
strictement limitée au cas oil sont en évidence les Intervalles sur lesquels la fonctlon est définle, les
Intervalies sur lesquels la dérivée garde un signe constant, et oli les Indétermlnations 4 lever sont
unlquement celles qul ont été énumérées plus haut.

V, Fonctlons vectorlelles d’une variabie réelie.

Déterminatlon d’une fonction vectorleile par trols fonctlons numériques d’une variable, une base
étant choisle, Limite (notion de vecteur tendant vers zéro); continuitd. Dérlvatlon dans une base
donnée d’un vecteur; coordonnées du vectsur dérivé. Dérivées successives,

Dérivée d’une somme vectorlelie, du prodult d’un vecteur par un scalaire varlable.

Dérivée du prodult scalalre de deux vecteurs,

Application 2 la recherche de tangentes; exemples des conlques et de I'hélice clrculalre.

Vi, Equations différentlelles.

Recherche des fonctlons, une ou deux fols dérivables, y de la variable x vérifiant les équations :
y' = P (x), y" = P (x), P (x) étant un polynome en x;

y’ == dy, a constante réeiie non nulle; |

Y’ 4+ wy = 0, » constante réelle non nulle (on admettra, aprés avolr découvert les solutions
de la forme A cos wx + B sin wx, que I’équation n’en admet pas d’autres).

Vi, Caicul numérique,

10 Valeurs approchées. — Valeurs approchées d’un nombre réel, encadrement, marge d'Incertitude
(erreur absolue, erreur relative). Valeurs approchées d’une somme, d’une différence, d’un prodult,
d’un quotlent de nombres dont on connait des valeurs approchées,

Approximation par fes nombres décimaux. )

20 Tables numériques. Usage des tables numériques de fonctlons usuelles; usage des tables de loga-

" rithmes. Notlons pratiques sur Pinterpolation lInéalre. o
Usage de la régle 3 caleul,

De nombreux exercices de caleul numérique seront falts, & I'occaslon de I’étude des fonctions usuelles
et 3 i"occasion de problémes, pour mettre en application les notlons de valeurs approchées, d’enca-
drement, d’ordre de grandeur d’un résuitat ou d'une erreur.

NOTE DES AUTEURS

Le programme développé dans cet ouvrage est le programme cl-dessus d’Aigébre et
Analyse de la Classe Termlnale C.

Le programme de la Classe Terminale D ne comporte pas le titre Il : Arithmétique, ni
les paragraphes signalés en marge par un tralt ondulé ~~~~~an (Legons 3, 4, 5, 10, 14, 12
et 15), .

Le programme de la Classe Terminale T, compte tenu de la Géométrie vectorlelle et du
calcul numérique, est Identique'd celul de la Terminale € diminué des paragraphes d’Arlthmé-
tique signalés en marge par un filet continu —————— (Leg¢ons 10, 11 et fin de la 12).




LIVRE | : ENSEMBLES FONDAMENTAUX

Premiére Legon

ENSEMBLES | (Rappel)

1. Appartenance, — Lorsque a désigne 'un quelconque des éléments d’un ensemble

donné E, on écrit : * acE

ce quise lit: *“ a appartient 4 E” ou *“ a est un élément de E .
Si b n’est pas un élément de ’ensemble E, on écrit de méme :

b ¢}3 lire *“ b #’appartient pas d E

Le symbole @ désigne 'ensemble vide qui ne contient aucun élément,

Lorsque a et b désignent un méme élément d’un ensemble E, on dit que a et b coinci-
dent et on écrit : a == b (a égale b).

Dans le cas contraire on écrit : a 7= b (a différent de b).

Si deux ensembles A et B sont formés des mémes éléments, ¢’est-a-dire, si tout élément
de chacun d’eux appartient a l'autre, ces deux ensembles sont dits identiques.

On écrit : A =B

2. Inclusion. — Tout ensemble A, composé d’éléments d’un ensemble

donné E, est dit inclus dans E et constitue un sous-ensemble ou une
partie de E.

Si A est distinct de E (fig. 1), il est strictement
inclus dans E et on écrit :

\ACE}
Si A peut coincider avec E, on écrit : A € E.
Notonsque: ACBetB € A=—> A =B.
ACBetBCC= ACC.

L’ensemble A des éléments de E n’appartenant
pas au sous-ensemble A de E, est le complément de
A dans E. On écrit (fig. 1) : Fig. 1.

A=A ou A=E—A
Nlestclairque ()E =E —~-E =@ e (g o =E— ¢ =E

Les sous-ensembles de E (y compris & et E) forment un ensemble Jy ou 'y, appelé
ensemble des parties de E.
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3. Intersection. Réunion. — L’intersection de deux ensembles A et B
est I'’ensemble 1 des éléments communsa A et B (fig. 2).

On écrit : I=ANB ‘ lire « A inter B ».

Fig. 2. Fig. 3.

De méme I’ensemble des éléments communs aux ensembles A, B, C est leur
intersection qui se note A N B N C (fig. 3). Deux ensembles A et B sont disjoints lorsque
AN B =-o. Atnsi les sous-ensembles A et A = E — A de E sont disjoints,

La réunion de deux ensembles A et B est I'’ensemble R formé par les
éléments appartenant a 'un au moins des ensembles A et B (fig. 4).

On écrit: R=AUB lire « A union B ».

De méme I’ensemble des éléments appartenant & U'un au moins des ensembles A, B, C
est leur réunion qui se note AU BU C (fig. 5).

Fig. 4. Fig. 5.

On effectue une partition d’'un ensemble E, lorsqu’on répartit les
éléments de E en plusieurs sous-ensembles disjoints deux a deux A, B, C
dont la réunion est I’ensemble E.

Ainsi les quatre symboles : tréfle, carreau, ceeur, pique déterminent une partition de
'ensemble des cartes d’un jeu en quatre sous-ensembles disjoints (appelés couleurs).

4. Ensemble produit. — Le produit cartésien de deux ensembles A et B
est 'ensemble de tous les couples ordonnés (x, y) résultant de I’association
d’'un élément x de A et d’un élément y de B.

Soit A= {a,b,c} e B = {x y}. Leproduit P==A X B ou AB de ces deux
ensembles admet pour éléments les 6 couples suivants :

(@5 %), (a5 3), (b5 %), (b59), (c5%) et (c; ).
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Donc : xeA et yeB <= (x,y) € A XB ou AB.
De méme plus généralement :
x€A, yeB, 3eC < (x,,2) ¢ ABC.
Le carré A% d’un ensemble A est le produit A X A de cet ensemble par lui-méme.
Ainsi pour A = { g, b, ¢ }, on obtient :
A? = { (a; a), (a; b), (a; ¢), (b; a), (b; D), (b ¢), (c; a), (c; B), (c;0) } .
On définit de méme : A3 = A2 X A, At = A3 X A etc.

5. Relations binaires. — Toute propriété R susceptible d’étre vérifiée par deux
éléments a et b d’'un ensemble E définit une relation binaire dans cet ensemble.

Si a et b vérifient la propriété R, on écrit : | aRd

Le symbole R désigne le plus souvent un des symboles connus tels que : =; <; >;
i 5 L3 G, etc. Ainsi I'égalité de deux vecteurs libres de I’espace est une relation binaire
dans 'ensemble de ces vecteurs. 11 en est de méme de leur parallélisme ou de leur ortho-
gonalité :

On écrit : V’l == \72 ; \71 Il V. ou V’l L1 Vz

Une relation binaire R dans un ensemble E est dite :
1° Réflexive si:a€E => aRa

2° Symétrique si:aRb=—=>bRa

3o Antisymétrique si : aRbetbRa => a=b.

4° Transitive si:aRbetbRc —> aRe.

L’égalité de deux vecteurs est une relation binaire réflexive, symétrique et transitive.
L’orthogonalité de deux vecteurs est une relation symétrique mais non réflexive et non
transitive. . ‘

La relation d’inclusion au sens large € entre deux sous-ensembles A et B d’un ensem-

ble E est une relation réflexive, antisymétrique et transitive dans I'ensemble des parties
de E.

6. Relation d’équivalence. — Une relation R définie dans un ensem-
ble E est dite relation d’équivalence si elle est a la fois réflexive, symé-
trique et transitive.

Donc : YyacE~=>aRa (réflexivité)
a#b et aRb=—>bRa (symétric)
a, b, ¢ distincts : aRb et bRe=—>aRc (transitivité).

ExempLEs. — 1° Il en est ainsi des égalités définies en Algébre ou en Géométrie :

X=X ; X =) == Jy=x et X=y ; Y= => X =23,
F, = F;; F, = Fy==> F,=F, et Fy = Fp; Fy = Fy==> F; = F,.
2° La relation R exprimant que deux droites de Pespace ont méme direction (paralléles ou confon-
dues) est une relation d’équivalence car :
D, a méme direction que Dy;  D,[|Dy == D,||D; et Dy|{Dy, Dy|| Dy ==> D;||Ds.
3° Par contre, la relation d’orthogonalité entre deux droites de I’espace n’est pas une relation

d’équivalence car une droite n’est pas orthogonale  elle-méme, et les relations D; L D,, D, L D,
n’entrainent pas obligatoirement D; 1 Dj,

Deux éléments a et b de I'ensemble E liés par la relation & équivalence R, sont dits équiva-
lents, modulo R..
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7. Classes d’équivalence. — L’ensemble E étant muni d’une relation
d’équivalence R, on appelle classe d’équivalence de I’élément a, I’ensem-
ble C, de tous les éléments de E équivalents ¢ a modulo R.

10 Tout élément x de E appartient a une classe d’équivalence C, car xR x.

20 Deux classes d’équivalence qui ont un élément commun sont confondues.

En effet, si xe C, et x€C, les relations xR a et xR b entrainent par symétrie et tran-
sivité : a R b, soit C, = C,.

30 S5i a et b ne sont pas équivalents modulo &, les classes d’équivalence C, et C, ne
peuvent posséder d’élément commun x, sinon elles seraient confondues, ce qui entraine-
rait a R b, contraire 4 'hypothése.

La relation d’équivalence R permet donc d’effectuer une partition de E en sous-
ensembles disjoints C,, C,, C, ... dont la réunion est I'ensemble E.

L’ensemble des classes d’équivalence de E modulo R est appelé

E
U’ensemble quotient de E par R et s’écrit R

ExempLE. — Soit E I’ensemble des droites de I'espace et soit R la relation d'équiva-
lence exprimant que deux droites de I'espace ont méme direction (n° 6, exemple 2).

Toutes les droites de méme direction qu'une droite donnée D, constituent la classe
d’équivalence C, définie par D; (ou par 'une de ses paralléles).

Si D, et D, n’ont pas méme direction, elles définissent deux classes disjointes, C, et
C, ne possédant aucun élément commun,

E
L’ensemble des classes d'équivalence C,, C,, C; ... est I'ensemble quotient R qui
n’est autre que Pensemble des directions de l'espace.
8. Relations d’oxrdre. — 1° Une relation binaire R dans un ensemble E

est une relation d’ordre au sens strict si elle est transitive, mais non
réflexive, et non symétrique.

Dans I’ensemble des nombres relatifs, le symbole < définit une relation d'ordre strict :
cara<b et b<c=>a<c: la relation est transitive.

Maisonn'apasa <a et a<b exclut b <a ou b=a:larelation n’est ni
réflexive, ni symétrique.

De méme parmi les sous-ensembles d'un ensemble E la relation d’inclusion C est une
relation d’ordre strict.

20 Une relation binaire R dans un ensemble donné E est une relation
d’ordre au sens large si elle est @ la fois réflexive, antisymétrique et
transitive.

Dans l'ensemble des nombres relatifs, le symbole < définit une relation d'ordre large.

En effet : a < @ (reflexivité)
a<b et b< a==> a=>b(antisymétrie)
a<b et b<c=> a< c(transitivité).

De méme le symbole & définit une relation d’ordre au sens large (n° 2).
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9. Ensemble ordonné. — Un ensemble E dans lequel est définie
une relation d’ordre R est dit ordonné.

On peut en effet classer dans un ordre déterminé tous les éléments d’un sous-ensemble
de E lorsque ces éléments sont deux 2 deux comparables par R, c’est-d-dire vérifient soit
aRbsoit bR a.

Ainsi les relations aRe¢, dRb et ¢Rd permettent d’écrire : a RecRdRH d'ot
le classement ou PPordre : a, ¢, d, b.

10 Lorsque deux éléments distincts quelconques d’un ensemble E sont comparables
par une relation d’ordre (strict ou large), cette relation R est dite Q’ordre total et 'ensemble
E est dit totalement ordonné.

11 en est ainsi de I'ensemble des nombres relatifs par la relation < (ou <3), d’un ensemble d’événé-
ments historiques par I'ordre chronologique, de I’ensemble des mots du dictionnaire par 1'ordre alpha-
bétique. Ce dernier exemple permet de voir qu'une modification de la relation d’ordre R (ici 'ordre
des lettres de 1 alphabet) entrainerait un bouleversement complet de 'ordre des mots dans le diction-
naire.

20 Lorsque deux éléments distincts de E ne sont pas nécessairement comparables
par R, cette relation est dite d’ordre partiel et I'ensemble E est dit partiellement ordonné.

L4
Ainsi dans 'ensemble N des entiers naturels la relation & qui exprime que a est un diviseur de b,
est une relation d’ordre large qui permet de classer 3, 6, 24, 120, 240 ou 1, 7, 21, 42, 126 mais qui ne
permet pas de comparer 3 et 7 ou 11 et 25. Ce n'est qu'une relation d’ordre partiel.

APPLICATIONS ET FONCTIONS

10. Notion d’application. — On appelle applicatwn d’un ensemble A
dans un ensemble B, toute correspondance qui, a tout élément de A,
associe un élément unique de B.

Cette correspondance est symbolisée par une lettre T, f ... et :
YacA, 16eB telque b=T(a) ou &= fla).
On écrit : a0 b=fla) ou afb et on lit: « a sapplique sur b »
' (Eviter d’écrire a —— b 8'il peut y avoir
confusion avec « a tend vers & »).

L’ensemble A est V'ensemble initial et
P'ensemble B Vensemble final de Tapplica-
tion.

Lorsque I’ensemble B est confondu
avec A on a affaire 3 une application de A
sur lui-méme.

Fig. 6. L’élément a est V'antécédent de b et
P'élément b est Vimage de a dans B.

ExeMPLE — Soit A I’ensemble des points M du cercle de diamétre IJ (fig. 6) et B 'ensemble
des points M’ de la droite x'x définie par 1J. La projection orthogonale T de M en M’ sur x'x est une
application de A dans B et : M & M' = T(M).
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11. Injection. — Surjection.

1° Une application «f» de A dans B est dite injective lorsque deux
éléments distincts de A ont des images distinctes dans B (fig. 7).
Va,, a3eA: 8y F ay = f(a,) # flay).
Tout élément b de B est au plus 'image d’un élément a de A,

WL ey

20 Elle est dite surjective lorsque tout élément de B est I'image d’au
moins un élément de A. On dit alors que A s’applique sur B (fig. 8).
YbeB, JacAtelque: b= fla).
Ainsi la projection orthogonale sur la droite x'x (fig. 6) réalise une application injective, non
surjective, du demi-cercle ISJ sur la droite &’x. Par contre elle réalise une application surjective, non
injective, du cercle entier de diamétre IJ sur le segment de droite IJ.

12. Bijection. — Une application «f» de A dans B est dite bijective
(ou biunivoque) si tout élément de B est I'image d’un élément unique

de A (fig. 9). a, a,
VbeB, JacA telque b= f(a) AO O O O O
ay F ay ==> f(a,) # flay) <= b, #£ b, I I I i I i t
_ _ Be ©¢ e ¢ o o o
Une application bijective ou bijection de A by < b 0

sur B est donc une application 3 la fois surjective
et injective de A dans B.

Ainsi (fig. 6) la projection orthogonale sur x’x réalise une bijection du demi-cercle IS]
sur le segment 1J.

Fig. 9.

13. Bijections réciproques. — Toute bijection «f» d’un ensemble A
sur un ensemble B définit une bijection « 9» de B sur A. Les deux bijec-
tions associées «f» et «9» sont dites inverses ou réciproques.

L’application « f » étant bijective, tout élément b de B admet un antécédent unique
a dans A. La correspondance b -e- « ainsi réalisée définit une application « ¢ » de B dans A
(n° 10). Comme tout élément a de A est ainsi I'image de I’élément unique f(a) de B, cette
application « ¢ » est bijective (n 12), Donc :
a © b= fla) <==> b -© a = o(b).
On dit qu’il y & une correspondance bijective entre les éléments de Pensemble A et
ceux de I'ensemble B, ce qui s’écrit : a <o b,

Notons qu’on appelle application identique 3, I'application bijective de tout ensemble A
sur lui-méme dans laquelle chaque élément a coincide avec son image.
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14, Composition des applications. -— Considérons une application « f» de A dans
B et une application « g » de B dans C.

A tout élément a de A, onpeutsuc-
cessivement associer I'élément b = f(a)
de B puis I'élément ¢ = g(b) = g[ f(a)]
de C. La correspondance a -o- ¢ ainsi
réalisée définit une application « / » de
A dans C. On écrit :

¢ = h(a) = g[f(4)]

7
1

ou h(a) = gof(a)
Fig. 10. ce qui revient 3 poser (fig. 10) :
h=gof.

L’application } = gof est le produit des applications «f» et «g» effec-
tuées dans cet ordre.

ExeMeLE. — Soient deux plans rectangulaires P et Q issus de la droite Ai(fig. 11), Désignons
par f, g et h les projections orthogonales d’un point M de I'espace, respectiveruent en H sur P, en K
sur Q et en N sur A. On voit que :
M -« Ha=f(MM) - N-=gH) =gof (M) =h(M)
M e K=g(M) - N-=/7(K)=/fag(M) = h().
It en résulte que : k== fog = gof. L produit des deux applications f et g de l'ensemble E
des points de I'espace sur P et Q est donc commutatif.

Q »
a4/ - g
M / i c.\\ /.b
1 ~ //
NG Sl e
A N h o g f
W v Wy
% . ~
P H d.ﬁ-_-_hfgf':,.ﬁ___.a
Fig. 11 Fig. 12

Lorsque les applications « f» et « g » sont deux bijections réciproques de A sur A, leur
produit est P'application identique : fog == gof = Ja.
C’est pourquoi I'application réciproque de « f » est symbolisée par « f~1 »
flof = fof = I
Un produit de plusieurs applications est toujours associatif. Ainsi (fig. 12) :
a - b=fla)e c=g[fla)) & d=h {g[fa)l}
On peut d’autre part écrive : d = h(c) = h[gofla)] ou d=hog(h) = hog [fa)].
Ce qui conduit décrive:  hogof = ho(gof) = (hog)of.
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15. Notion de fonction d’une variable. —— On appelle fonction définie
dans un ensemble A et d valeurs dans un ensemble B, toute relation f qui,
a tout élément x de A fait correspondre au plus un élément y de B.

L’ensemble A’ des éléments x de A qui ont effectivement un correspondant y dans B
est le domaine de définition de la fouction f. 1.’élément x est la variable et f{x) la valeur corres-
poadante de la fonction, Donc :

VxcA'C A, 1yeB tel que y = f(x).

La fonction « f» définit donc une application de son domaine de défini-
tion A’ dans I'ensemble B.

Si A" = A on dit que la fonction f est définie sur A.

ExemMpLES. — 10 Les relations y = x?%, ¥ = sin x caractérisent des fonctions de x, définies sur
I'ensemble R des nombres réels et i valeurs dans R,

20 )¢égalité y = '\/; — 1 caractérise une fonction définie sur R+ et a valeurs dans R.

m———e
30 La relation OM = M (1) définit un vecteur fonction du temps ¢ et par suite le mouvement
du point M dans ’espace.

16. Fonctions inverses ou réciproques. — Si la fonction y = f(x) traduit une
correspondance bijective entre les éléments x de A et les éléments y de B, cette corres-
pondance détermine également une fonction « g n telle que x == ¢(y), définie dans B et 4 valeurs
dans A, appelée fonction inverse ou fonction réciproque de la fonction « f ».

X4© y ==y = flx) <==> ¥ =¢(y) ou x=f"y).

ExempLE, — La fonction y = sin x définie sur le segment A = [—-—g; + ;] et 4 valeurs dans
B = [~ 1; 4 1] réalise une application bijective de A sur B. A toute valeur y de B correspond une
valeur » de A symbolisée par Arcsin y.

I.a fonction « Arc sinus » est la fonction inverse ou réciproque de la fonction « sinus ».

Le probléme qui consiste A définir et étudier la fonction réciproque d’une fonction f
donnée est appelé inversion de la fonction « f ». Notons que :

Si y = f(x) <== x = ¢(y), on étudie alors la fonction : y = ¢(x).

17. Fonction composée d’une variable. — Soit # = ¢(x) une fonction définie
sur A et A valeurs dans B, y = f(«) une fonction définie sur B et 2 valeurs dans C. Le produit
des applications ¢ et f est une application f, ¢ de A dans C, qui détermine une fonction F
définie sur A et 2 valeurs dans C. Donc :

YxecA, Ju=qg(x)eB et yeC telsque y=fu) = flo(x)] = F(x).
La fonction F(x) = fle(x)] est appelée fonction composée ou fonction
de fonction de la variable x.

ExempLE. — La fonction u = a2 applique I’ensemble des réels R sur R* et la fonction, ¥ = sin u
applique R+ sur le segment A = [— 1; 4 1). La fonction composée : ¥ = sin (x?) applique R sur, A,

Notons que si « f» et « ¢ » sont deux fonctions réciproques;on a les identités :
fle(@)] ==& et ¢ [f(x)] = x. Ainsi pour x et y éléments de Pensemble R* des réels
positifs et un entier naturel donné », supérieur 2 1 :

y = AT > N == V 5)
On obtient en éliminant y ou x les identités :

x= /@ ot y=({/y)
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18, Fonction de plusietirs variables. — On appelle fonction de plusieurs
variables toute relation qui, @ un élément donné (xy, %y, ... ¥,) du produit
A des ensembles A,, A,, ... A, fait correspondre au plus un élément y de
Pensemble B.

L’ensemble A’ formé par les éléments (¥, &3 ... x,) de A qui ont effectivement un
associé dans B est le domaine de définition de la fonction f. -

L’égalité » = \/ 4 — x* — »? caractérise une fonction des variables x et y, définie dans R® et 3
valeurs dans R*. Son domaine de définition est déterminé par ’inégalitd : x® 4 32 << 4. C'est done,
dans un plan rapporté & un repére orthonormé Oxy, I'ensemble des points non extérieurs au cercle :
x% 4 4% = 4 de centre O et de rayon 2.

Deusx: fonctions des mémes variables £, et £ sont équivalentes sur un ensemble donné A si
pour tout élément (xy, x5 ... x,) de cet ensemble, elles sont toutes deux définies et ont
méme valeur dans B.

V (xls Xg oo Xp) € A == f} (xln X3 s *p) =fa(xls Xy oo Xyp)-
T

xX—y
couple (», ¥), élément de R®, tel que x % y.

ExemMPLE. — Les fonctions z; ==

et z, = x® + xy + »* sont équivalentes pour tout

TRANSFORMATIONS PONCTUELLES

19. Définition. ~— Etant donnés deux ensembles de points A et B, on ap-
pelle transformation ponctuelle de Pensemble A dans I'ensemble B, toute
correspondance T qui,d tout point M de A, associe un point unique M' de B.

La transformation ponctuelle T n’est autre qu’une application de I'ensemble ponctuel
A dans 'ensemble ponctuel B, L'image M’ de M est appelée le transformé ou 'homologue
de M. On écrit :

T
M o———=> M’ ou M’ = T(M),

Les exemples d’applications géométriques vus aux n% 10 et 14 ne sont autres que des
transformations géométriques ponctuelles.

————————————
~~~~~

A 'I ‘\‘ 4 \\\
' \‘ T '/ “ “ B
Lo \ ¢ 1 .
e M§———0 QM S
I 1
H H \
"\ -: "\ ’ "'
\ P /
e (F) . ‘\ (F ) o d
T o DT g
----- 3 AL TP TE L A
Rt Fig, 13

Lorsque les ensembles A et B sont identiques, on dit que T est une transformation
ponctuclle dans A (ou de A sur lui-méme). On peut ainsi définir une transformation
dans le plan ou une transformation dans I’espace.

L’ensemble des transformés par T des différents points M d’une figure F est une
figure F’' appelée transformée ou homologue de la figure F dans la transformation ponec-
tuelle T (fig. 13).
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Deux transformations ponctuelles T' et 'T' sont équivalentes si tout point M a méme
transformé dans T et T ;

VMeA = M =TM)=TM). Onéerit: T =T,

20, Eléments invariants, — 1° Tout point M qui coincide avec son homologue
M’ dans une transformation ponctuelle T est un point double de 'T' ou un point invariant
par T. .

On appelle transformation identique la transformation ponctuelle 1
dans laquelle tout point M de Pespace (ou du plan) est invariant,
VMe(E)ou (P) : M = I(M).
20 Toute figure F qui coincide avec sa transformée F’ dans T est dite invariante
dans T. La figure F est fvariante point par point lorsque chacun de ses points est inva-

riant. Elle est globalement invariante ou invariante dans son ensemble lorsque ses différents
points s’échangent entre eux.

21. Transformations réciproques. — Une transformation ponctuelle T de A dans
B est dite bijective si tout point M' de B est le tranformé d’un point unique M de A.

Une telle transformation est donc 2 la fois injective et surjective :

Ml # Mg = Mll = T(Ml) # Mlg # T(MB) (injectl‘on)
VM'eB,3MeA telque: M’ = T(M) (surjection)

A N B e A

s \ . l/' \ ; M T MI .

e O g I . :

MQ‘ ; O i oM’ } | @€——O——>0

[ ‘l,' T-'I \\ ,": e 4
Fig. 14, Fig. 15.

Toute transformation bijective T de A dans B définit une transfor-
mation bijective de B dans A appelée transformation réciproque de T et
notée T-1,

En effet A tout point M’ de B correspond un point unique M de A tel que M’ = F(M)
et réciproquement (fig. 14) :

M' =T(M) <= M=T!(M)
Les deux bijections T' et T-! sont dites réciproques 'une de 'autre. Ainsi les translations
de vecteurs T et — T sont réciproques.

Une transformation T d’un ensemble ponctuel A en lui-méme est dite
involutive lorsque tout point M est le transformé de son homologue M'.

VMeA; M =T(M) —> M= T(M).

Une telle transformation T est donc bijective et coincide avec sa transformation
réciproque (fig. 15) : T-1 =T,
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Toute symétrie par rapport a un point, une droite ou un plan est une transformation
involutive.

22, Produit de transformations ponctuelles. — Soient T, une transformation
de A dans B et T, une transformation de B dans C (fig. 16) :

VMe A SMIG B et Mze C tels que Ml TI(M) et M2 = Tg(Ml)
On fait ainsi correspondre & tout point M de A un point unique M, de C. On définit

donc (n° 19) une transformation T de A dans C, appelée produit des transformations T,
et Ty, On écrit ;

My =TM) = T, [Ty(M)] <==> My= TyoT)(M) et T = T, o Tl
On dit que le produit T = T, o T} des transformations ponctuelles T; et Ty, effectuées

dans cet ordre, est une loi de composition interne dans I'ensemble des transformations
ponctuelles.

oz
O

T-ToT,oT, .o/

~ -
-------

Fig. 16. Fig. 17.

De méme le produit Ty 0 Tg 0 Ty = Ty o (Ty o Tj) est le produit des transformations
Ty 0 T, et Ty; le produit T, o Ty 0 Ty 0 T, est le produit des transformations Tz 0 Ty 0 T,
et T,, etc.

23. Propriétés. —— 1° Un produst de transformations est toujours associatif car il en
est ainsi d’un produit d’applications. Donc (fig.. 17) :

Tso(To0T) =(Tg0Ty) 0T,
Il est toujours possible de remplacer deux ou plusieurs transformations consécutives

par leur produit ou inversement de remplacer une transformation par un produit équi-
valent,

20 Le produit des transformations Ty et T, est commutatif si: Ty o Ty = T, o T,.

Il en est ainsi des projections orthogonales d’un point M de Iespace sur deux plans
rectangulaires P et Q (n° 14),

3¢ Dans I’ensemble des transformations ponctuelles de I'espace (ou du plan) la trans-
formation identique 1 est I'élément neutre dans I'opération produit :

VT: IoT=Tol=T .

40 Le produit de deux transformations réczproques T et T-1 est la transformation iden~
ttque

=TM) et M = TYM') => T-1oT(M) = M et ToTHM') =
Donc : T2oT = ToT* = L

Il en résulte que si T est une transformation involutive :
VM : TOT(M) =M => ToT =T?%=
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Si T, et T, sont deux transformations bijectives il en est de méme de T = T,0T),,
car : (T30T) (T 0Ty t) = Tyol 0Tyt = L

La transformation réciproque de Tyo0'T; est donc T, 10T,

EXERCICES

1. Démontrer les implications suivantes :

1°ACB=>ANCCEBNC) ¢ AUOCBUO

22 ACBet CCD===QANC)CBNAD) ¢ (AUC)CBUD)

3 ANCOCBNC ¢ AUOCBUCO==ACB.

2. On appelle différence de deux ensembles A et B pris dans cet ordre, Pensemble, noté A — B,
des éléments de A qui n’appartiennent pas a B.

1° Comparer A — B et B — A, Etablir que BC A === A — B = C, (B).

20A—B=A—~ANB=@AUB —-—B=AN(A—B)

3. Etablir les refations :

1°ANB=A—QA-B) ou ANB)UMKL—-B)=A.

2AUB=AUB—-A) ou AUB ~(B—A)=A.

4, 1° Montrer que la différence A — (B |J C) est formée des éléments de A qui n’appartiennent
nia B, niaC.

2A-BUC)=A —~B)—~C=A—-C)—B etsgéerit: A—-B-—C.

5. Etablir les relations :

1°PAUB~-C)=AUB) — (C—A).

2A-BNO=A-BUA-QO.

A-BUO=A—-BNA-0).

6. Soient A et B deux sous-ensembles de E admettant dans E les compléments :

A=E—-A e B=E-—B

10 Démontrer que ! AUB=ANB e« ANB=AUB
20 En déduire que : E—~(AUB)=(E— AN E— B)

E~ANB =(E-—-A)UE-B).
30 Pouvait-on prévoir ces résultats d’aprés Pexercice précédent?
9. La différence symétrique de deux ensembles A et B est Pensemble, noté AAB ou BAA, des
éléments appartenant 3 un et un seul des ensembles A et B.
10 AAB=A-—-B)UB—-A)=AUB ~ANB3).
20 AABINC=ANOA®BNO).
3o AAB —C=MAUCABUO).

8. Sur Pensemble ¥ (g) on définit une relation binaire :
ARB <=3 A AB contient un nombre pair d’éléments.

Montrer que la relation ainsi définie est une relation d’équivalence.
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9. 10 Etablir que (AAB)AC=AA(BA C)noté A ABA C est Pensemble des élémerits
appartenant 2 un seul ou aux trois ensembles A, B et C. En déduire que A A B A C est la réunion
deA—(BUYC),B—-(CUA), C—-(AUB) et ANBNC.

20 Montrer que D = (A U B U C) — (A A B A C) est 'ensemble des éléments communs a deux
et deux seulement des ensembles A, B, C. En déduire que D est la réunion des trois ensembles

(BNC)— A, (CNA)—B e (ANB —C.
10. Soient Ty, T, Ty, T, des transformations bijectives de I'espace (ou du plan).

1° Montrer que si le produit T, oT, 0T 0T est la transformation identique 1 il en est de méme des
produits T; oTs 0Ty 0Ty, T3 0T, 0T, 0T, et T 0T, 0oT;0T;.

20 Que peut-on alors dire du produit T7!1oT3! 0Tz o'TT! des transformations inverses.
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LOIS DE COMPOSITION

24, Loi de composition interne. — Etant donné un ensemble E, toute
application de E? dans E, définit une loi de composition interne dans E.

A tout couple ordonné (a, b) d’éléments de E, distincts ou non, on fait ainsi corres-
pondre un élément unique ¢ de E. L’élément ¢ est le composé des éléments a et b pris dans

cet ordre. On écrit :

L’addition des vecteurs, le produit de deux transformations géométriques sont des
opérations internes sur Pensemble des vecteurs ou des transformations géométriques.

Le signe opératoire % (ou L, L, < A, V...) est le signe -+ dans le cas d’une addition,
le signe X ou . dans le cas d’une multiplication. Dans 'ensemble §, des parties de E
les symboles U et N définissent des opérations internes.

On peut, dans le cas d’un ensemble fini, établir une table de composition permettant de
retrouver instantanément le composé de deux éléments.

ExempLEs, —— Désignons par I, R et S les rotations planes de centre O donné et d’angles respectifs 0,
%E et — %‘E (en rd, mod 2 ) et soit % le signe opératoire du produit de deux rotations de cet ensemble,
Onobtient: I k¥ R = R, R % R=85,R % S = I etc. On peut alors dresser le tableau de la figure 18.
De méme si, dans le plan, I et S désignent les rotations (O, 0) et (O, %), X et Y les symétries d’axes

P 7t
Ox et Oy tels que (Ox, Oy) = + 3 on obtient: le tableau de la figure 19, -

Dans le cas d’un ensemble illimité E, on ne peut établir la table de composition que
pour les premiers éléments. Pour I’ensemble des entiers naturels on connait ainsi la table
de multiplication (ou de Pythagore) pour les premiers entiers.

— Une opération interne peut étre réitérée sur des éléments a, b, ¢, d de E.
Onécrit: (akd)kc=axbke, (@axkbkc)kd=axbkcxd,etc.
en se rappelant que les opérations successives s’effectuent dans ordre des éléments.
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25. Loi de composition externe. — Etant donnés deux ensembles E et K
toute application de I'ensemble produit K x E dans E, définit une loi de
composition externe dans E admettant K pour champ d’opérateurs.

A tout élément («, a).de K X E, on fait ainsi correspondre un élément unique b de E.
Le composé b de « et a, s’écrit le plus souvent sous forme de produit :

b=aXa ou b=aXa <———=>'b=aa

Ainsi en Géométrie on envisage le produit U d’un vecteur libre V par. un nombre

relatif 2 donné. On écrit :
: : = kV.

Une opération externe dans E peut étre réitérée pour des éléments o, B, v du champ

d’opérateurs K :
b= aa entraine ¢ == Bb = B(aa), d = vyc =y [B(xa)]...

26. Propriétés. — 1° Une loi de composition interne est associative si :

Va, b, ccE: I(a*b)*c=a*(b*c)

Dans ce cas l'égalité : [(a«b) +c]xd = [ax(bxc)] *d
entraine : axbxcxd=ax(bxc)*d = ax(bxcxd).

Dans une opération interne associative portant sur plusieurs éléments, on peut remplacer
deux ou plusieurs termes conséeutifs par leur composé.

I1 en est ainsi du produit de plusieurs transformations geométrtques On peut le vérifier
sur les tables (fig. 18 et 19),

1ls|x|y

E'éd'?fi?i‘ I {R|S o] s|x]y

El 1]i[Rr]s sls|i|v]|x

<t RIR[s |1 x | x 1| s

§ s]s| IR vy|v s|i
Fig. 18. Fig. 19.

20 Une loi de composition interne est commutative si :

Ya, beE a*xb=0>b%a

Dans ce cas la table de composition est symétrique par rapport a la diagonale princi-
pale (descendante de gauche 2 droite). Il en est ainsi du produit de deux rotations de méme
centre. Par contre le produit de deux rotations de centres distincts n’est pas commutatif,

Lorsqu'une loi de composition interne est & la fois associative et commutative, le composé
de plusieurs éléments est indépendant de leur ordre.

axbrcxd=ax(brc)vd=ax(cxbyxd=arcxbxd.
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On peut donc échanger deux termes consécutifs et par suite amener chaque élément
a une place fixée a 'avance : axbxcxd=cxaxdxb,

3° Une loi de composition interne notée % est distributive par rapport
a une deuxiéme loi notée +, si quels que soient les éléments a, b, c de E :

ax (b+c)=1(a*rb)+(axc distributivité & gauche
b+c)*a=(bxa)+(c « a) distributivité & droite

On en déduit (en veillant 2 Pordre des éléments) :
(a+b+c)x(m+n)==(axm)--(bxm) 4 (c xm) + (a*n) + (b+n) 4 (c xn).
Ainsi la multiplication des nombres relatifs est distributive par rapport 3 P’addition.

4° De méme la muliplication d’un vecteur par un nombre est une opération externe
doublement distributive par rapport a ’addition des nombres et 4 I’addition des vecteurs :

@B+ V=0V +pV oV et oT+Vj=al +aV.

27, Eléments particuliers.
1° Une loi de composition interne admet un élément neutre e si ;

YacE a*xeée=exa=a

Il ne peut exister deux éléments neutres distincts e et ¢' sinon le composé e x ¢’ serait
égal a ¢’ pour e neutre, A ¢ pour ¢’ neutre, ce qui donnerait ¢’ == e,

Dans I'ensemble des nombres relatifs 1’élément neutre est 0 pour I'addition, 4 1 pour
la multiplication, '

20 Deux éléments a et a' sont symétriques pour I’élément neutre e si :

axa =a xa=4¢e

Dans une loi associative, un élément a admet au plus un symétrique a', car s’il en admettait
un deuxiéme a”, ’égalité a" * (a xa') = (a" *a) »a’ donnerait 4" xe = ¢ 4’ soit a" == a’.

Deux éléments symétriques sont dits opposés dans une addition, inverses dans une multipli-
cation.
3o Un élément a est dit régulier si quels que soient x ety :
ja*xx=axy => x=y régularité @ gauche.
[x*a=y4ra => Xx=Y% régularité a droite.
On peut alors simplifier par a, toute égalité pouvant se ramener A I’une des deux formes
ci-dessus. Ainsi lorsque la loi de composition * est associative :
axbrxc=axrd*f => ax(bxc)=ax(dxrf) => brxc=dxf
Lorsque cette loi est & la fois associative et commutative, on peut supprimer tout élément
commun aux deux membres :
brarxc=draxf => ax(brc)=ax(d*f) => brc=4dx*f.
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28. Notion de structure. — On dit qu’un ensemble E est muni d’une
structure algébrique, lorsqu’on a défini sur E une ou plusieurs lois de
composition, internes ou exiernes.

Les structures les plus usuelles que nous étudlerons sont celles de groupe, d’anneau,
de corps et d’espace vectoriel, Il suffit de montrer qu’'un ensemble donné E admet une
structure connue S pour en déduire que cet ensemble posséde toutes les propriétés qui
découlent de S,

29. Isomorphisme. — Considérons deux ensembles :
E = { x, x;, ¥3..... } muni d’une loi interne %;
F = { 3, %1, ¥3..... } muni d’une loi interne -,
S’il existe une application bijective f de E sur F définie par ¥ —e— y = f (%) et qui,
au composé ¥; % x, de deux éléments de E fait correspondre le composé f(x,) + f(xy) des
éléments correspondants de F, on dit que f est un fsomorphisme de E sur F :

Une application bijective f d’un ensemble E sur un ensemble F est
un isomorphisme pour les lois de composition % de E et =~ de F si :
Va,xel J(wy Kk wg) = f (1) < f (%)
Si on désigne par ¢ la bijection réciproque de F sur E, on peut aussi définir I'isomor-
phisme par les relations :
Yoy Y2 € F ? (yl ¥2) = 9 (31) * ¢ (32)-
Lorsque les deux lois de composition sont affectées du méme symbole % on dit que
E et I sont isomorphes pour la loi de composition »*.

ExeMpLES. — 1° Considérons Pensemble E des entiers positifs x et ensemble E des puissances
entidres positives ¥ du nombre 2. La relation y = 2% définit une bijection de E sur F et la relation
2Mzit@) — 28 X 2% montre que cette application est un isomorphisme de E sur F pour Paddition

dans E et la multiplication dans F.

. .. oo . ey % .
20 Etant donné un axe Ox d’origine O et de vecteur unitaire 7, ’égalité : OM = x ¢ définit une
—
correspondance bijective entre 'ensemble E des vecteurs OM de I'axe Ox et Pensemble R des nombres
réels x.
e N v S S > )

La relation : OM = OM,; + OM, = %) + xof == (¥, + ¥p)i montre qu’a la somme des vecteurs
associés A x; et x, correspond le vecteur associé 3 x; 4 x,. Les ensembles E et R sont isomorphes pour
Paddition.

30. Théoréme.— Les lois de composition assocides dans unisomorphisme
admettent les mémes propriétés.

10 Si Popération % est commutative sur E, I'opération associée = est commutative sur F.

Soient y, et ¥, les éléments de F correspondant par fa x; et x, de E :

Y1+ Y2 =F (%) =+ fxe) = f (k%) = f (w4 1) = f (%) + f (%) =92+ 3

20 Si lopération  est associative sur E, I'opération < est associative sur I :

(91 = 72) = 33 = [ (53) = F ()] = F (%) = F (o1 e 33) == f (1) = f [ e 25) o 5]

Y17+ (V2 =+ ¥) = f (1) =+ [f (%) + flwa)] = f (1) + f (%0 % a5) = f [x1 K (%2 % 5)]

Les deux résultats sont égaux en vertu de I'hypothese,

30 Silopération % dans E admet I'élément neutre e, Iopération -~ dans F admet I'élément
neutre € = f (e).

En effet : f(e)-—f(x) =flekx)=f(x

=f(x) fl)=flxxe)=f(x

ll

ll
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40 Si x et x' sont deux éléments symétriques dans E, leurs correspondants y et y' sont

deux éléments symétriques dans F.
yEY =f@)+fE)=flxka)=f() ==

Il résulte des propriétés précédentes qu’il est commode d'adopter le méme symbole %

pour les opérations associées dans un isomorphisme. On obtient alors la relation :
S (o K 25) = f (31) % f (%2).

50 La distributivité se conserve dans un isomorphisme,

Supposons que 'ensemble E soit muni de deux lois de composition internes notées -+
et %, que l'isomorphisme f associe respectivement a deux lois notées également 4 et %
dans l'ensemble F. Donc :

vy, %eE: f(xx + %) =f (%) + f (%) et [(xg Kk xs) =f (%) Kk f(xe)
8i, dans E, la loi de composition % est distributive par rapport a I'addition, on obtient par
exemple :
(% + %) K x5 = (%, K &g) + (%3 % %)
Calculons @ (y; + )% ys on obtient successivement :

U (o0 + f (x2)] % f (%3) = f (%1 + %) ke f (x3) = f (%1 + %) k5] =

S (1 % 2g) -+ (g % 25)] = (%1 % x5) + f (35 % x5) = [f (%) * f (x3)] + [f (3) % f(x)]

Donc : (3 + ) k33 = (01 % ¥s) + (¥ % 33) (distributivité o droite).

On démontrerait de méme que (distributivité & gauche) :

Xy % (%g + a5) = (%1 k %) + (%1 % ¥5) = Y1 * (¥; + ¥3) = (31 *32) + (31 %5)-

31. Conséquence. — Il en résulte que si une ou plusieurs lois de composition con-
ferent 4 un ensemble E une structure donnée S, les lois associées dans tout 1somorphisme
de E sur F, conférent 2 ’ensemble F, la méme structure S.

STRUCTURES ALGEBRIQUES

32. Structure de groupe. — Un ensemble donné E admet une struc-
ture de groupe pour une loi de composition interne L notée * si :

10 Cette loi est associative : (axb)xec=ax(bxc).

2° Cette loi admet un élément neutre ¢ : axe=exa=a.

3¢ Tout élément a admet un symétrique a' ;: axa' =a' xa=e.

L’élément neutre e est unique et chaque élément a n'admet qu’un seul symétrique a’
(n° 20). _

Un groupe est dit commutatif (ou abélien) si : a*b= b xa.

Les déplacements dans le plan forment un groupe non commutatif pour leur produit.
L’ensemble des nombres relatifs a une structure de groupe abélien pour I'addition.

Un groupe est dit additif si 1a loi de composition du groupe est une addition, multi-
plicatif lorsque cette loi est une multiplication.

Lorsqu’un sous-ensemble A d’un groupe G admet lui-méme une structure de groupe
pour la loi L. du groupe G, on dit que A est un sous-groupe de G. Ainsi dans le plan, le
groupe abélien des translations est un sous-groupe du groupe (non abélien) des déplace-
ments.
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33. Propriétés. — 1° Tous les éléments d’un groupe sont réguliers.
Quels que soient les éléments a4, #, ¥ du groupe G :

fa*X=a*xy => a' ka*kX=q kary => exx=c%xy

| X*ka=y*a=—> xraxd =ykara => xke=y%*e,

Donc, dans les deux cas : x = y. Dol les équivalences :

x =y <> |arx=ary | <> x*a=y+a

20 Si a et b sont deux éléments donnés du groupe G il existe un élé-
ment unique x et un élément unique y tels que x xb = by =

Eneflet: s xb=a<=>x%bxb =axb <==>x=axb
bry=a<=>b rbrxy=0 ra<=>y=1">ra

Par suite :

3° Dans un groupe abélien il existe un élément umque x ~—a*b’ tel
que :Xx*xb=brxx=a

La loi de composition L’ qui associe a tout couple ordonné (4, 8) du groupe abélien G
Pélément unique x = a « b’ est appelée opération inverse du groupe : c'est la soustraction
dans un groupe additif, la division dans un groupe multiplicatif. Cette opération inverse
est donc une lol de composition interne définie pour tout couple ordonné (a, b) d’éléments
distincts ou non du groupe abélien G.

34. Théoréme. — Tout ensemble F isomorphe a un groupe G admet
une structure de groupe.

Soit f un isomorphisme de G sur F associant 2 la lol de composition % du groupe G,
la loi de composition notée =- sur F, D’apres le n° 30 1a loi -~ est associative, elle admet
un élément neutre ¢ = f (¢) et tout élément y de F admet un opposé y' tel que y -+ y' =e. -

La loi <+~ confére donc a 'ensemble F une structure de groupe de méme nature que le
groupe G car si ce dernler est abélien, il en est de méme de F, la lot <~ étant alors commu-
tative, comme la loi % du groupe G.

35. Structure d’anneau. — On_appelle anneau tout ensemble A muni de
deux lois de composition interne telles que :

1° La premiére loi, appelée addition, est une loi de groupe abélien.
20 La seconde, appelée multiplication, est associqtive et distributive
par rapport a la premiére.

L'élément neutre pour I'addition est noté 0 (zéro) et le symétrique @ de tout élément a
est appelé opposé de a et s'écrit — a. On voit ainsi que les éléments d’un anneau doivent
vérifier les conditions suivantes :

10 Structure de groupe additif abélien :

) Associativité : (@a+d+ec=a+ b+
.8) Commutativité : a4+b=0b+a
v) Elément neutre (ounu)0: a+0=0-+a=a
8) Elément & opposé 2 a : at+d=a-+a=0.

20 Multiplication associative et distributive par rapport a addition :
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o) Associativité : (ab) ¢ = a (bc)
8) Distributivité 3 gauche : a(b +c)=ab 4 ac
a droite : (b -+¢c)a=ba- ca

L’anneau A est commutatif si : ab = ba.

Il est dit unitaire lorsque la multiplication admet un élément neutre appelé unité et
not¢ 1oul:al=1a=a.
{ab=a(b+0)=ab -+ al

Dans tout anneau A : l ba = (b +0)a = ba + 0.

Comme tout élément d’un groupe additif est régulier (n® 33) on obtient :
YacA: a.0 = 0.a = 0.

Nous verrons que I'ensemble des entiers relatifs (4° legon) est un anneau commutatif
et unitaire. Il en est de méme de I'ensemble des polyndmes.

36. Structure de corps. — Un corps est un anneau K dans lequel
Pensemble K* des éléments non nuls a une structure de groupe pour la
multiplication.

Un corps est dit commutatif ou gauche suivant que la multiplication est commutative ou
non. Dans cet ouvrage, nous n’emploierons le mot « corps » que dans le sens de corps commu-
tatif. Dans un tel corps commutatif K :

10 Lensemble des éléments constitue un groupe additif abélien :
o) Associativité : (@ b))+ c=a+ (b4 ¢)

B) Commutativité : at+b=b-+a

v) Elément nul 0 : a4+ 0=0+4+a=a

8 dopposédea: = a4 d=4a-+a=0

20 L’ensemble K* des éléments non nuls forme un groupe multiplicatif abélien &
«) Associativité : (ab) ¢ = a (bc)

g) Commutativité : ab = ba

v) Elément unité 1 : al=1la=a

3) a' inverse de a; Ya+#0; aa' = a'a = 1.
30 La multiplication est distributive par rapport a I'addition :
(e t+b+)m=m(a+b-+c)y=am-+ bm + cm.

D’autre part, comme dans tout anneau : 4.0 = 0,4 = 0 et on peut définir une sous-
traction pour tout élément de K2, une division pour tout élément de K X K* (n° 33, 30).
Nous verrons que I'ensemble R des nombres relatifs ou réels a une structure de corps
commutatif, C’est pourquoi les régles de calcul relatives 2 un corps ne sont autres que les
régles du calcul algébrique étudié dans les classes antérieures.

37. Structure d’espace vectoriel sur un corps K. — Les propriétés de I'ensemble
des vecteurs libres du plan ou de P'espace (addition vectorielle, multiplication par un
nombre, décomposition unique sur une base donnée) conduisent & la notion d’espace

vectoriel. On envisage un ensemble E d’éléments X B3 .. appelés vecteufs et un corps
commutatif K, d’éléments o, B, v... appelés scalaires. Le corps K sera en général le corps R
des nombres réels ou patfois le corps C des nombres complexes.
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Un ensemble E admet une structure d’espace vectoriel sur le corps
commutatif K, lorsqu’on peut définir sur E :

1° Une loi d’addition interne conférant a E une structure de groupe
‘commutatif.

2° Une loi de multiplication externe par les scalaires du corps K,
associative, doublement distributive par rapport a laddition (dans E
et dans K), et admettant I'élément unité du corps K pour élément neutre.

L’espace vectoriel E satisfait donc aux conditions suivantes quels que soient les éléments
K, ﬁ, C de E et les scalaires oy By ¥... du corps K :
10 Addition vectorielle dans E (loi de groupe a abélien )

a) Associativité : (A +- B) + C=2X+ (@B +0).
b) Commutativité : A + B=3B —I— A
¢) Elément neutre 0 : A+0=04+K=X%

d) —3 opposé de R: (K) + (—-K) =0.
2° Multiplication par les scalaires du corps K :
a) Associativité : B («A) = (B)A = aBA.
b) Double distributivité :  (« 4 B)A = oA -+ BA
oc(X+§) =ocK-|—tx§.
¢) Elément neutre 1 : 1.2 =2R.1=A.
3o Compte tenu de Ia régulanté dans un groupe abélien (n°® 33) on en déduit que :
a) ocA-oc(A-l—O)—aA-*—aO —> o) =0.

b) oR = (¢« + 0)A =aA + 0.A => 0.K=0.
¢) Par suite : hA=0 <=> a=0 ou A=0

car pour a0 et an’ == 1 ’égalité «A = 0 entraine :
WoA =a0=0 <=> A=0

11 résulte de 1a définition que: A BC... désignant des éléments de Pespace vectoriel E,

et o, B, vy des scalaires du corps K, toute combinaison linaire : U=dk + B—ﬁ + -{E est un
élément de E.

38. Remarque. — Nous surmontons d’une fléche les éléments de 'ensemble vectoriel
E pour rappeler I'origine géométrique de la structure de cet espace. La fleche sera évidem-
ment supprimée pour des ensembles de tout autre nature.

Ainsi Pensemble des nombres de la forme x 4 y4/3 + 2¢/5 o0 #, y, » désignent
des nombres rationnels a une structure d’espace vectoriel sur le corps Q des nombres ration-
nels. On écrira par exemple :

A=a+ayv34a/3;  B=b+byI+b/5 et

39. Dimension d’un espace vectoriel. — Un espace vectoriel E est de dimension #
. . . > > >
s'il est possible de trouver, parmi les éléments de E, un systéme de z vecteurs : e;, € <44 €,

tel que tout vecteur X, élément de E, puisse s’exprimer d’une fagon unique sous la forme :

=

s(p > > > 7 >
=x e+ x3e+ ... F w8, OU X=2XLuxe
1
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> > > . > > >
L’ensemble des # vecteurs ¢y, e, ... e, constitue une base B =={ ¢, 3 ... ¢, } de
Pespace vectoriel qui sera désigné par E,.

Les n coefficients x;, x,...x, sont les composantes scalaires ou coor-
—_
données du vecteur X dans la base 3.

On désigne le vecteur par la notation X (x;) = X(xl, X3...%,) ou simplement par
(xl’ Xge o xn)

La base $ étant connue, on voit dinsi que tout vecteur d'un espace vectoriel E,, sur le
corps K, correspond bijectivement 2 un élément de K=,

40. Propriétés. — Considérons dans I'espace vectoriel E, rapporté a la base
> » >
B = {e,e,s..6 } les vecteurs A (ay, as. . .ay), ﬁ(al, as, .. .ay), (s (cps €2 -+ oCp) etC.
1o La décomposition d’un vecteur étant unique, I'égalité A B se traduit par les n
égalités scalaires ; = bi soit :
A B <= al—-bl, a2=bg; e a”::”.
20 Les propriétés de I'addition vectorielle et de la multiplication par les scalaires du
corps K montrent que :
U=0d + p—ﬁ + 76 =3 (xa; -+ Bb; + Yc,-)—e.,, ce qui équivaut aux n égalités
1
scalaires : #; = aa; | Bb; + yc;.
On en déduit que :
- - —
A+B=C<t—>a+b=¢; at+b=c .. atbh=
A= <>a =N a, = My; vee g ==,
Le vecteur 0 étant 'élément neutre de I'addition vectorielle : R 4+ 0 =A, on en
déduit que ses composantes sont toutes nulles. Donc :
X=0 <= x; = 0; Xy = 0; oo %, =0,

41. ExempLEs. — 19 Tout vecteur libre de P'espace rapporté au repére cartésien Oxyz de base
> >
(i, 1, k) g’écrit d'une fagon unique :

- > > >
Vi, » 2)=xi+yj+ 2k

L’ensemble de ces vecteurs libres est un espace vectoriel E; & trois dimensions.

Dans le plan xOy, on obtient un espace E; & deux dimensions et sur un axe Ox, un espace
vectoriel 4 une dimension.

2° Tout polyndme réel P, a une indéterminée X, de degré n s’écrit en posant X0 = I, et ceci
d‘une fagon unique :

. Pn=a01+alx+agxz+..-.+a“ ",

Un tel polyndme peut donc &tre considéré comme un élément (ay, @y, a; . . . . a,) d’un espace vectorie]
E,11 (& # 4~ 1 dimensions) sur le corps R des nombres réels rapporté 2 la base $ = {I, X, X% .., X»}.

30 Par contre I'ensemble de tous les polyndmes 4 une indéterminée X constitue un espace vectoriel
de dimension infinie et dont la base est illimitée : B = {1, X, X?, X% L)
Pour déslgner un polynéme de degré n, de cet ensemble, on écnt

P,={ay a, a3. . . a,,0,0...}

pour indiquer que les composantes veniant aprés a, sont toutes nulles.
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EXERCICES

11. Soient A, B, C, des sous-ensembles de E. On pose par définition : A = E —A = {;; A puis
ANBNC=ANBNC et (AUBYUC=AUBUC.
10 Montrer que les deux symboles ) et |J définissent deux lois de composition internes dans ().

Montrer qu’elles sont toutes deux associatives, commutatives et qu’elles admettent chacune un élé-
ment neutre.

2° A quelles conditions peut-on définir X et YCE tels que A=BNXouA=BUY.
En déduire qu’aucun sous-ensemble A n’admet de symétrique pour les lois ) ou |J.

30 Démonttrer les relations AN\ B == AUBet AUB = A B et en déduire que les propriétés
de 'une des lois N ou {J sont conséquences de celles de I'autre.

12, Les notations étant les mémes qu’a I'exercice précédent, démontrer que dans &, :

1PANBUO =ANBUMRKNC et AUBNC) = (AUB) N (AYC). Vérifier que la
distributivité de 'une des lois ) ou UJ par rapport i I'autre se vérifie sur les compléments dans E.

20 Calculer (AUB)N(CUD)et (ANB)Y(CND). _
39 Démontrer que A~ ANB == AUB — B et que AUB = (A — ANB)U B = (B —ANB)U A.
13. Dans un ensemble E une loi de composition interne notée . est associative mais non commuta-

tive. Elle admet un élément neutre i droite e tel que : a.e = a et tout élément a admet un inverse a
droite a’ tel que a.a’ = e. On désigne par a” 'inverse 3 droite de a'.

1% En calculant de deux fagons le composé : a'.a.a'.a”, démontrer que a'.a = e puis en
calculant de méme : a.a'.a, montrer que e.a = a.

20 Quelle est la nature de I’ensemble E ?

14. Reprendre ’exercice précédent en supposant cette fois l’existence d’un élément heutre
& gauche et d'un inverse 2 droite (ou I’existence d’un élément neutre 3 droite et d’un inverse A gauche).

15. Démontrer que si dans un groupe on a, quels que soient les éléments a et b: (a ¥ b)? = a? * b2,
le groupe est abélien et {(a *b)" = a® % b*.
En est-il de méme si, par hypothdse (a *5)® = a® % b3?

16. Résoudre pour a, b, ¢, x éléments d’un groupe non commutatif G, les équations :

xskbkc=akc et bky*xc=akec

17. 1° Démontrer que si dans un groupe non abélien G, d’élément neutre ¢, les éléments a, b, ¢, d
ont pour composé akbxcxd = ¢, il en est de méme de bxckd*a, ckdkaxb et dxaxb*ke.

20 Exprimer d' inverse de d en fonction de a, b, et ¢ puis d’' * ¢’ en fonction de a et b.

18. Dans un groupe G on pose a® = a *a, puis a"+! = a" *a, Le groupe G est dit monogéne
si tous ses &léments sont les puissances successives de I'élément a distinct de I'¢1ément neutre : e = a°.

10 Montrer qu’'un groupe monogéne est abélien.

20 Le groupe G est dit cycliquesie = a® = a" Combien d’éléments distincts y a-t-il alors dans G ?

R 2kr R .
39 Démontrer que les rotations d’axe donné A et d’angle - (k entier relatif) forment un groupe

cyclique.
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19. Deux entiers relatifs a et b sont dits congruents modulo 5, si la différence @ — b ou b — a est
un multiple de 5. On écrit : 17 == 2 (mod 3).

1° Montrer que cette congruence est une relation d'équivalence dans ’ensemble Z des entiers
relatifs. Elle comporte cing classes d’équivalence désignées par leur plus petit élément positif ou nul :
soit E = {0,1,2,3,4} Pensemble de ces classes.

2° Montrer que 'on peut définir dans E une addition et une multiplication qui sont des lois de
groupe cyclique, la premitre pour E, la seconde pour E* = E— {0}.
Etablir les tables d’addition, de multiplication et des puissances dans E.

3° Démontrer que la multiplication est distributive par rapport 4 I'addition. Quelle est la structure
de Pensemble E?

20. On désigne dans le plan, par I, R, S, T les rotations de centre donné O et d’angles respectifs
0, 1-2-'-—': T et 121:- et par A, B, C, D les symétries d’axe Ox, Ou, Oy, Ov dont les angles polaires sont res--

ectivement 0 LA etsn
pectivement %323

12 Etablir la table de multiplication de I’ensemble E de ces huit transformations.

2° Montrer que E a une structure de groupe non abélien.

3° Trouver dans E deux sous-groupes abéliens.

21, On consideére un triangle équilatéral ABC de centre O et on désigne par I, R, S, X, Y et Z les

transformations (isométries) qui, au triangle ABC, font respectivement correspondre : ABC, BCA,
CAB, ACB, CBA et BAC.

19 Donner les caractéristiques de chacune de ces transformations.

2° Etablir 1a table de multiplication et la table des trois premidres puissances des éléments de
Pensemble E= {I,R,S,X,Y,Z }.

3° Quelle est la structure de E? Admet-il des sous-groupes cycliques (exercice n° 16).

22. On appelle birapport des quatre nombres distincts a, b, ¢, d le symbole :
(@—9®—d) _
@—d)(b—c)
12 Montrer que (abed) + (achd) = 1 et (abed) (bacd) = 1. En déduire que :

(abed) == (bade) = (cdab) = (dcba) = A,
20 Démontrer qu'avec les quatre nombres @, b, ¢, d, on peut seulement former six birapports

distinets : (abed) = \, (bead) = > - !, (cabd) = . 1 <+ (acbd) = 1 —, (cbad) '=-'i"£‘i et (bacd) = %

30 On désigne par I, R, S, X, Y, Z les substitutions qui transforment (abcd) en chacun des six
birapports ci-dessus (dans ’ordre). Etablir la table de multiplication de ’ensemble :

E = {I’R,S,X.Y,Z}

(abcd) = A

et vérifier sur les valeurs numériques en posant I(A) = A, R(}) = l-;l

et SR = S [R ()], etc.

Comparer la table trouvée 3 celle de P'exercice précédent.

23, On définit sur 'ensemble R des nombres relatifs les deux lois de composition suivantes :
a+b=g4-b—1 et a*b-==agb—a—b+4 2.

1° Montrer que la loi -~ est une loi de groupe abélien, Calculer son élément neutre e et le symé-
trique & de a par rapport i e,

29 Montrer que la loi * est une loi de groupe abélien dans Pensemble R’ = R — {¢} et que
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pour tout a on obtient : @ ¥ e = ¢ kg = e. Calculer I'élément neutre € pour cette loi et le symétrique a'
de a par rapport d ¢.

3° Laloi * est distributive par rapport a la loi <. En déduire que R muni des lois * et < a
une structure de corps. Peut-on donner une explication de ce faiten posanta =a—1etf =b—1?

24, Dans un espace vectoriel E, de base (?1. ::, e_:, ;:) on pose :

> > 1 /+ - > -> 1 >

51" 3 (‘1 + 91) & =3 (’1 - 32); € = 3 (e, + 94) et gy = 3 (;a - e,).
- - s >

10 Exprimer e,, e,. P e, en fonction de ¢, e,, &3 e,,

20 En dédulre que tout vecteur V = xlel + x,e, - x5 ey + X, e. s'exprime en fonction des vecteurs
e; sous la forme V= yltl -+ y.c, + yses + y,c..

Montrer que le vecteur ) (x4 = 0) élément neutre de I'addition vectorielle a pour composante
ys = 0 quel que soit j et que I'ensemble (E:, e_:, z—:, e:) constitue une nouvelle base de E,.

30 Exprimer les coordonnées yy, ya ¥3y y‘ de \-;en fonction des anciennes xy, x4, X3, X4 pUis trouver
Pexpression de ces derniéres en fonction des premidres.

25. 1° Démontrer que si dans un espace vectonel E,, on peut exprimer les 7 vecteurs de la base
B = (el, €3 +00 e,,) en fonction'des # vecteurs el. e,. vee e,, sous la forme :

¢4=‘.-ane1+atset+.--+0m=n (i=1,2,...n
P'ensemble &' = (;:, T e e-:) est une nouvelle base de E,.

20 Sachant que—\7= x1;1>+ x,—e;—i- cor x,._a:= xy ;,-I- X, E:+ eee x,,e—:, exprimer les
nouvelles coordonnées (X,) en fonction des anciennes (¥;).

26, On considére I'ensemble des nombres 7 == @ + b4/2 4+ ¢1/3 ou 4, b, ¢ sont des nombres
rationnels, éléments du corps Q.

12 Montrer que I'ensemble S des nombres 1 a une structure d’espace vectoriel sur le corps Q.

2° Démontrer st == 0 <==>a == b=s ¢ = 0, On partira du fait que x = y4/2 entratne x = y =0
car 4/2 n’est pas un nombre rationnel, et on utilisera : (a -+ b4/20 = 3 3 ou (¢ + c/3P=25%

30 En déduire que 7 = #' <=>g=a'; b= b'; ¢ = ¢ et que I'ensemble 3 = (1, \/i, V3)
congtitue une base de ’ensemble vectoriel S.
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L’ENSEMBLE N DES ENTIERS NATURELS

42. Notion d’entier naturel. — La nécessité de dénombrer les objets d’une col-
lection conduit & la notion de nombre entier ou entier naturel. Les propriétés de la suite N
des nombres entiers : 0, 1, 2, 3, ... #... établies d’une manidre concréte dans les classes
antérieures sont supposées connues des éldves de la classe.

La construction axiomatique de ensemble N n’est donc plus au programme. Nous
'avons cependant conservée car, outre son intérét en elle-méme, elle permettra au lecteur :

10 Une révision des propriétés de ’ensemble N.

20 L’étude du raisonnement par récurrence.

43. Axiomes de Peano. — Il existe un ensemble N et un seul dont les
éléments appelés entiers naturels satisfont aux cing axiomes suivants :
10 Zéro (noté 0) est un entier naturel.

2° Tout entier naturel « admet un suivant unique a’,
Ainsi: 00=1,1=22=3etc.eta=b=>a =b.

3° Aucun entier naturel n’admet 0 pour suivant.
4° Deux entiers naturels qui ont le méme sulvant sont égaux.

Donc:a =b =>a=25,s0it(29):}| a=15 <= a =b

5¢ Tout sous-ensemble E de N contenant 0 et le suivant n* de chacun de
ses éléments n coincide avec P'ensemble N.

Ainsi 'ensemble E contenant 0, ainsi que le suivant de tout entier naturel est un sous-
ensemble de N qui contient 0 et le suivant #* de chacun de ses éléments n. 11 coincide donc
avec N d’aprés I'axiome 5. Il en résulte que :

Tout entier naturel a, autre que 0, est le suivant d’un entier naturel
unique ‘a, appelé antécédent de a.

Autrement dit, il n’y a pas dans P'ensemble N d’élément autre que 0 et ceux que I'on

obtient en consttuisant le suivant d’un élément de N.

Nous r’insisterons pas davantage sur la construction de I'ensemble N qui fait Pobjet
de la numération (patlée ou &crite) étudiée en Arithmétique et déja connue.

44. Raisonnement par récurrence. — L’axiome 5 de Peano est d’autre part 2 la
base du principe de raisonnement dit par récurrence que nous utiliserons fréquemment.
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Pour qu’une propriété 9(n) soit vraie pour tout entier naturel il suffit :
e) Qu’elle soit vraie pour n = 0.
B) Qu’étant vraie pour n, elle le soit aussi pour n'.

En effet, ’ensemble A des entiers naturels qui vérifient la propriété §(n) contient
alors 0 et le suivant #° de chacun de ses éléments #. I1 coincide avec N.

Lorsque la propriété §(n) ne concerne pas 0 (ou 0 et 1), on commence 2 I'établir pour
n == 1 (ou pour n = 2).

ADDITION ET SOUSTRACTION.

45. Addition des entiers naturels. — C’est une loi de composition
interne dans I’ensemble N définie par les axiomes suivants :

1°|a.+0%al 20| a4 b =(a+ by

En particulier: @ 4- 0 =(a + 0) =4 donc: | a =a + 1

Sia 4 b == ¢, on dit que ¢ est la somme des entiers a et b.

46. Propriétés de ’addition des entiers naturels.

10 C’est une loi associative : (a +b)+c=a+(b+ o).
20 C’est une loi commutative : atb="b+a.
Donc:0}a=a-40=a.

L’addition admet O pour élément neutre unique (n®  27).

3o Tout entier naturel a est régulier pour 'addition :
at+b=atc<=>bta=cta<s=—>b=c.

4° Pour que la somme a + b soit nulle il faut et il suffit que les entiers
naturels a et b soient tous deux nuls.

a+b=0<>a=0 e b=0.

Par suite, aucun entier naturel a # 0 n'admet d’opposé (n° 27, 29).
— Ces propriétés, que nous admettrons, se démontrent par récurrence.

Associativité : @+ &) L ¢ = (a + ) 4 c.
«) Propriété vraie pour c = Qcat @+ b+ 0=a+ b =a-+ (b4 0).
B) Si la propriété est vraie pour ¢ = =, la relation (a + &) 4+ 7 = a + (b + n) entraine :
@+ +mw=[a+d)+n =la+G+nF=atC+n=at @G+
La propriété étant vraie pour ¢ ~ 0 et pour le suivant n* de tout entier # qui la vérifie, est vraie
quel que soit ¢ (n® 44).

Commutativité. — 1" cas1 0+ a =a + 0.
a) Vraipoura =0Qcar 0+ 0 =0+ 0.
BO+n=nt0=>04n=0+n=mn+0 =n=n-10.

2°castat1=1+4a. @) Vraipoura=0car0+1=1+40.
By ntlmltnep ndl=@m+1)+1=0+nr=1+n
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3cas:at b=0b+ a o) Vrai pourb = 0,cara + 0 = 0 -} a.
Batn=nta=>at+n=>@@+n=0+a =nta.
Donc: a+n=n+@+1)=n+Q4a)=@+1)+a=n-+a
Régularité: a+ b=a+covbta=ct+as—>b=c
o) Vraipour a =0 car b+ 0 =c+ 0 <=>b =,
B) Sib+ n=c+ néquivautd b = ¢, ilen est de méme de b + w* = ¢+ n*
car i b+ =c4 nw <=> b+ n)y =(ct-n)y <==>b+ n=-c- an° 43, 4°;
Relation : a + b = 0. Cette relation est vérifiée pour @ = b = 0.
Elle est impossible si un seul des entiets a et b n’est pas nul.
Par exemple : b = ¢* # O=>a + b = a -+ ¢ = (a -+ ¢)* 7 0 car 0 n’est pas le suivant d'un entier
(n°® 43, 3%, Donc:a+ b =0 <=>a="5b=0. :

47. Corollaires. — 1° L’addition des entiers naturels étant A la fois associative et
commutative on peut, dans une somme de plusieurs entiers naturels permuter 'ordre des
termes et remplacer deux ou plusieurs d’entre eux par leur somme (n® 26).

a+btctd+f=bt+dtc+fta=(a+d)+(b-+c4f)
Ainsita+1+b=@+1) +b=a+(®+1) @ +b=a+tb

20 Dans P'égalité de deux sommes on peut ajouter ou supprimer un terme commun
aux deux membres (n® 27, 3°) :
at+b=c<e>atbtn=ctn<=>atnt+b=n+ec
3¢ On peut ajouter membre 3 membre deux ou plusieurs égalités.

a=> _>a+c=b+c
c=d| = b4+c=0b+4d

Réciproquement, si @ + ¢ = b - d, les égalités @ = b et ¢ = d sont conséquences
P'une de Pautre.

= q 4 c=b+d.

48. Relations d’inégalité dans I’ensemble N. — Si a = b -+ n on dit que a
est supérieur ou égal a b et que b est inférieur ou égal d a.

On écrit :
a="b+n<—> z Z z z (Inégalités au sens large)

3

Si n est différent de 0, on a : a 54 b. On dit alors que a est supérieur @ b et que b est inférieur

aa:
a=0b+n) a>b
n#0 ) b<a

Or n 5~ 0 admet un antécédent m (n® 43) ct n = m’, si bien que:

(Inégalités au sens strict)

a>b <= a=>b-+m

49. Théoréme. — La relation d’inégalité (= ou <) définit dans l’ensem-
ble N, une relation d’ordre total au sens large (n° 8 et 9).
10 Elle est réflexive car a = a - 0 —>a > a.
20 Elle est antisymétrique car les égalités a =054 x et b= a4y entrainent
a+b=b+tatx+y donc x+y=0 soit x=y=0 et a=0b
a=b et bza==>a=0>
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30 Elle est transitive, car les égalitésa = b 4+ x et b = ¢ - y entrainent:
a={+y)+x=c+(x+y) Donc: a=bdb e bZc=>a=c
40 Tout couple d’entiers (a, b) vérifie soit a = b soit a < b.
Donnons-nous 'entier @ et montrons que 'entier b se compare 2 a,
o) Vrai pour b=0 car @ a=0-+a=>a>0,
£) Supposons n classé par rapport 3 a, il vérifie soit # == a, soit n < a,
Montrons que b = n* se compare 2 a,
Sinzza ona: n=atx et # =a-4 x => g > a(n48)
"Sin<a ona: a=ntx=x+n =>ra
Donc (n° 44) tout entier b est comparable 4 a.

50. Remarque. — On verrait de méme que la relation d’inégalité (> ou <) est
une relation d’ordre total au sens strict (n%s 8 et 10). Retenons que :
10 L’une des trois relations a=1>5,a>b et a <b exclut les deux autres.
20 Les inégalités: a>b et a+n>b 1+ n sont équivalentes car:
a=b+x<—>a+tn=(b-+n+x.
32 On peut ajouter membre 3 membre des inégalités de méme sens,

a>b a+t+c>b-+tc
c>df g 3b+c>b+d =>ate>btd
51, Corollaives. — 1° Lorsqu’un entier naturel a est supérieur @ un

entier b, il est au moins égal @ son suivant b* = b | 1.
Eneffet:a=b+m<=>a=b+m=0+1)+4m

Donc: a>b S az>b+1

On verrait de méme que @ < b <==>a <*b.

2¢ Il n’existe pas d’entier naturel n tel que : a <n <a + 1.

La relation # > a ==>n > a -+ 1 qui exclut # < a + 1 (n° 50).

3° I1 n’existe pas d’entier naturel supérieur d tous les autres.

Car tout entier naturel 7 est inférieur 3 son suivant #° = -}- 1.

On dit que 'ensemble N n’a pas d’élément maximal. Par contre il admet O pour élément
minimal,

Il en résulte que P’ensemble des entiers naturels constitue une suite croissante illimitée
dans laquelle chaque entier naturel # préctde son suivant » + 1. :

52. Différence de deux entiers naturels. — Si @ et b sont deux entiers
naturels tels que c > b, il existe un entier naturel x unique tel quea = b -+ x,
appelé différence des entiers a et b pris dans cet ordre (ou excés de a sur b).

1o La relation @ > b suppose Pexistence de x tel que @ = b + x(n° 48).

20 Cet entier x est unique car §'il en existait un second ¥’ cela impliquerait :

a=b+x=>b+4« soit{n® 46, 3°) : x = '

a=0>b-4 «x <==p x=a—b

Si a < b, la différence @ — b n’existe pas car la relation @ = b 4 x implique a = b ce
qui est incompatible avec a < b (n°® 50).
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La soustraction n’est pas une loi de composition interne définie pour tout couple ordonné
d’entiers naturels (a, b).

Sia> b, ladifférence a — b existe.

Si b > a, ladifférence b -— a existe.

Sia=b ona:a—b—=>b—a=0.

Dans tous les cas 'une au moins des différencesa — b ou b — a est définie. (C’est de
cette différence qu'il s’agit lorsque I’on parle de la différence de deux entiers, sans en pré-
ciser lordre.)

MULTIPLICATION ET DIVISION

53. Multiplication des entiers naturels. — C’est une loi de composi-
tion interne dans ’ensemble N définie par les axiomes suivants :

0] ax0=0 20| axXb =abita

Ilenrésulteque:a X 1 =a X 0 =a X 0+4a donc:{ a X1 =a.

aX2=ax1l'=ax1-+a donc axXx2=a-t+a ax3=a-t+a-ta
et: axb=a+a-+..a (btermes).
Siab = ¢, on dit que ¢ est le produit de a par b et les deux entiers a et b sont les facteurs
du produit ab.

54. Propriétés de la multiplication des entiers naturels.
1° La multiplication est une loi associative : (ab) ¢ = a (bc).

2° La multiplication est une loi commutative : ab = ba,
Donc : 1.6 = a.1 = a. La multiplication admet 1 pour élément neutre unique (n® 27).

30 La multiplication est distributive par rapport a I’addition :
ad-+c)y= (@b +c)a=ab 1 ac.
Ces propriétés, que nous admettrons, s’établissent par récurrence.

Distributivité a droite. — Montrons que : (b - ¢) a = ba -} ca.

o) Vrai pour a =0 car (b + ¢).0 = 5.0 4 ¢.0 = 0.

B) Si (b+ ¢)n = bn + ¢n, on obtient, puisque (b+ c)n = (b )n+ b+ o),
b+ cyn =bn+-cn+ b4 ¢= (bn+ b) 4 (cn+ ¢) = bn* + en.

Relation : 0.2 = 0. — «) Vraie pour a = 0 car 0.0 = 0,
B) Si On =0, il vient : 0" = 0.n - 0 = 0.

Commutativité. —— Montrons que : ab = ba.

a) Vrai pour b = 0, car a.0 = 0.a = 0.

B) Si an = na, on obtient, compte tenu de la distributivité 2 droite :
an* =an -+ a=na 4 a= (n+ 1)a = na.

Distributivité a gauche. — La commutativité montre que :
b+ ca=>ba-+ca sécrit: a(b+ c)=ab-+ ac

Associativité, — Montrons que : (ab)c = a (be).

@) Vrai pour ¢ =0 car (2h).0 = a (b.0) = 0.

8) Si (ab) n = a (bn), on obtient, compte tenu de la distributivité :
(ab)n = (ab)n + ab = a (bn) + a.b = a (bn 4 b) = a (bn*).
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55. Théoréme., — Pour qu’un produit de deux facteurs soit nul, il
faut et il suffit que U'un des facteurs soit nul,
1o La condition est suffisante car : ¢.0 = 0.a = 0,

20 Elle est nécessaire. Supposons ab == 0 avec b%~0 soit b=c¢":
ab = ac = ac + a = 0=>ac = a = 0(n° 46, 49).
Donc : ab=0<=>a=0o0u b=0.

Cette propriété s’étend 2 un produit de plusieurs facteurs car :
abe = 0==>a(be) =0<=>a=00ubc =0<=>a=0,b=00uc=0.

86. Corollaires, 1° Tout entier naturel n autre que 0 est régulier pour
la multiplication.

20 Les inégalités a > b et an > bn sont équivalentes,
Eneffet: a=b=>an=>0n et a=>4 x==>an = bn 4 xn.
Soit, si# et x ne sont pas nuls: @ > b =—=> an > bn.

et par suite : @ < b==>an < bn.

Réciproquement, si an = bn pour n 7~ 0, on ne peutavoir a> b ni @ <& ce qui
entrainerait an > bn ou an <bn. Donc: a=b.

Pourn £ 0 a=25% <=3 an == bn (régularité de n =~ 0)

Si an > bn, il faut supposer #5540 éar # = 0==>an = bn =0,
On ne peut alors avoir a < b ce qui entrainerait : an < bn.

Donc : a>b <= an > bn

Retenons que I'on peut multiplier (ou diviser) par un méme facteur non nul, les deux membres
d’une égalité ou d’une inégalité entre entiers naturels,

57. Conséquences. — 1° La multiplication étant 2 la fois commutative et associative
on peut, dans un produit de plusieurs facteurs, permuter ces facteurs d’une maniére quel-
conque ou remplacer deux ou plusieurs d’entre eux par le produit effectué (n° 26):

abedf = cbafd = (ad) (bef).

20 On peut multiplier membre 3 membre des égalités ou des inégalités de méme sens,
entre des entiers naturels. Ainsi :

2 a>b ac > be

c>di ™ bc>bd§“*“‘>bd'

3o Propriétés des différences, — Si x =a—>b et y=4a"—0b les relations
a=b+x e a =15+ y entrainent :

1°g+¥4+y=a+b+x cequi montre (n° 47, 3% que :
xe=yt=>a+ b =a + b donc que a—b=a —b <—>a4b =b-+ad,
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22ata =b+b x4y donc x+y==(a——b)+(a’——b’)==(a+a’)——(b+lf_’l.

3 ay =by | xy
aa' == ab' 4 ay
bb' + by = ba'

Par addition et aprés réduction :
aa' + bb' = ab' 4- ba' + xy
donc : xy = (a — b) (@' — b') = (aa’ + bb') — (ab' + ba').

58. Division. — Etant donné deux entiers naturels a et b, s’il existe
un entier naturel q tel que a = by, cet entier q est appelé quotient de a par b.

On écrit :

|
]
i
=
(=
(=]
> D
i
-~y

a = bq

On dit que @ est un multiple de b ou que b est un diviseur de a. Le symbole g— est dans

ce cas un rapport entier,

a
Notons que a = l.a —_ - = 1 et = q.

—) R

Pour a £ 0, 0 = a0, == g == (. Par contre -g est impossible car 0 X ¢ = 0 54 a.

19 Montrons que la division de a par b > 1n’est pas toujours possible.

Soit 7 tel que 0 < 7 < b. Quel que soit g, on obtient : bg < bg + r < b (g + 1).

Or si entier @ = bg - r était divisible par b on aurait ; @ = bg + r = bx.

Ce qui donnerait bg < bx < b(q + 1) soit (n® 56, 2°) : ¢ <x <gq + 1, relation
impossible en entiers (n° 51, 20).

La division de a par b n’est donc pas une loi de composition interne
définie dans N pour tout couple d’entiers naturels a et b.

Ainsi 1 n’est pas divisible par un entier @ > 1, car pour tout entier x 3£ 0, la relation
x 2> 1 entraine ax > a > 1. Par suite puisque 0 X x = 0:

Aucun entier a £~ 1 n’admet d’inverse dans la multiplication (n® 27, 2°).

Il en résulte que : ab =1 < a=15b =

2° Propriétés des rapports entiers. — Si x = g et y = 5;-,

les relations a = bx et a’ = b'y

entrainent :

10 gb'y =a'bx  donc(n® 56) : x=y o <= qgb’ = ba.

<

20 ab’ + a'b = b'bx + bb'y = bb' (x + ),

donc : x+y=-g+-—,=—.l;.b.;___.

3° aa’ = bb'xy done : XY ==
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PUISSANCES

59, Définition. — On appelle puissance entiére de Uentier naturel
a # 0 tout entier naturel a™, défini par les relations :

10] a% =1 20| a"* = g%a

L’entier naturel m est Pexposant de a™. On obtient ainsi :
al=aa=a, a =aa=a.a, & =ata=a.a.aq,ectc,

a™ = a . a ... a est le produit de m facteurs égaux 2 a. Il est clair que 0™ = 0 tout au moins
simz#0,

60. Formules fondamentales. — On les obtient par récurrence :

1° Puissance d’un produit : (ab)y™ = ampm

o) Vrai pour m = 0 car (ab)® =1 = a®.b°
B) Si (ab)* = a™b", (ab)"*! = (ab)"ab = a™b"ab = (a"a) (b"b) = a™+1 b*+l,

On en déduit la généralisation : (abc)™ = (ab)™c™ = a™b™c™,

2° Produit de deux puissances : a™a? = gm*?

@) Vrai pour p =0 car a™.a® = g™ = g9,
_B) Si a™.a" = a™i", g"a"t! = a™.aa = a"t"a = @gmntl,

On en déduit que : am.ar.a? = qmtn.gP = qmint?,

Sim>=pona: m=p+x e a™=al.a*=af.qa"",

Done pour m = p ! — = gqm?

30 Puissance d’une puissance : (a™)? = a™».

«) Vrai pour p = 0 car (a%)® = 1 = g"¥0,
B) Si (a™)" = a™" est vérifié, on peut écrire :
(am)n+1 = (@™)*.q™ = g™ g™ = gEIn = amintd,

Il en résulte que : (a™)? =: (a?)™ et la possibilité de décomposer une puissance. Ainsi
pour calculer a® on fera- [¢?)%.a.

61. Corollaire. — Pour m %40 les égalités a = b et a™ = b™ sont équiva-
lentes et il est de méme des inégalités a <b et a™ < b™,

10 g = b =3 q™ = b™,

®) Vrai pour m = 0 car a® = b° =1,

B) a" =b" et a = bm=m3>qgfa = "8 ou a"*! = P"+! (n® 57, 29).
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20 Pour m 7% 0, @ < b===> o™ < b",
®) Vrai pour m=1 car a <<b<=> gl <},
B) a® < b* et a <b==>a%a <b" ou a™' < b1 (n® 57, 290),

On voit que : @ = b==3> a™ = b™, a < b=> a™ < b"® donc que : a > b ==> g™ > b™,

Par técipmcité, il en résulte que :

a=0b <=2 g" = et 4 < b gn < b

62. Conclusion. — Nous avons défini dans I'ensemble N des entiers naturels deux
lois de composition interne, I'addition et la multiplication, qui sont des lois associatives,
commutatives et admettant chacune un élément neutre. Cependant Pensemble N n’a pas
une structure de groupe ni pour 'une, n1 pour P'autre de ces lois car :

10 Tout élément autre que O n’'a pas d’opposé (n° 46, 49).

20 Tout élément autre que | n’a pas d'inverse (n° 58).

Des extensions de I'ensemble N permettront de symétriser I’ensemble N par rapport 2
Paddition puis par rapport 4 la multiphication (4@ et 5¢ legons ).
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63. Arrangement. — Etant donné un ensemble E contenant m éléments
distincts, on appelle arrangement p a p de ces E éléments tout sous-
ensemble rangé de E formé de p éléments distincts.

Deux arrangements donnés différent soit par ce qu’ils ne contiennent pas les mémes
éléments, soit parce que les éléments qu'ils contiennent ne sont pas rangés dans le méme
ordre.

Ainsi avec 5 lettres A, B, C, D, E on peut former les arrangements 3 3 3 distincts :

(ABC), (BAC), (CBA), (ABD), (ACE), (DEA), etc.
On désigne par A?

? le nombre des arrangements p 4 p de m éléments,
64. Calcul de A”,. — Remarquons d’abord que A}, = m car chaque élément consti-
tue un arrangement 1 3 1 et un seul.
Ainsi les arrangements une 3 une des 5 lsttres A, B, C, D, E sont (A), (B), (C), (D), (E).
. Supposons établi le tableau T% ! des AZ"! arrangements p — 1 2 p — 1 des m élé-
ments. A la droite de chacun d’eux plagons successivement chacun des (m —p 1)

éléments qu’il ne contient pas. Nous formons ainsi un nouveau tableau T® contenant
A2-1 X (m — p + 1) arrangements p A p des m ¢léments donnés.

1o Tout arrangement p A p est ainsi obtenu. Ainsi 'arrangement (BCED) des 5 lettres
A, B, C, D, E, 42 4 s’obtient en plagant 2 la droite de (BCE) la lettre D qui n'y figure pas.

20 Tous les arrangements ainsi obtenus sont distincts cat ils différent soit par P'arran-
gement de leurs (p — 1) premiers éléments, soit par leur dermer élément, s'ils proviennent
d’un méme arrangement du tableau T2
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Le tableau T' est donc le tableau T? des A% arrangements p 3 p des m éléments, ce
qui entraine : A2 = Al (m—p 4 1),
Ecrivons : Ab=m
puis pour p = 2 A% = AL, (m—1)
pour p =3 A}, = A% (m—2)
A= A m—p + 1)

En multipliant membre 3 membre et en supprimant les facteurs communs aux deux
membres on obtient :

A% =m(m — l)(m—'—‘.Zl) (m.——p+ v

Donc: Aj=m, Ah=m(m—1), AL =m(m—1)(m—2) -
Ainsi ; Al =5 x4 x3=60.

65, Permutation. — On appelle permutation de m éléments distincts
tout arrangement m a m de ces m éléments.

Les permutations des 3 lettres A, B, C sont :
(ABC), (ACB), (BAC), (BCA), (CAB) et (CBA).
On désigne par P,, le nombre des permutations de m élémeits distincts.
Onadonc: P, = A" soit en faisant p = m dans I'expression de AZ, :
Py =m(m—1)(m—2)..3.2.1.

P,, est donc le produit des m premiers entiers naturels non nuls que 'on désigne par m |
(lire « factorielle = »). Donc :

P,= 123 .. (m— 1) m. soit | P, = ml
Ainsi : Pg = 1.2,3.4,5.6 = 720.

66. Combinaison. — Etant donné un ensemble E de m éléments dis-
tincts on appelle combinaison p a p de ces m éléments tout sous-ensemble
de E formé de p éléments distincts (non rangés).

Ici on ne fait plus intervenir ordre des éléments. Ainsi avec les5lettres A, B; C, D, E
on forme les combinaisons 3 2 3 distinctes : ABC, ABD, ACD, BCD, etc. On dés1gne par
C?, le nombre des combinaisons p 2 p de m éléments.

Caleul de Cg,. — Soit T le tableau des C2, combinaisons p 3 p de m éléments,
Sur les p éléments de chacune de ces combinaisons effectuons les p! permutations
possibles. Nous obtenons ainsi un tableau T’ contenant C2-p! arrangements p 2 p de ces

m éléments. Tout arrangement p 2 p est ainsi obtenu &t un arrangement donné ne peut étre
obtenu qu’une fols. Le tableau T’ est donc le tableau T2, des A?, arrangements p 2 p, ce qui
entraine :

AL =Cpopl sit: | Cp= ’"(m'l“lz)(';—?)..‘(M~£+l) )
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En multipliant les deux termes du rapport par (m — p)! = 1.2 ... (m — p),
on obtient la formule condensée :

m!
C=Tm—pl | @
- 5.4 7.6.5
Ainsi Ci = 13 = 10; C = 23 = 35

67. Applications. — 1° | CZ = Chi~? |- Cette formule se démontre en rempiagéni
p par m — p dans la formule (2) de C .

On vérifie d’ailleurs que toute combinaison p & p admet une combinaison complémen-
taire m — p & m — p et réciproquement. Le nombre des premiéres est donc égal 4 celui des
secondes.

20| CY =Cm=1 |car l'une correspond au sous-ensemble vide &, Pautre 2

Pensemble E lui-méme. Or la formule (2) donne :

Co, =Cn= '-”—';1-‘6-‘ = 1, ce qui conduit 3 poser: | 0! =1

30| Co=Cr_, 4 Cr7} |- Eneffet:

ey o m— DI (m — 1)} _ (m—1)

Cs + Ok = T p =T T G DT A~ A m—pnt A+
-—-___"i__.._-ﬁCv.
S n—pt T ™

On vérifie que, si A désigne I'un des éléments de E, il y a C2,_, combinaisons p ap
qui ne contiennent pas A et C%, ol A est associé & une combinaison p— 1 2 p—1 des
(m — 1) éléments autres que A, D’ot la formule proposée.

68. Formule du binéme de Newton. — Démontrons par récurrence que :

(@ + b)ym = C2 a™ + CLamtb 4 Cham 2 b2 + ... + Co-labm + Cpb™ | (1)

Cette formule est vraie pour m = 1 car (a 4 b = C}a + C} b.

Admettons-la pour m ==n et calculons (a4 b)*** = (a + b)"a + (a 4+ b)"b. On
obtient :

Coartl + Clarh 4-... + C2arPbr ..+ Cp ab®

(@ + ot = + CYat b ... - Cotgn-ritpp - Ca—tabn + Cp b+

Compte tenu de la formule C2 + Cg~1 == C2, (n® 67, 3°)on voit que :

(@ + by = C8, @+ Chypab 4.+ C2 @ Hb2 .. 4+ Cog abn 4 Cpig bt
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ce qui esc bien la formule (1) pour m = n - 1. Ainsi :

(a+d=a+b Coefficients 1 1
(a+ b2 =a’+4 2ab+ b 1 21
(@4 b =a* 4 3a% 4 3ab® 4 B® 1 33 1
@+ b)*=a'4d 40 + 6 a2+ 4 ab® + bt 1‘4i6| 4 1
)
@+ b)® = ab + 5a% -+ 10 % + 10 a%® + § ab® + b 1 5[10]10 5 1

Le tableau triangulaire des coeflicients (#riangle de Pascal) s’obtient aisément car tout
élément C? est la somme de I'élément C?, | placé au-dessus de lui et de I'élément C2~1 qui

m=-1
précéde ce dernier.

EXERCICES

— Démontrer par récurrence les formules suivantes :

2.5, =1 +2 +3 +..... 4 n =%n(n+1).

28, S, (n) =18 + 22 432 ..., + n? = %n'(n+ DEu+ 1.

29, Sg(m) =18 +28 43 + ..., + =%n’(n+ 12

30.S{(m =1 +3 +5 +..... +@2n—1) =a

3. SL(m) =18 4+ 45 4 ... —l—(2n-——1)3=%n(Zn—-l)(2n+1).
32.S;(m) =18 38 £5 4+ ..., +@n—1P =2 (2nt—1).

33 S, =12+23+34+ ..... +n@m+1) =1§n(n+1)(n+2).

34, Zy(m) = 1.23 4+ 234+ ..... Tl ) ek 2) = %n(n-l— 1) (n+2) (n+ 3).

35. () = %} PO+ DP+2)..(0+a—1) = nn+ 1) @0+ 2. (n+ .

1
o1
36. Démontrer et vérifier d’aprés les valeurs précédentes de Sy (1), S; (n) et Xy (1) que:
108, () =8, (2n) —2 Sy (m);  Sa(m) =8, (2n)—4S;(n)
et plus généralement : : S; (n) = Sq (2 1) — 2*S, (n).

228 M=2(n); S =Z(—1)+2,(m); S =2Z3(n—1)-+ Zn,
et que Sy (1) se déduit de Z,, Iy, ... Ze.

37. Onpose:Z;(n) =12+ 34+ ..+ 2n—1)2net 3; () = 2.3 4- 45+ .ot 2020 + 1),

10 Etablir que : Zj(n) = Sy(n) 4- Sy (n) et 2, (n) = Ty (2 1) — Zj(m).
2° En déduire : T; (n) et T; (n). Vérifier par récurrence.
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38, 1° Utiliser les résultats des exercices n° 27 3 35 pour calculer :

A=(a+7) +@+2n+ ... +(atm)
B=(a+nN*+((@a+20+ ..... + (a+ n)?
C=(@+m+@t+2¥+ ...+ (@a+ ar)d

20 Vérifier les résultats par récurrence et en déduire pour p = 1, 2, ... # les sommes :
Z@Bp—2 , CBp—2°, E@p—2°, XZ@Bp—1) , Z@Bp—12 , T@p—1p3

39. Calculer C%,,. Démontrer que le produit de n entiers naturels consécutifs est toujours
divisible par le produit ] des n premiers entiers non nuls.
Vérifier que : 17 X 18 X 19 X 20 x 21 est divisible par 1.2,3.4.5.

40, 1° Démontrer par récurrence que : 2.6.10 .,, (4n—2) =+ 1) (n + 2) ... (2 7).
20 Vérifier directement en montrant que la relation précédente peut s'écrire :

2135 .. 2n—1) = 2

nl

41. Soient a, b, ¢ des entiers naturels non nuls :

1° Démontrer que: (@ + b+ ¢) [(a — 82+ (b — )2 + (¢ — a)?] = 2[a® + B + 3 — 3 abc).
2¢ En déduire que si a, b, ¢ ne sont pas tous trois égaux : a® + b® 4 3 > 3 abe.

30 Etablir que : @+ b =3abc =>a=0b=c

42. 1° Démontrer que : (@a—b) (@ 2+ a* b4 ..., ab" 2 + b"1) = g" — b7,
20 g = b <==> q" == bh* et a > b <==> g" > b".

3% Etablir quesi k<a<b<l  ona:
nk® V(b —a) < b* — a® < nl*-1 (b — a).

43, Soient 1 entiers a, b, ¢ ..., b, k, L tels que b—a =c——=b= ...... =l—k=17
12 Calculer le p ¥ entier de la suite et en particulier ! en fonction de «, r, p ou n.

20 Démontrer que ta+ 1l =>b+4 k=c-+ h..., et que la somme S des n entiers vérifie }
2S ==n(a-+t ).
En déduire que : S = na - '—'—(”—E-—i—)l*

44, 10 Si les entiers naturels non nuls a, b et n vérifient la relation :

ab = (a4 b)n on a:a>n e b>n
20 Que devient la relation précédente quand on pose a =n-+ X et b=n+Y?
30 Déterminer tous les couples d’entiers (a, b) tels que ab = 6 (@ + b).

45. 1° Démontrer que si les entiers naturels non nuls x, y, m et p vérifient la relation :
xy = px -+ my ona: x>m e y>p.
Transformer la relation en posant : =m+X, y=p+ Y.

20 Déterminer les couples d’entiers (x, y) tels que xy = 3 x + 5.

46. 1° Transformer la relation xy = px - my -+ 9 en posant x =m + X et y =p + Y,
20 Résoudre en entiers I’équation : xy = 4x+ 2y +4 7.

47, Un ensemble K = {0, 1, 2, 3, 4} satisfait aux axiomes de Peano dans lesquels l'axiome 3
a été remplacé par ; « 4 admet 0 powr suivant »,

1° Montrer que la somme a -+ b et le produit ab dans K ne sont autres que les restes de la divi~
sion par 5 de a - b et de ab dans N. Etablir les tables d’addition et de multiplication dans K.
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20 Montrer que K est un groupe additif abélien, que K* = {1, 2, 3, 4} est un groupe multi-
plicatif abélien, et que K a une structure de corps.

30 Etablir dans le corps K la table des puissances a® pour a € K* et b € K. Etudier les solutions
des équations : x* =a et b =a.

48. Etudier comme & I'exercice précédent I’ensemble K = {0,1,2,3,4,5,6} avec 6 = 0.

49, Etudier de méme I'ensemble A = { 0,1,2,3,4,5 } avec 5° = 0. Quelle est cette fois la
structure de l'ensemble A?

50. Démontrer les formules suivantes :
m (m —1)
p(p— 1

20 CP = Cﬁ_g + 2 C2-L 4+ C2=3. (Procéder par raisonnement en distinguant deux éléments
A et B des m — 2 autres).

Ch= Chs+ 3 Cii+3 Cad+ Cac

10 Cf = —~ C""l = ci3.

51. Soit & un entier inférieur & ’entier p. On suppose que, parmi les m éléments d’un ensemble,
il y en a h distincts des m — % autres.

1° Montrer que toute combinaison p A p des m éléments de PPensemble est la réunion d’une combi-
naison x & x des k premiers éléments et d’une combinaison p — x & p — x des m — h derniers :

»
20 En déduire que ; Cr =% C:C2zz.
2=0

52, 1° Démontrer que le nombre S,, des sous-ensembles (y compris @ et E,,) d’un ensemble E,,
formé de m éléments est le double du nombre S,,_; des sous-ensembles de E,,..; composé de (m — 1)
éléments.

2° En déduire que: S, =C,+ CL+ CZ4 ... +Ch=2"™

3° Démontrer que S, = C% 4 C% + CL+ ... et Sp= CL 4+ CS 4 C8 + ... sont égaux
pour m impair et aussi pour m pair. Etabllr que S, = Sy = 2"“l

53. 1° Calculer (1 + 1)™ et (1 — 1)™ en fonction des valeurs S, S,, et S,, de P'exercice précé-
dent,

2° En déduire ainsi les valeurs de S,,, S, et S,.

54. 1° Soient des entiers a, b, p tels que p<Ca et p<<b. Démontrer la formule :
»
Cos = 4 CLCP™

2° On suppose a=b=p=1n. En déduire la relation :
(CDF + (CH? + (CDT + o + (CD* = C
55, Démontrer que si ’entier p est un nombre premier, CZ est un multiple de p pour tout x
tel que 0 < x < p.

2° En déduire que pour p premier, (a + b)* — (a? + b¥) est multiple de p quels que soient les
entiers a et b.

3° Démontrer par récurrence que quel que soit 'entier a&N, la différence a? — a est divisible
par le nombre premier p (Théoréme de Fermat).
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4¢ Legon

L’ANNEAU Z DES ENTIERS RELATIFS

69. Introduction. — Nous allons symétriser pour Paddition, ensemble N des
entiers naturels, c’est-2-dire construire 2 partir de N, un nouvel ensemble Z ot tout élément
aura un opposé et dans lequel nous pourrons inclure N. '

On parvient A ce but en étendant aux différents couples d’entiers naturéls (a, b) les
propriétés (égalité, somme, produit) des différences d’entiers naturels (a — &) (n® 57, 30).

70. Relation d’équivalence. — Dans Pensemble N? des couples ordonnés
(a,b) d’entiers naturels, I’égalité a + b' = b + a' définit une relation d’équi-
valence R entre les couples (a,b) et (a', ). :

(a, )R (d,b')<=> a4+ b =b+a
En effet, la relation ainsi définie est (n° S) :
10 Réflexive car a b= b + a === (a, b) R (a, b)
20 Symétriquecara -+ b = b -} @ ~=—>a + b=V +a
Soit : (a,5) R (a', &) => (@', &) R (a, b)
30 Transitivecar a + 6 =b +a' et a' + 8 = + a" entrainent :
a+b 4+ 4+0=bt+a+bV+a"=>a+b'=b+a"
Donc : (a,0) R (@, &) et (a’, &) R (a", b") ==> (a, b) R (a", b").

71, Définition. — On appelle entier relatif, la classe d’équivalence

«(a, b) des éléments de N? équivalents au couple (a,b) modulo R.
' 2
L’ensemble Z des entiers relatifs est donc I’ensemble quotient -I-\Tﬁ

Dans la présente legon, nous conviendrons de désigner cette classe  (a, ) par Pun
quelconque de ses éléments et d’écrire :

a=1(a,b) ou a«a=(a,d) si (a,b)R(a,d)

Ainsi ¢ (4, 8) = (a', V') <> a+ bV =0+a
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Légalité : @ + (b 4 k) = b 4 (a + k) montre que : (@, b) =(a--k b+ k) | et

par suite (a, b) = (a — k&, b — k) lorsque les deux différences a — k et b-—k sont pos-
sibles en entiers naturels.

10 Si a > b on obtient : (a, ) = (a — b, 0) = (n, 0). L’entier relatif (a, b) = (n, 0)
est dit positif et s’écrit nt,

20 Si a < b, on obtient : (a, b) = (0, b — a) = (0, n). L’entier relatif (a, b) = (0, n)
est dit négatif et sécrit n~.

30 Si a = b, l'entier relatif (a, a) = (0, 0) est Tentier relatif nul, 0+ ou 0-.

L’entier naturel, # = a — b ou b — @ qui intervient dans les formes réduites (n, 0) et

(0, n) est la valeur absolue de 'entier relatif o = (a, b) On écrit # = ||, La valeur absolue
de (0, 0) est 0. On voit (n° 70, 3°) que :

Deux entiers relatifs égaux ont méme forme réduite et par suite méme
valeur absolue et méme signe.

On désigne par Z* I'ensemble formé par les entiers positifs et (O, 0), c'est-a-dire pou-
vant g'écrire (n, 0) avec ne N, par Z~ I’ensemble formé par les entiers négatifs et (0, 0)
pouvant 8’écrire (0, 7). Enfin Z* désigne I’ensemble des entiers relatifs non nuls, autres
que (0, 0).

ADDITION ET SOUSTRACTION.

72. Addition. — C’est une loi de composition interne dans Z définie
par :

(a, ) + (a), B’) = (a + 4}, b + ¥')

La somme de deux entiers relatifs ne change pas si on remplace 'un d’eux par un entier
relatif égal. Si par exemple : (a”, b") = (a’, b") 'égalité a” + b’ == b” 4 a’ montre que
(n° 71) :

(@a+ad,b+b)y=(@+a+a" +b, b4+ +b+a)=(a+ab+b)
Cest-d-dire que : (a, b) + (@, b") = (a, b) + (a”, b”). On dit que P'addition est stable. En
opérant sur les formes réduites, on voit que :

1o m* + at = (m, 0) 4- (n, 0) = (m 4 n, 0) = (m + n)*
m~ + n~ = (0, m) + (0, n) = (0, m + n) = (m + n)~
20 mt 4 n~ = (m, 0) 4 (0, n) = (m, u)
n~ +mt = (0, n) 4+ (m, 0) = (m, n)

(m — n, 0) = (m — ny+ pour m > n.
Or (m, n) est égal & (0, n—m) = (n—m)y~ pourm <n.
On retrouve la régle d’addition des nombres relatifs admise dans les classes antérieures.

73. Propriétés de Paddition.

10 L’addition est associative car les deux sommes [(, b) + (a’, 8")] + (a”, b") et
(a, 8) + [(a', &) -+ (a", b")] sont égalesd (a 4 4’ + a”, b 4- b 4+ b").

20 L'addition est commutative car (a - a’, b + b') = (a' + a, b' 4 b)
donc : {(a,8) + (&', ') = (a', 8') + (a, b).
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30 L'addition admet un élément neutre (n, n) = (0, 0) car : A
(0, 0) + (a, b) = (a, b) 4- (0, 0) = (a, b). Cet élément neutre est unique (n° 27, 19),

40 Tout entier relatif o = (a, b) admet un opposé & = (b, a).
« + &= (a, b) + (b, a) = (a + b, b + a) = (0, 0). Cet opposé est unique (n® 27, 29),
a == (m, 0) = m* admet pour opposé & = (0, m) = m™.

Deux entiers relatifs opposés ont méme valeur absolue et des signes différents.

L’ensemble Z des entiers relatifs a une structure de groupe additif
abélien.

Les quatre propriétés ci-dessus montrent que P'addition des entiers relatifs est une loi
de groupe commutatif (n® 32).

74. Somme de plusieurs entiers relatifs, — 1.’addition étant une loi de groupe
(n° 33), il en résulte que :

Dans une somme de plusieurs entiers relatifs on peut modifier d'une maniére quelconque
Pordre des termes ou remplacer deux ou plusieurs d’entre eux par leur somme effectuée.

Ainsi pour des entiers relatifs «, 8, 1, 3, «...
a+B8+y+3te=B+et+dtaty=0B+)+@Fa«+7).

75. Soustraction. — L’'addition des entiers relatifs étant une loi de groupe abélien
(n® 33, 39) :

Etant 'donné deux entiers relatifs « et B, il existe un entier relatif
unique x = o -+ §, tel que o = p + x, appelé différence de « et 8.

x-.:::x——@ | <= a‘-_—:B—l—-x <> x=a+a

Pour retrancher un entier relatif, il suffit d’ajouter son opposé.

La soustraction est une loi de composition interne dans Z définie
pour tout couple ordonné d’entiers relatifs («, 8).

1o —a=u0a-+4a& =(0,0).

La différence de deux entiers relatits égaux est nulle.

20 Si o = (a, b) et B = (¢, d) on aobtient :
a—p=atf=(ab)+@do=(@+dbto
B—a=B+ta=(c+d)+@d+a)=(0+c¢ca+td

Les deux différences « — B et B — o sont opposées.

76. Sommes algébriques. — Une somme algébrique est le résultat
d’une suite d’additions et de soustractions a effectuer dans l'ordre des
. termes.

10 Une telle somme algébrique se raméne & une suite d’additions et posséde les propriétés
de commutativité et d’associativité des sommes (n® 68). -
=atp—y+S—e=u4B+y+dtE=atf+3+e+p
Soit: S=(@+N+@+e+p)=(@—1+0E—c+8p):
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20 L'opposé d’une somme algébrique de plusieurs entiers relatifs est égal a la somme algé-
brique de leurs opposés. )
E—B+N+@E—B+N=(C+B+V)+E+B+7)
=(@+&+@+86)+F+7=(00.

30 Il en résulte que :
a) a+B—y+8)=a+@P+7+8)=a+f+y+d=a+p—~y+3
D a—@—y+)=at@—F—H=atp—F+8—a—pty—3

On retrouve la régle de suppression des parenthéses lorsqu’il s’agit d’ajouter ou de retran-
cher une somme algébrique.

77. Isomorphisme de Z+ et N pour P’addition. — A tout entier positif ou nul
(m, 0)eZt, faisons correspondre I'entier naturel me N, Cette correspondance est bijective
car tout élément de chacun des ensembles Z+ et N est ainsi associé A un élément unique
de Tlautre. ‘

Or 4 la somme m -4 7 des entiers naturels m et n correspond P'entier relatif (m -+ n, 0)
somme des entiers relatifs (m, 0) et (n, 0) associés 2 m et #. Dans la correspondance envi-
sagée, les ensembles N et Z+ sont isomorphes pour I'addition. Nous verrons plus loin qu'ils le
sont aussi pour les relations d’ordre et la multiplication. C'est pourquoi on identifie ces deux
ensembles, et on écrit !

N=Zt=>NCZ

L’entier positif ou nul (m, 0) est identique a Pentier naturel m.
Ainsi P'entier relatif nul (0, 0) s’écrit 0 (zéro).

nt = (n,0)= 04 n s'écrit n ou + n (entier positif).

= (0,n) = 0—(n,0)=0—n scrit —n (entier négatif).

On étend ces conventions de signes 2 tout entier relatif.

a=04a sécrit +a et &=0—a sécrit —a.

L’opposé de -} « est donc — «. Ainsia + B —y s'éerit o« + 8 + (— ).
D’autre part ; « = (@, b) = (a, 0) + (0,5) = (4,0) — (b, 0) = a —b.

Tout entier relatif (a, b) est la différence, dans 7., des entiers naturels a et b,

78. Relations d’inégalité dans Z. — Etant donné deux entiers relatifs
distincts « et B on dit que « est supérieur a B ou que B est inférieur @ « si
la différence »—B est positive :

o— B = (n,

n 0

En particulier : x — 0 = « montre que :

o> B (Inégalités

0) ;
<= -
B<a au sens strict)

Tout entier positif est supérieur d 0 et tout entier négatif est inférieur a 0.
Donc: a>B<> a—3>0 ou B.—a<0.

On définit de méme les inégalités au sens large :
o =B<=>0—03>20<=>a—BeZt ou Pp—2xeZ-,
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79. Théoréme. — La relation d’inégalité (> ou <) est une relation
d’ordre total au sens large dans 'ensemble Z des entiers relatifs.

10 Elle est réflexive : o > « puisque o == a,

20 Elle est antisymétrique car « > B et B < « entrainent, la premitre o — § € Z+
et la seconde o — BeZ—, soit « — f = 0 et a = 8,
30 Elle est transitive car o = et § > v entrainent « —f >0 et p—y >O soit
(x—B)+(B—Y)20=>a—y20 e a>vy.
40 Tout couple d’entiers relatifs (=, B) vérifie soit « = B soit B > .
Car la différence o — B est un élément de Z+ ou de Z—.

80. Remarque. — On verrait de méme que la relation d’inégalité (> ou <) est
une relation d'ordre total au sens strict. D’ailleurs si « — 8 == (@, b) :

a> b <==>a> B, a=b<—>a=0 et a<b-<=>ao<B,
Lensemble Z, des entiers relatifs est totalement ordonné. Notons qu'il n’y a pas dans Z

d’élément maximal ni d’élément minimal, C’est-a-dire d’élément supérieur ou inférieur 2
tous les autres. La suite des entiers relatifs est illimitée dans les deux sens.

81. Corollaires. — 1° (m, 0) — (n, 0) = (m, n) est positif ou négatif suivant que
Pentier naturel m est supérieur ou inférieur a n.

Deux nombres positifs sont dans le méme ordre que leurs valeurs absolues.

On vérifie lisomorphisme de Z+ et N pour la relation d’ordre (> ou <).

20 (m, 0)— (0, n) = (m, 0) + (n,0) = (m 4 m, 0) = (m + m*.

Tout entier positif est supérieur d tout entier négatif, ‘

30 (0, m) — (0, n) = (0, m) + (n, 0) = (n, m) est positif ou négatif suivant que m
est inférieur ou supérieur a 7.

Deux entiers négatifs sont dans 'ordre inverse de leurs valeurs absolues.

Ainsi : —_—13<c—7<0<+5< 421

MULTIPLICATION ET DIVISION.

82. Multiplication. — C’est une loi de composition interne dans Z
définie par :

(@ 8) . (@, b) = (aa’ + b, ab’ + ba'). (Cf. no 57, 3o).

Le produit de deux entiers relatifs ne change pas si I'on remplace un des facteurs
par un facteur égal. Si par exemple (a’, b’) = (@”, b") <= a’ + 0" = b’ + a”, le produit
(a, b) (4", b") = (aa” + bb", ab" +- ba") est égal 2 (a, b) (@', b') car P'égalité ;

(aa’ + bb’) + (ab” + ba") = (ab' -+ ba') -+ (aa" + bb")
a(@ +8) b +a)=a® +a)+b(a + ")

ou
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est une conséquence de 1'4galité : a’' + b” = b' + a”. La multiplication est donc une
opération stable. En opérant sur les formes réduites, on voit que :

(m*) (n*) = (m, 0) (n, 0) = (mn, 0) = (mm)*
(m) (n) = (0, m) (0, #) == (mn, 0) = (mn)*
(m*) (n~) = (m, 0) (0, n) = (0, mn) = (mn)~
(m=) (%) = (0, m) (n, 0) = (0, mn) = (mn)-~.
Le produit de deux entiers relatifs est égal au produit de leurs valeurs absolues affecté du
signe -+ ou du signe —, selon que les deux facteurs sont de méme signe ou non.

On retrouve la régle connue admise dans les classes antérieures.
Or : (a, b) (0, 0) = (0, 0) (a, b) = (0, 0). Donc : «.0 = 0.« = 0.
Il en résulte que :

L’ensemble Z* des entiers positifs (ou nul) et 'ensemble N des entiers
naturels sont isomorphes pour la multiplication.

Notons que le produit de plusieurs entiers relatifs est égal au produit de leurs valeurs
absolues affecté du signe - 8'il existe un nombre pair ou nul de facteurs négatifs, du signe —
§’il existe un nombre impair de facteurs négatifs,

83, Propriétés de la multiplication.

10 La multiplication est commutative et associative.

I of =B | et (eB)y = «(By)

Ceci résulte de I'égalité des valeurs absolues et de P'identité des signes des deux
membres.

20 La multiplication est distributive par rapport & I’addition.

| @+ 0w =+ 8) = o + o

Posons : o = (a, b), B = (a', &) et p=(m, n):
ple+p)=mmn@at+a,bt+b)=[m@+a)+n®d+b),mbd+b)+n (a+a)]
= [(ma + nb) + (ma’ -+ nb'), (nb + na) + (mb' + na')]
== (ma + nb, mb + na) + (ma' + nb’, mb |- na')
= (m, n) (a, b) + (m, n) (a’, b') = po 4 pp.
30 La multiplication posséde un élément neutre (1, 0) = + 1= 1.
(a,0) (1,0) = (1, 0) (a, b) = (a, b).

Cet élément est unique (n® 27, 29).

40 Tout entier relatif différent de +- 1 ou — 1 n’admet pas d’inverse.

En effet (n° 58): af = l==p|a||B| == 1 ==3~] «| == | B| = 1. Les entiers relatifs + 1
et — 1 sont & eux-mémes leur propre inverse, Donc : aff == | <==>a=p= 4 1

Notons que : (2, b) (0, 1) = (b, @) donc: a(— 1) = —a.
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84. Conclusion, — L’ensemble Z des entiers relatifs a une structure
d’anneau commutatif ordonné.

L’ensemble Z a une structure de groupe abélien pour 'addition, mais non pour la
multiplication. Celle-ci étant commutative, associative et distributive par rapport a 1'addi-
tion on voit que Z est un anneau commutatif (n® 35) et ordonné (n° 80).

On peut méme ajouter que- cet anneau est unitaire,

85, Produit de plusieurs facteurs. — 1° I résulte du n® 83 (1°) que dans un pro-
duit de plusicurs entiers relatifs on peut modifier Pordre des facteurs ou remplacer deux
ou plusieurs d’entre eux par leur produit effectué (ne 33).

aByde = Bduey = (Bdx) (c¥).

20 Pour qu'un produit de plusieurs facteurs soit nul il faut et il suffit que l'un des facteurs
soit nul,

afy =0 <=>|a| |B]|y] =0 <==>|al,|Blou|y] =0 <=>« Bouy=0.

30 Les relations p& = Gp =(—ap=—oap et (« +p +v) . = ap + fp + 1
entrainent :

(0 —B+v)p=ap—pBp -+ vu
et par suite :
(a—B+7v) ¢ —y)=ox—Px +yxr— 2y + By —yp.

Pour multiplier deux sommes algébriques on peut multiplier chaque terme de une succes-

sivement par chaque terme de 'autre et faire la somme des résultats obtenus,

_ 86. Division des entiers relatifs, — Si u = By, on dit que Pentier relatif ¢ est le
quotient exact de o par § :
a:f=p ou g:u <==> o = S,

Or o = P ==> || = |B|.|n|. La division de = par B n’est possible que si | «]
est divisible par | B | (n® 58)etonaalors: | | =|«|:| B |. D’autre part on voit aisément
que le quotient y est positif ou négatif suivant que « et § sont de méme signe ou non. La
régle des signes dans la division est la méme que dans la multiplication.

87. Puissances enti¢res d’entiers relatifs. — La définition et les propriétés des
puissances enti¢res d’entiers naturels (n% 59 et 60) s’étendent aux entiers relatifs. De plus :
VpeN: (4 m)’ = - m?

_ ' __{ + m” sip est pair.
(=m?=(—1"m’ =) s p est impair,

Donc toute puissance «? d’exposant pair est positive, toute puissance «? d’exposant
impair est du signe de D'entier relatif «.

88. Propriétés des égalités dans Z.

10 Les égalités o=B et a4 yv=B -+ v sont équivalentes.

En effet : (@« +B)—(B+v)=0—pB. Donc : a =P <= a +v=p+ 1.
Il en résulte que tout entier relatif est régulier pour Paddition (n° 27, 30),
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Donc o B =y <&=> o +p -} 8 =y +f <=>a=y—p. On peut iransposer
un terme d’'un membre dans I'autre 4 condition de changer son signe.

2° On peut ajouter membre & membre des égalités entre entiers relatifs.
a==p et y=8 => aty=p-+38
39 Pour v #£ 0, les égalités o. = B et ay = Py sont équivalentes.
VyeZ: oa=p=>ay=2py (no 82).
Pourvy#£0: ay = By==>ay —Py = Q==> (« —B) ¥ =0,donca—p = 0,si y£0.

Tout entier relatif non nul est régulier pour la multiplication,

4° On peut multiplier membre & membre des égalités entre entiers velatifs.
a=0 et o =p == aa' = fo’ = Pp == an' = pp"
En particulier : o= ==d> off = f",

Signalons que la réciproque " = B" == « = B est vraie pour des entiers naturels
(n® 61) donc pour « et BeZt.

89. Propriétés des inégalités dans Z.

19 Les inégahtés « > B et a + y> P - y sont équivalentes.
Car les différences « — B et (« 4 1) — (8 -+ v) sont égales, donc de méme signe.

Parsuite : « + B>y <=>a +B+B>y+f<=>a>y—84.

On peut transposer un terme d’un membre dans I'autre A condition de changer son
signe.

2° On peut ajouter membre & membre des inégalités de méme sens.
a=>p et yZ23=>a—B=>0 e y—8>0
donc: (e—B)+(y—38) >0 soit: (at+v)—(B+3>0 et a4y>=p+3.

30 L'inégalité o > B est équivalente & yo > uB si y est positif, & pa << uf sf y est négatif.
a)1>0: 0—B>0<=>p(a—pB)>0<—>pu—up>0

donc x> B <= px > pf.
D) p<0: a—B>0<t=>p(x—B8) <0 <=>pe—pp <0
donc o> B <= ua < uB.

40 On peut multiplier membre & membre des inégalités de méme sens dont les deux membres
sont positifs.
D<a<P et 0<y<Be=>0<ay<By e 0<pPy<ps
donc: 0 <ay < B8,
En particulier si « et B sont des entiers positifs non nuls,
a < B <= a” < p" (n° 61).
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EXERCICES

N.B. Les exercices n®856 @ 59 constituent une étude directe de Z analogue d celle de N,

56. On suppose qu'il existe un ensemble unique Z d’entiers relatifs tels que :
I. Zéro (0) est un entier relatif. '

I1. Tout entier relatif a admet un suivant unique a* et un précédent unique ‘a.
Les suivants successifs de 0 sont dits positifs : 0 = 1, 1 = 2, 2* = 3,,,

Les précédents successifs de O sont dits négatifs : 0 = 1, 1 = 2, *2 = 3...
II1. Aucun entier positif n’est le précédent d’un entier négatif,

IV. Tout sous-ensemble non vide de Z contenant le suivant »* et le précédent *n de chacun de
ses éléments n est identique A Z,

1 Démontrer que dans Z : @ = b <= a° = b* <==> ‘a = b,

2° Pour qu'une propriété P (1) soit vraie pour tout n € Z, il faut et il suffit que P (0) ou P (a)
soit vraie et qu'étant vraie pour # elle le soit pour n° et aussi pour 'n (récurrence étendue), donc que
P (n) <==>P (n’) ou P (n) <==>P ('n).

87, L’addition dans Z est définie par : a+0=a et a-+t b = (a+ b).

1° Démontrer que a -+ b =*(a+ b)), a =a+ 1, ‘a ~a+1
etqueaetbeZt => g+ beZ*t aetbeZ ==>qa+ beZ"

2° Démontrer, en utilisant la récurrence étendue comme au n° 46, que Iaddition est associative
et commutative (on établira en particulier que q - 1=1+a)

30 Btablir la régularité de tout @ € Z pour Paddition.

§8. 1° Démontrer que a* + ‘b = a + b et en partant de 0 4 0 = 0 que I'on peut associer 3
tout élément # de Z+, I'élément 7 de Z—, tel que 7 4 n =0,

20 Montrer que tout entier relatif 4 admet un opposé 4, et que 'ensemble Z a une-structure de
groupe additif abélien,

3° En déduire I’existence et I'unicité de la différence x = a — b et Jes équivalences
azb<=>a—beltoub—acZ <==>a—b=0et que ds’crit 0 —a = —a,
89, La multiplication dans Z est définie par,a X 0 =0 eta X b* = ab+ a.

10 Démontrer que a X 'b = ab + @.Sia € Z*, démontrer par récurrence quea X 7 = — {a X n)
et retrouver la régle des signes,

20 Démontrer comme au n® 54, en utilisant la récurrence étendue, les propriétés de distribu-
tivité, associativité et commutativité de la multiplication dans Z.

32 L’ensemble Z a une structure d’anneau.
60. 1° Soient a et b deux entiers relatifs n’admettant pas de diviseurs communs autres que

+ 1 et — 1. Montrer que si bx = ay, les entiers relatifs x et y sont de la forme x = ak, y = bk ol k
désigne un entier relatif quelconque.

2° Trouver deux entiers x = a ety =  vérifiant ; 3x~—4y =7 (1)
On pose x = a + X, y = B4 Y. En déduire la forme générale des entiers relatifs x et y vérifiant
la relation (1),

— Résoudre de méme les équations en entiers relatifs :
61, Sx+3y=09. 62, 12x—5y = 11.

63. 3+ —Sy=7. 64. 15x+ 11y = 12.
65. 7x+4y=—3, 66, 24 x—13y = 7.
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67. Trouver tous .es couples d’entiers relatifs (v, ¥) vérifiant : xy = ~—15,

68. Montrer que la relation (1) : xy + 2x — 3 y — 11 = 0 peut 8’écrire sous la forme :
(x—3) (y + 2) = 5. En déduire tous les couples d’entiers relatifs (¥, ¥) vérifiant la relation (1),

— Reprendre I'exercice précédent pour :

69, xy +3x—2y—13=0 70. xy +2x—y4-4=0
N xy—x—3y—7=0 72. xy —x—2y + 18 =0
1 xy—3x+4y+8=0 74, xy - 7x—5y—47 = 0.

75. 1° Montrer que si x et ¥ sont des entiers relatifs, x -+ y et ¥ — y sont toujours de méme
parité,

2° En déduire les entiers relatifs, éléments de Z+ tels que :

a) x?—yte= 45 b) x*—y? = 60 €) x?—yt = 120.

76. 1° Rechercher les entiers positifs x et y tels que : ¥+ y* = k pour k = 2, §, 13, 17 et 29
(nombres premiers de la forme 4 m + 1),

20 Sachant que : (43 + B3 (@®+ b%) = (@a + 6B + @B —ba)® = (@ —bB)2+ (af + ba)?,
montrer qu'a une solution de I’équation x2 4+ y2 = k et une solution de 1'équation x4+ 3% =1,
on peut, en général associer deux solutions de I’équation x* + y? = kl. Erudier le cas ot k = [,
lecaso k=2,l%2 etlecasotk=1=2,

3° En déduire le plus grand nombre possible de solutions de I’équation : x% + »® = k pour
k = 65, 85, 221, 1105, 2210 et 5525, )

77. Dans N on connaft ; a2 4 8% = mk et a® + b® = m avec m premier.

1° Montrer que ala? — b28? et a*B%— b%? sont divisibles par m.

20 En utilisant 'l’ndentlté de P’exercice précédent, montrer que I'un des couples (ax ~+ bpB, af — bo)
ou (ax — bB, af + be) a ses deux éléments multiples de m et permet de ¢ trouver une solution de I'équa-
tionh : x3 4 y3 =k,

30 Sachant que : 3624 372 = 2665 et que 2* 4 1% = 5 trouver une solution de I’équation
x? 4+ % = 533, Puis sachant que 533 = 13 X 41 trouver trois autres solutions de 1'équation
x% 4 3% == 2665 et montrer qu’il ne peut y en avoir d’autres.

78, On considére un ensemble E = { a, b, ¢... }. On désigne par A, B, C... les sous ensem-
bles de E et par A, B, C... leurs compléments dans E, Pour tout élément (m, a) du produit Z X E, on
pose (m, a) = ma et on désigne par mA tout sous-ensemble de m E = {ma, mb, me... }. On définit
dans I’ensemble V des sous-ensembles de Z X E les opérations suivantes :

a) L’addition d’ensembles disjoints : mA + nB = (mA) |y (#B) pour ANB = &;

b) La multiplication (m A)-(n B) = mn AB = mn (A N B);

¢) Une loi de composition * distributive par rapport 4 I’addition, et telle que :

(mA) * nB) =mA+ nBsi ANNB =@ et (mA) * A) = (m + n) A.

19 Démontrer que la multiplication est commutative, associative, distributive par rapport 2
I’addition et qu'elle admet pour élément neutre E. Est-ce une loi de groupe ?

Etablir que : AUB = E —AB, AUBYC = E—ABC.

20 En écrivant : m A * nB = (0.A + mA)* (0.B + # B) montrer que la distributivité de la
loi * entraine : mA * B = mAB+ nAB+ (m - n) AB

mA*nBxpC = EmABC+ X (m + ) ABC + (m + n+p)ABC
Vérifier 4 I’aide de diagrammes et montrer en particulier que :
A*B=AUB*ANB, A% (—B)=AB—AB, (—A)*(—B)=-—A*B,
30 En déduire que laloi de composition * est une loi de groupe admettant pour élément neutre

@ = 0.E., Quel est le symétrique de mA? Résoudre mA = nB * X. Montrer que ’ensemble B a
une structure d’anneau commutatif pour la loi de composition * et la multiplication,
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LE CORPS Q DES NOMBRES RATIONNELS

90. Introduction. — Nous allons symétriser pour la multiplication, 'anneau Z des
entiers relatifs, c’est-3-dire construire, A partir de Z, un nouvel ensemble Q ot tout élément
aura un inverse et dans lequel nous pourrons inclure Z.

On y parvient en étendant aux différents couples d’entiers relatifs (a, b) tels que b 5% 0
les propriétés des rapports entiers(n® 58). Rappelons que Z* désigne I'ensemble des entiers
relatifs, éléments de Z, autres que 0.

91. Relation d’équivalence. — Dans I'ensemble Z X Z* des couples
ordonnés d’entiers relatifs (a, b) tels que b = 0, I'égalité ab' = ba’ définit
une relation d’équivalence R entre les couples (a,b) et (a', b').

(2,5 R (a', ') <==> ab' = ba'.

En effet cette relation (no 5) est :

1o Réflexive car ab = ba == (a, b) R (a, b).

20 Symétrique car ab' = ba' =—=> a'b = ba.

Donc :  (a,b) R (@, b') => (a', b’) R (a, D).

30 Transitive car  ab' =ba' et a'b" = b'a" —> ab'a'l’ = ba'b'a"
c’est-3-dire, tout au moins si @’ 74 0 : ab" == ba",

Donc: (a,B) R (a',¥) et (a', ) R (a" b") =>(a, b) R (a", b").

Pour @' = 0 la propriété reste vraie car on a alors : 2 = a' = ¢" = 0.

92. Définition. — On appelle nombre rationnel la classe d’équivalence
«(a, b) des éléments de Z X Z* équivalents au couple (a, b)) modulo R.

VA

L’ensemble Q des rationnels est donc l’ensemble quotient Z >;{

Nous désignerons provisoirement cette classe « (a, b) par le symbole (Z) avec b £ 0.

Donc: (Z) - (Z’) < ab’ = ba'
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Nous dirons que a est le numérateur, b le dénominateur du rationnel (Z) dont les deux

termes sont aq et b.
Notons que :

to (2)=(2) car 0.5=a.0 donc (2):(‘1’)

Tout rationnel de numérateur nul ést égal é ((1))
20 (Z)E(z) <> an=1nb <==> a=0>b car nF0.

Pour que deux rationnels de méme dénominateur soient dgaux, il faut et il suffit qu'ils
aient méme numérateur. :

93. Théoréme. — On peut multiplier ou diviser les deux termes d’un
rationnel par un méme entier relatif non nul.

Pour k 5 0 Pégalité (ak) b — (bk) a entraine : (‘;,’:) - (‘b‘)

1oSia=1Vbnona: (Z) == (b:) = ('{) Le rationnel (Z) est dit entier.
20 (Z) = (: (;,) On peut donc supposer que le dénominateur b est positif.

30 On peut réduire deux plusieurs rationnels au méme dénominateur.
a ¢ . , (ad be
(b) et ( d) sont respectivement égaux a (b d) et (bd)
a al /aI’ . . ablbll albbn anbbl
(b)’ (b’) et (b") sont respectivement égaux i (bb’b")’ (b’ bb") et (b" bb’)‘
OPERATIONS SUR LES RATIONNELS.

94. Addition des rationnels. — C’est une loi de composition interne
dans Q définie par :
a' ab + ba’
065" T

La somme de deux rationnels ne change pas si on remplace un deux par un rationnel

égal. Si par exemple (Z,) = (Z,,) donc si a'd" = b'a”, la somme (Z) + (Z,) est égale 2

a a" ve 1, fab + ba’\ | [ab" 4 ba"
(b) + (b”) car I'égalité : ( I-);' ) = ( B ) ou
(ab' + ba’) bb" = (ab" -+- ba") bb’ se réduit &  ba'bh® = ba"bb’ soit A : 4'H" = Va'.

On pourra donc opérer sur des rationnels de méme dénominateur pour lesquels la

loi d’addition s’écrit :
a »  fa+ b)
() +(G) =
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95. Propriétés de I’addition des rationnels, _
10 L’addition est associative : En opérant sur des rationnels de méme dénominateur :

[+ G+ G) = )+ [G)+ Gl = € )
20 L addition est commutative : ) () () () (a ;H’)

30 L'addition posséde un élément neutre ( ) (1) '

st ) - )+ ()= (1= )

Cet élément neutre ((1)) appelé rationnel nul est unique (no 27, 19).

40 Tout rationnel (z) admet pour opposé (—Z)

(Z) +(7 Z) -(°3 a) = (2) = (?) Cet opposé est unique (n° 27, 19).

Nous désignerons provisoirement par & I'opposé du rationnel «.

L’ensemble Q des rationnels a une structure de groupe additif abé-
lien (n° 32).

On en déduit les propriétés d’associativité et de commutativité d’une somme de plu-
sieurs rationnels «, B, v, 8.~

a+B+y+3+te=ptety+atd=(B+e)+(r+a+t?).

96. Soustraction. — L’addition des rationnels étant une loi de groupe abélien
(n° 33, 49), il en résulte que :

Etant donné deux rationnels « et § il existe un rationnel unique x = «+ 3
tel que « = § 1 » appelé différence de « et B.

X=o0a-—f <> la:B-—I—xv S ;x::a—l—ﬁ

Pour retrancher un rationnel il suffit d’ajouter son opposé. La soustraction est donc une
loi de composition interne définie pour tout couple ordonné («, B) de rationnels.

Les propriétés des différences et des sommes algébriques établies aux n°s 75 et 76 pour
des entiers relatifs s’étendent aux rationnels.

97. Multiplication des rationnels. — C’est une loi de composition
interne dans Q définie par :
(Z) : (‘;) - (ZZ) (cf. no 58)

Ce produit ne change pas lorsqu’on remplace I'un des facteurs par un facteur égal. Si

’

par exemple (Z,) = (Z,,)» Pégalité a'd” = b'a" entraine :

aba'd" = abb'a" <—> (Za,') = (ZZ,:) soit (;) (‘;:) = (a) ( :)

)
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98. Propriétés de la multiplication des rationnels.

10 La multiplication est associative. En effet :
() ] Go) = G 1G) G-)) = ()
[ b\’ \b) T \b [ b b”) - (bbb"
20 La multiplication est commutative car : (ZZ,) = (b’lt)l)°
a\ (a'\ _ (a'\ (a
done () Gy =) G)

30 La multiplication admet un élément neutre (Z) = (})

(Z) (}) = (:) (Z) = (‘bl) Cet élément neutre est unique (n° 27, 1°)._

40 Tout rationnel non nul (Z) admet pour inverse (z)

(Z) (Z) = (Zz) = (}) L’inverse de (Z) est unique (n® 27, 29).

Provisoirement nous désignerons par «' 'inverse du rationnel .

50 La multiplication est distributive par rapport a U addition.

Si o == (:), B = (b) et y = (;) on voit que (« -+ B) v s”écrit :

n
[+ GG =6 =) =G+ 6o = C) )+ ) 6)
Donc : (x +B)y =7y (x + B) = ar + By.
I1 résulte des quatre premiéres propriétés ci-dessus que (n® 32):

L’ensemble Q* des rationnels non nuls a une structure de groupe
multiplicatif abélien, — D’autre part on déduit de ce qui précéde, comme au n° 85,
les propriétés de commutativité d’un produit de plusieurs rationnels ou la distributivité du
produit d’une somme algébrique par un rationnel.

aPyde = Plaey = (Bdx) (ay)
(—B-+vu=p(@—B+7)=pe—ub+ vy
(@ —B8 +v) (x —y) == ax — Bx + y& — oy + By — v

99, Théoréme. — Pour qu’un produit de plusieurs rationnels soit
nul il faut et il suffit que 'un d’entre eux soit nul,

(Z) (Z,) (Z) == ((l)) <= (ZZ,Z) = ((1)) <> ada" =0 “ce qui équivaut a :
a

a=0,a =00y a =0 donca: (‘;) (b) ou (Z) ~ (‘1’)
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100. Division des rationnels. — La multiplication des rationnels étant une loi de
groupe abélien (ne 33, 39) il ¢n résulte que :

Etant donné deux rationnels o et § (non nul) il existe un rationnel
unique x = op’ tel que o = Bx, appelé quotient exact de = par B.

< « = Bx <= |x=a9'|

o« T, « .
Le symbole ; est un rapport. On voit ainsi que :

f

Pour diviser o. pay un rationnel non nul B il suffit de multiplier = par 'inverse de B.

La division est donc une loi de composition interne dans Q, définie pour tout élément

(x, B) de Q x Q*.
De 'égalité : (0 — B + v) p' = ap’ — B’ -+ yv',il résulte que si 1’ est Pinverse de . :

101.Conclusion. — L’ensemble Q des nombres rationnels a une struc-
ture de corps commutatif (n® 36). En effet :

1o I’ensemble Q a une structure de groupe additif abélien (no 95).

20 L’ensemble Q* a une structure de groupe multiplicatif abélien (n® 98).

30 La multiplication dans Q est distributive par rapport 2 I'addition (n® 98, 5°).

On peut inclure 'anneau 7. des entiers relatifs dans le corps Q des
rationnels.

Associons au rationnel (‘ll) Pentier relatif a :

10 L.a somme (‘;) -+ (I;) = (a T b) est associée A la somme a + b.
20 Le produit (‘;) . (1;) = (alb) est associé au produit ab.

L’ensemble des rationnels de dénominateur 1 et P'ensemble Z des entiers relatifs
sont donc isomorphes (n® 29) pour I'addition ainsi que pour la multiplication. C’est pour-
quoi on identifie ces deux ensembles.

» n » 4 . . [

Tout rationnel (1) est identique a Uentier relatif n.

Donc : |NCZCQ.

102. Notations définitives. — Nous écrirons :

((;) e (‘1)) =0 (zéro0) et (Z) = (

L’opposé & du rationnel « 8’écrit & == 0 — o soit :

L’inverse a' du rationnel « s'écrita’ = 1:a soit: o =
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Le rationnel a == (Z) == (‘11) (;) =a:b sécrit: o=
Donc § ‘ (Z) = g—

(] a . a
Tout rationnel (b) est donc le quotient exact 3 dans Q, de son numé-
rateur a par son dénominateur b.

Q‘!&

Nous retrouvons ainsi la notation fractionnaire et les régles opératoires relatives aux
fractions établies dans les classes antéricures ¢

al

F=p < W =i B =
g_{_g_f_ab’—i—ba’ a_a __ab—ba
TR T T 2 T T

aa o a.a _ab b

By T B b'% " b'd  ba

103. Signe d’un rationnel. -— Par définition :

. aq . . .
Un rationnel non nul j est dit positif ou négatif suivant que ses deux
termes sont de méme signe ou non.
Autrement dit le signe de g est celui du produit ab (no 82).

. . . . . a
Cette convention est compatible avec linclusion de Z dans Q car si j = "€ Z,
a

le signe de g est bien celui de  (n° 86).

10 Deux rationnels égaux sont de méme signe. En effet :

<=3 ad=bc ==> ab.cd= (bc):> 0.

/e

a
b
Les deux produits ab et ¢d étant de méme signe, il en est de méme des rationnels donnés.

20 On désigne par Q* I'ensemble foﬂné par zéro et les rationnels positifs, par Q- Pensemble
Jormé par zéro et les rationnels négatifs.

a_ —a . . .
Comme j = T O peut toujours supposer que b est positif. Dans ce cas le signe

a . TN L
de 7 est celui de a. En particulier { = @ montre que :

ZrcQt et Z-C Q.
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30 Pour des rationnels de méme dénominateur positif d, on voit que les signes de
a, b a b a b a, . a
7 + a3 3ac ‘—1 Y3 sont respectivement ceuxde a + b, a — b, ab et 3

Les régles des signes pour les opérations dans Q sont donc les mémes que pour les opérations
dans Z.

En partxcuher un produxt de plusieurs facteurs rationnels est positif ou négatif suivant
qu’il contient un nombre pair (ou nul) ou bien un nombre impair de facteurs négatifs.

104. Relation d'inégalité dans le corps Q. — Par définition :

Le rationnel « est supérieur ou inférieur au rationnel 8 suivant que
la différence « — B est positive ou négative.

Cette définition, compatible avec l'inclusion Z € Q (n® 78) montre qu’un rationnel
positif est supérieur 3 zéro tandis qu’un rationnel négatif est inférieur a zéro. On obtient
les inégalités au sens strict ou au sens large :

a>B <=—>a—B>0 et ! oc<{3<===>olc—£3<0
o>=p <= a-—p=0 et o <P <=>a—B<0.
a b a—0b

Sio—p=2—-=

n
est celui de a — &. Il en résulte que « et B sont dans le méme ordre que a et b ce qui montre
que la relation d’inégalité est une relation d’ordre total dans Q.

avec neZt-— { 0}, on voit que le signe de «—B

L’ensemble Q des rationnels constitue un corps commutatif ordonné.

105.Valeur absolue d’un rationnel, —— La valeur absolue || du rattonnel
« est égale a « ou @ —« suivant que « est positif ou négatif,

ju]=asia=Dd et Jo|=—asia <0

la]

161

Notons que :

R

. —_ 3
Ainsi '_77|”7 et

106, Propriétés des valeurs absolues. — 1° La valeur absolue de la
somme de deux rationnels est égale a la somme de leurs valeurs absolues
ou a leur différence suivant que ces deux rationnels sont de méme signe
ou non.

Soient : a=§a(3——§ avec a,beZ e neZt— {0}

a) Si a et b sont de méme signe :
et b _lal1b]_lal 1) _,

]°‘+B| l"l “l‘l‘lﬂl-
Si a et b sont de signes différents en supposant{a| > |b1:
b - b
oty =lotlllel=ib)_lal D2l o)

n n n
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2¢ La valeur absolue d’une somme de plusieurs rationnels est au plus
égale a@ la somme des valeurs absolues de chacun de ses termes.

La propriété est immédiate pour deux termes car en supposant | a| = | ] :
e+ Bl=lal-|B] oubien Ja+B|=a|—|B|<|a|<|a|+I[BI
Elle s’étend de proche en proche 3 un n(;mbre quelconque de termes :
le+B+yl<la+tB]+ivI<lal+]IB]+1Ivh

‘Notons que ’égalité a lieu lorsque tous les termes sont de méme signe,

3¢ La valeur absolue d’un produit ou d’un quotient de rationnels est
égale au produit ou au quotient des valeurs absolues de chacun des termes.

oy lacel dal-lhllel lallclle]
lebv | = [gar) = (5T TaT 171 = 151 @) 17 = e el
o _ad x| _lal-ldl_la|lel |o|
B ¢ B8 [6]-]el 1&1°|4d| B |
En particulier : | - | = .
n particulier : | = | = =

107. Propriétés des égalités et des inégalités dans Q. — Les propriétés des égalités
et des inégalités dans 'anneau Z des entiers relatifs (no® 88 et 89) se démontrent de la méme
fagon dans le corps Q des rationnels. En particulier tout rationnel non nul est régulier
aussi bien pour I'addition que pour la multiplication.

En désignant par a, b, ¢, x, m des rationnels donnés:

a=b<e—>atx=b+xn
VreQ [a>b<=>a+x>b+x
a=b <= am=bm
Yme Q* [ am > bm
. pour m > 0,
a>b<e=1 0 bm pour m < 0.

108.Propriétés des rapports dans Q.

1o Un rapport est invariant lorsqu’on multiplie ou lorsqu’on divise ses deux termes par
un méme rationnel non nul.

En désignant par a, b, ¢, m, x, y des rationnels donnés :
am

a
X == 3 <=3 q==bx <> am = bmx <> X =—
b bm

donc pourm £ 0: %=Z—7-7Z=Zf—:z

Les rapports peuvent étre simplifiés ou convertis au méme dénominateur.
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2° Pour que deux rapports soient égaux il faut et il suffit que le produit
des extrémes soit égal au produit des moyens.

a ¢ ad be ]
Done : e_¢ . 8_b _  b_d
onc : b d ¢c d a ¢

3° Dans une suite de rapports égaux, chacun d’eux est égal an rapport de la somme des
imérateurs et de la somme des dénominateurs.

Si: FSE T =% les égalités : @ == bx, @' = b'x, 2" = b"x entrainent:

a+a 4a =bx+bx+bx=(>b+b+b)x soit: x=%:

Plus généralement :

a _a" ma— na' + pa’
¥ b mb— nb -+ pb”

109. Opérations sur les rapports. — 1° Somme algébrique de rapports :
On commence par les convertir au méme dénominateur :

5i S:: % f_z: Y et:;; = 2, les égalités a == nx, b = ny et ¢ = nz entrainent :
donc : ‘-1—~11+5;~_“___..__.._““b+‘
n n n 7

2° Produit de rapports ¢

Si :%z xvﬁ-—-y et ;: % les égalités a = bx, ¢ =dy et e==fz entrainent
ace = bdf . xyz
. ace
Soit ; XYy = g
L. we
bdf  bdf

3¢ Quotient de deux rapports :

si: - c ¥y .
i: p=a et - =y onvoitque:

a=Dbx etdy=1c => ady = bex =—=> s = b

done : a ¢c_ad_a
ONnce ¢ z'd*i;l?_b.
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Donc: 1: ;l = 1-‘—1 = ‘—1 L inverse de 7t :-—l D’oit la régle :

Pour diviser par un rapport, il suffit de multiplier par son inverse.
110,Définitions. — 1° On appelle moyenne arithmétique et moyenne

harmonique de deux nombres donnés a et b les deux nombres m et h
définis par :

1 1 141

On voit que : A = 2 ab PRy S mh = ab. Si a et b sont positifs on vérifie aisément que
a<b=>a<h<m<b

Ces moyennes se généralisent pour » nombres donnés 4, 4, ¢... !:
1 1
m=_ Za et e

20 On appelle birapport de quatre nombres 4, b, ¢, d le symbole :
b J)_c-—-—a d—a _(a—c)(b—d) (ab+ cd)— (ad + b)
(@bed) = 3 : T = G = F—=0) — (ab + ¢d) — (ac + 5d)
On vérifie aisément que : (abed) = (badc) = (cdad) = (dcba). On peut donc inverser
simultanément les deux couples (a, d) et (¢, d) ou les échanger sans modifier (abed).
Comme d’autre part : (abed) . (bacd) = 1 et (abed) + (acbd) = 1, il en résulte qu’avec
les 4 nombres a, b, ¢, d on ne peut former que les 6 birapports distincts :

(abod) = %, (bacd) = 31 (acbd) = 1 —1, (cabd) = == (cbad) = =27 et (bcad) =

7\——-1

111. Puissances entiéres de rationnels, — La définition et les propriétés des puis-
sances entiéres dans N (no¢ 59 et 60) s’étendent au corps Q des rationnels.

Pour a, b, ce Q et m, n, pe N, on obtient comme au n® 59:
a®=1 et a**l=g"a soit: a™=a.a..a (m facteurs).

10 (abc)™ = a™.b™.c™,
A" o™
20 (5) == (résulte du ne 109, 29),

30 a™.a".a? = a™inty,

40 (am)? = (a®)™ = a™.
am

am 1
5°p=a'”“"pourm>p et = -3=m pour m <p.

ab
Notons que pour a et b rationnels positifs et m > 1, on a, comme au n° 61 :
a=b<=pa®=b" et a<b<—>a" <bm
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112.Exposants négatifs, — Si m, n, p sont des entiers positifs, on convient de poser :

1 1

(e M=P —
a™t = et P =

T 1. . .
En particulier : ¢~ == a désigne l'inverse du rationnel 4.

On peut vérifier que toutes les formules du n°111 s’étendent sans restriction aux expo-
sants relatifs. Ainsi pour m, n, pe 7 :

m+-p
10 gt.q%.qf = am._l-.ap — a = qM—n+p
a® a® )
0 —~m)p 1 p——- .-—l —~mp m)-p
2(“)=a—fn"'amn=a =(a)'

113.Répartition des rationnels. — 1° Le corps Q des rationnels est un ensemble
totalement ordonné (n° 104), illimité dans les deux sens car tout rationnel « admet des
rationnels supérieurs « - A et des rationnels inférieurs « — 2, ceci quel que soit le ration-
nel positif A. On traduit cela en disant que :

Il i’y a pas dans le corps Q d’élément maximal supérieur a tous les
autres, ni d’élément minimal inférieur a tous les autres.

Il en est de méme pour I'ensemble des rationnels positifs (ou négatifs) car quel que
soit le rationnel positif ¢, il est supérieur 2 tout i pour & > 1. Par contre 0 est un élément

minimal dans Q+, maximal dans Q.

20 Entre deux rationnels distincts « et B on peut intercaler une infinité
de rationnels.

Sia<P tout A tel que 0 <A <P—oa=>a<<a-dir<B.

En particulier entre « —¢ et « - ¢ s’intercale tout rationnel « 4 % pour k> 1.

On traduit ce fait en disant que :

L'ensemble des rationnels est partout dense.

3° Quel que soit le rationnel o il existe un entier relatif unique n tel
que :
n<a<ntl
On peut toujours supposer que o est le quotient g de deux entiers relatifs @ et b tels
que |b] > 1, ce qui entraine : || <|a| => —]a]| <a< +]al

I1y a donc des entiers relatifs supérieurs 3 «, des entiers relatifs inférieurs ou égaux 3 «
et n est 'é)ément maximal de ces derniers. L'ensemble Q est dit archimédien.

114.Valeurs décimales approchées d’un rationnel. -— Rappelons qu'on appelle
rationnel décimal tout rationnel de la forme -1%57 ol xeZ et ne N. Un tel rationnel peut

¢’écrire sous la forme d’un nombre décimal : 31%{3 = 2,718,
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Si le rationnel « s’intercale entre les entiers consécutifs a et b = a - 1 de telle sorte
que : a < o < b, on dit que a et b sont les valeurs entiéres approchées, la premidre par défaut
la seconde par excés, du rationnel «,

Le rationnel 10« s’intercale de méme entre les entiers x, et x, 4 1.

x x 1 1
Xy S 100 < &, + 1 =>a,,=1—0”; <a<-—"T(_;—=b,, et b,,—a,,=-l—0-;,-

Les rationnels décimaux a, et b, sont les valeurs décimales appro-

l h]

chées a % prés, la premiérepar défaut, laseconde par excés, du rationnel «,

Les relations : 10x, < 10" o < 10(x, + 1) et 2, < 10" 0 < x4y + 1
entrainent (n® 51, 1°) : 102, < %4y < 10 0 <2,y + 1< 10(x, 4 1)

Soit en divisant par 1071 ;. a, < @y < & < b4y < by,  les deux égalités a, = a4
et b, = b,,, s’excluant mutuellement car b, — a, > bpiy — Guig.

Les deux suites {a,} et {b,} vérifient donc :

A< o <a < o< ... e<..<h<hH<h<h

La suite {a,} détermine la suite {b,} et la différence b, — a, finit par
devenir inférieure a tout rationnel positif donné.

En effet b, = a, i}(i"_ et b, —a, = I_IO"" < g == [0% > ;1-, ce qui est réalisé

dés que 7 atteint le nombre de chiffres de la valeur entiére par défaut de %

EXERCICES

.79, 1° Etant donné un entier r > 1, montrer que 1’on définit dans I’ensemble produit Z X N
une relation d’équivalence par : (a, #) = (b, p) <&=> ar® = br".

2° Dans 'ensemble E, des classes d’équivalences obtenues on définit :
(@n)+ (b,p) = (@?+ br'yn+p) et (a, n)b,p) = (ab,n + p).

Etudier la stabilité de ces deux opérations, leurs propriétés et en déduire que E, a une structure
d’anneau. Cas ou r = 10 (ensemble décimal E;,).

3° Montrer que E, est inclus dans Q par la relation (a, #) = ;a; et retrouver ainsi les propriétés
de E,.
2
at+b
10 Montrer que I’addition harmonique est associative, commutative et admet une opération

80. Dans le corps Q, on définit 1a somme harmonique de a et b par: axb =

inverse toujours définie : calculer x tel @ = b * x. Montrer que;l * % ==

1 . .
oy et que la multiplication
est distributive par rapport 4 I’addition harmonique.

2° On pose [a]® = a *a, puis [a]*+! = a" * 4. Calculer [a]". Quel sens peut-on donner au sym-
bole [a]¥ ou [515? ' '
3° La moyenne harmonique de a et b est le rationnel & = 2 a * b, Montrer que ¢
atb
2

0<a<b==>a<h< <b.
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: . 1 1 1 1
81, On considere lasomme Z(n) = 1 + 3hgtato s
1° Montrer que chaque terme i est la moyenne harmonique des deux termes qui I'encadrent ou
- 1 1
de deux termes équidistants i et T

20 Démontrer par récurrence que X (27) > %(P + 2). Montrer que, quel que soit A >0, on
peut trouver 7 tel X (n) > A.

* = Etablir par récurrence les relations suivantes :

111 1 "
BRAh-ptmtat tiayy SvT
1 1 1 1 1 n(n+3)
B o=ttt YT eT) Cia T e D
1 1 1
R Rl WX SR % ¥ 5 S ey P sty g
11 1
3 ‘”<n+1)'<n+z)<n+3)']
- 1 1 1
85. z':""12 .(p+1)+2.3..(p+'2)+ +n ”1+ s (np) .
=1[1 _ .
"p[p (n+1)(n+2) (n+p)]
86.S=l+r+r’+--'-+r"==':+i_—11-

nr™® — (m A1) Pt 4y
r— 12

87. S, =1.r+2r0 43134 v b =

88. S; =127+ 202 L 323 L v Lot
_ntr (2 4 2n 1) (- 1B — g —
R =1

89. Montrer que la valeur S, de Pexercice n® 87 est le produit par r de la dérivée de S (n®86) par
rapport 2 7, Vérifier de méme la valeur de S, (n® 88) en dérivant par rapport 2 7 la valeur de S,.

90. Utiliser les résultats pour S, et S, (exercices n% 87 et 88) pour calculer :
Sg=12r+ 237+ 3424 .... +5(n+ 1)
S, =137r+4+242+3524+ .... +tn(n+ 2)rm

91. Retrouver les résultats Sy et S, en dérivant par rapport 2 r les produits de S, (n° 87) parr
ou 7%,
i X Y B .
92. Etant donné la suite de rapports égaux o - pos ( 2) et la relation :
ux + vy + ws + rt = 0, former une relation entre a, b, ¢, u, v, w et r, puis une relation entre a, b, ¢,
x, ¥, zett

- —t
93.51 = =X T2 o T% ot wx+ vyt ws+rt= 0, montrer que 'on peut former
pu qu r w :
une relation entre p, ¢, u, v, w et 7 ainsi qu’entre p, ¢, x, y, T et 1,
Xz —~myt __yzx—mxt _ x84 y2  —mxy
v 2w

1° En déduire une relation entre m, x, ¥, 2, L puis que : ux + oy = wz + re = 0,

94. On donne : et ux+ vyt we =0,
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0 x -y 2z -1 . '
2° En posant Pl e - = B trouver une relation entre m, u, v, w, r et montrer
o M T mYw _ vr — muw —muy w4 o?
u : = — == .
aq x ¥ 2 2t

1 1
95. Fractions continues. — Soit x un ratxonnel positif donné. On pose: x = a, + x{ = q + =i
2

1 . . .
Xg = ap + sc—etc... ol ay, a;, a,, ag désignent respectivement les valeurs entitres par défaut de x, x,,
3

%, ¥3. On pose ensuite :

29._—:&’; .lzlzao.]-.l_; -P—’—.:ao-]-—-\—l-—; &-_—-_ao-]-____l._..__. etc.
Q, t 1 a’ Q a+l Qs ag + 1
1 aq 1 a2+.!.

as

La fraction -—-» représentée par le symbole (ay, ay, @y ... @y, a;) est la réduite 7;, du nombre x que

Qp

T’on peut écrire ; & = (ag, Ay, ... =1, ¥
. 2
1° Calculer les entiers ay, a,, ag, a3 ... pour ¥ = 1 (3) Yo et montrer que le nombre # de ces a; est

limité. Calculey les différentes réduites de x.

2° Démontrer par récurrence que : Py = @,Pr—; + Py-g et Qp = 2;Q1—1 + Qps-
En déduire un procédé rapide pour obtenir les diverses réduites A I'aide du tableau ci-contre :

a, a as as a;
1 Py =as |P1=aga;+1| Py = Py = Py =
0 Qy =1 Q, =a Qg = Q= Q=

30 Etablir de méme que : Pp.1Q; —PiyQi-y = (— 1)%. En déduire que chaque réduite est
irréductible et que chacune d’elles est comprise entre les deux précédentes.

96, 1° Développer —= 157 en fraction continue : (aq, @y, ... Ay, a,) et montrer que les termes de la

68
= (ay, a3 ... ay-) permettent d’obtenir, dans Z, une solution en entiers de I'équation :

68x— 157y + 1 =0.

20 En déduire, dans Z, une solution de I'équation 68x ~— 157y + 37 = 0, puis la solution la
plus simple de cette équation et sa solution générale.

97, On reprend I'équation précédente : 68 x — 157 y - 37 = 0 que l’on peut écrire successi-
vement puisque : 157 = 68 x 24 21 et 37 =21 - 16 :

68(x —23)—21y+ 37 =0 wmemp 68(x —2y)—21(y—1)+ 16 = 0.
190 Appliquer 4 nouveau le méme procédé jusqu’d obtenir une équation de la forme :
(ax -+ by + ¢) + m(a'x + b'y + ¢) = 0.

20 Constater que le systéme : ax - by 4+ ¢ = 0; a’x + b’y - ¢/ == 0 admet une solution dans Z,
solution de 1’équation proposée (ceci peut s’établir en comparant les coefficients des groupes inter-

P,
te
rédui Q,,..

naédiaires aux termes P, et Q; des diverses réduites de la fraction continue égale & 687 )

3° En déduire la solution générale, dans Z, de 1’équation proposée.

— En utilisant I’un des procédés des exercices 96 ou 97, résoudre dans Z les exercices n® 61 3 66
ou les équations suivantes :

98, 32x—27y =23 99, 41x—67y =49
100, 25 x— 33y = 47 101. 79x—87y =31
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102, 46x—37y =15 103, 109x — 751 = 47

104, S3x—47y = 44 105. 127 v — 89y = 25.

106, Ensembles linéairement récurrents, — L'ensemble ordonné E = {aq, ay, a4 ... 4, } est dit
solution de la relation de récurrence : ay4p =~ 5 @34 + 6@, =0 m
si ses termes consécutifs vérifient cette relation quel que soit k=0, 1, 2, .. n—2,

7
1° Déterminer E, pour : ag = —%%’ o =-—c et n=38.

20 Pour que E = {a; = r*} soit solution de (1) il faut et if suffit que 72 — S 7 -}- 6 = 0. On trouve
7y = 2 et ry = 3. Montrer que, quels que soient A et B, P’ensemble E (2, 3) = {a; = A2* | B.3¢}
est solution de (1). Déterminer A et B pour obtenir E4. En déduire que E (2, 3) est la solution la plus
générale de (1).

"
3° En partant de lidentité : 1 4 r 424 ... " = rr —~ que P'on vérifiera par récur-

rence, calculer la somme S des # - 1 termes de E (2, 3). Véritier en établissant P’égalité :
S—a—a)—50B~a—ay)+ 68 -—a,. —a)=0

107. L’ensemble ordonné E = {ay, ay, ... a5} est solution de : ap4q— 6 ap4y - 9 a; = a).
1o Déterminer E, pour : qy = —2, a; = — 3 et n = 6.
20 Démontrer par récurrence que, quels quesoient A et B, 'ensemible E(3,3) tef que a;, = (A {- Bk) 3¢
est solution de (1). Retrouver E, et en déduire que E(3,3) est la solution la plus générale de (1).

n + nt+s n
30 En utilisant les identités 2 rk = r___:_l__l_ et 2 Rk = 21 (£"_+1)12) i ol 4
(cf ex. n% 86 et 87) que I'on peut vénﬁer par récurrence, calculer la somme des # -} 1 éléments de

E (3,3). Vérifier en établissant que: (S —ay—a)) —6(S — ag— a,) + 9(S — ay-y — a )= 0.

— Déterminer comme a I'un des exercices précédents I'ensemble ordonné {a, a,, a,... ay }
solution de la relation de récurrence suivante et calculer la somme des n 4 1 éléments :

108, a4 —S5a, =0 Application pour : ay = 6-2—5- etn =8
23

109. aus—3a,,,+ 2a4,=0 —_ a.=-——2—-a1=—lletn=-10.
110, a@y—2ap,+ a,=0 — ap= lag= 3 e n=299,
111, o —4ay, +4a. =0 —_ a= laa= 4 et un-=10.
112, aq— a, —20,=0 — a= 0= 3 e n=10
113- Apqg = Ay —6 a; = 0 -_— Ay === 0, a = 1 et »-= 8,
114. 24— 503, + 204 = — a,= S,aqy= 4 et n= 1,

115. 3ap s — 4 - =0 -_ a, =80, a0, =26 et n= 8




6¢ Legon

LE CORPS R DES NOMBRES REELS

115. Nécessité d’une extension du corps Q. — Bien que le corps Q des nombres
rationnels soit partout dense (n° 113), il ne suffit pas A la représentation exacte de tous les
nombres qui se présentent en Mathématiques.

Ainsi, d’aprés le théoréme de Pythagore, la longueur x de la diagonale du carré de c6té 1, doit
vérifier la relation : x2 = 1 + 1 ou &% = 2. Or, on démontre en arithmétique que tout entier positif
autre qu’un carré parfait : 0, 1, 4, 9, 16, 25, etc. ne peut étre le carré d’un rationnel. 11 n’y a donc pas
de rationnel x dont le carré est égal 3 2. Ce nombre x, qui correspond ainsi & une lacune dans le corps Q,
constitue un nombre irrationnel qui sera symbolisé par \/ 2.

Nous verrons plus tard que les notions de limite, de rapport trigonométrique, de loga-
rithme, ou d’exponentielle se traduisent le plus souvent par des nombres irrationnels.

" 116, Notion de coupure dans le corps Q. — On réalise une coupure T
dans le corps Q des rationnels lorsqu’on effectue une partition de Q en
deux sous-ensembles complémentaires non vides X et Y tel que tout
élément x du premier soit inférieur & tout élément y du second.

YreX,YyeY = x <y.

Comme X U Y = Q, il ne peut y avoir simultanément un élément maximal #' dans X
et un élément minimal 7" dans Y car cela impliquerait : & < 7' < r" < y et tout rationnel
compris entre 7' et 7" ne serait pas classé,

1o 8’ existe un rationnel r, élément maximal de X ou élément minimal de Y, nous
dirons que I' est une coupure rationnelle associéde d r.

r
(1) | ()
OFOOOIOO?00000‘00600000?00000O

a=r- b=ra)
Fig. 20.
L’ensemble {a} des rationnels a inférieurs 3 » constitue la classe inférieure 1 de la

coupure ', L'ensemble { b} des rationnels b supérieurs & 7 constitue la classe supérienre S
de la coupure T'. Donc (fig. 20) :

acl <=>a<r et beS<=>b>r.
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~

. - 7 7 7
Ainsi les deux coupures définies par : v < 55 > 3 et par: x < Y = 3 sont toutes deux asso-

. . 7
cides au rationnel 5 admettent les mémes classes I et S :
7 . 7
uel<~——>a<2, beb<=——-’—/-b>5_
C’est pourquoi nous ne ferons pas de distinction entre ces deux coupures.

20 S'il n’existe pas d’élément maximal dans X, ni d’élément minimal dans Y, la coupure
1" est dite irrationnelle (ou associée & une lacune de Q). Les deux sous-ensembles X et Y
constituent alors respectivement la classe inféricure 1 et la classe supérieure S de 1" (fig. 21).

(1) lacune (S)
OOOOO?OOOOOOOOOObOOOOO?OOO
a b
Fig. 21.
ExemprLE. — Convenons de ranger dans un ensemble I tout rationnel négatif ou nul ainsi que

tout rationnel positif a tel que a? < 5, puis dans un ensemble S tout rationnel positif b tel que % > 5.
‘Tout rationnel est ainsi classé dans I ou S car il n’y a pas de rationnel positif dont le carré est égal a 5,
Donc IUS =
r:0<a, 0 <betat< 5 < b? == 0 < a < b. Par suite tout élément de I est inférieur 2
tout element de S. Nous avons réalisé une coupure I' dans le corps Q.
10a

I+5

5 ,.
vérifient

D’autre part, on peut aisément voir que les rationnels positifs : 4 = ety =

+
26
‘u>a, v<b et u<5<od
Tout élément positif @ de I admet donc un élément supérieur-u et tout élément b de S admet
donc un élément inférieur v. Il n’y a pas d’élément maximal dans I ni d’élément minimal dans S.
La coupure 1" est irrationnelle et admet pour classes 1 et S.

En définitive :

117. Théoréme. -~ Toute coupure T' détermine dans Q deux classes 1 et
S telles que :

1° Tout élément a de 1 est inférieur a tout élément b de S.

2% La classe inférieure 1 n’admet pas d’élément maximal et la classe
supérieure S n’admet pas d’élément minimal.

3° Si un rationnel unique r échappe a cette répartition, la coupure est
dite rationnelle et a <r <b. Sinon la coupure est dite irrationnelle et
1US =

Ajoutons que tout rationnel x, inférieur 4 un élément @ de I, appartient obligatoire-
ment 3 I, tandis que tout rationnel y supérieur 3 un élément & de S appartient obligatoire-
ment a S,

Nous représenterons une coupure 1" par le symbole (a | b) qui se lit « a coupure b »
et dans lequel ¢ désigne un élément quelconque de 1, et b un élément quelconque de S,
Si I' est une coupure rationnelle associée 3 #, on peut, en désignant par A un rationnel
positif-arbitraire, poser a == r — A et b =17 - .. La coupure I' est alors représentée par
le symbole (r — A | r ++ &) ou simplement par [r]. Signalons que dans ce cas la partition
de Q en trois sous-ensembles I, {7}, S est parfois appelée coupure généralisée.
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118. Définition. — On appelle nombre réel (ou relatif) toute coupure
dans le corps Q des rationnels.

La classe inférieure I et la classe supérieure S de la coupure (a| b) deviennent les
classes I et S du nombre réel : « == (a | ). Toute coupure rationnelle détermine ainsi un
nombre réel {r] == (r — A | r + 1) associé au rationnel r,

On identifie tout rationnel r avec le nombre réel [r] auquel il est
associé,

Le corps Q est donc ainsi inclus dans Uensemble R des nombres réels :
NcZcQcR

Toute coupure irrationnelle détermine un nombre réel dit irrationnel.

119. Comparaison des nombres réels. — Par définition :
1° Deux nombres réels « et «' sont égaux s’ils ont méme classe infé-
rieure et méme classe supérieure.
a= o <= =I" e S=8§.
Mais pour démontrer que « == o', il suffit d’établir Pune des conditions I =1' ou S = S,

En effet, I = I' =2 (I = (ol’. Par suite, ces deux compléments admettant ou non un
élément minimal, on obtient S = S’ et & = o',

« = o <> I[=T <=3 | 8=8

Autrement dit

Tout nombre réel, rationnel ou non, est déterminé par l'ensemble des rationnels de sa classe
inférieure 1 ou de sa classe supérieure S,

2° Tout nombre réel « est supérieur a tout rationnel a de sa classe
inférieure I et est inférieur a tout rationnel b de sa classe supérieure S.

Yael,jbeS = "| a<a<d

Cette définition, compatible avec l'inclusion Q C R, permet de comparer par transitivité
deux réels quelconques « ¢t o’. Ainsi pour r rationnel :

e <r < o' =pa<a; a>r> o =>a> o,
S’il est impossible d’intercaler un rationnel r entre deux réels « et «', tout rationnel 4
inférieur 2 Pun d’eux est inférieur & I'autre. Donc I = T’ et & == o'

Deux réels quelconques sont donc comparables et la relation d’inégalité est une relation
d’ordre total dans R.

Pour que deux nombres réels soient distincts il faut et il suffit que Pon puisse intercaler
un rationnel r entre ces deux nombres. On peut alors en intercaler une infinité car si « > o
tout élément 7 de I N S vérifie o' < r < «. Notons enfin que tout réel o est I'élément
séparatif entre les rationnels @ de sa classe I et les rationnels & de sa classe S.

39 Un nombre réel « = (a|b) est dit positif s’il est supérieur a zéro,
négatif s’il est inférieur a zéro.

« positif <=> o« > 0 Ocl <==>b>0ybeS.
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% négatif <==> o < 0 0eS a<0yael

On désigne par R* 'ensemble formé par zéro et les réels positifs, par R~ ’ensemble
formé par zéro et les réels négatifs et par R* ’ensemble des réels non nuls.

o € Rt <= a 20, BeR <—==p<0 et vy e R* <= v £ 0.
On appelle nombre arithmétique tout réel positif ou nul, élément de R+,

120. Corollaires. — 1°Pour démontrer que « = o' il suffit d’établir que
tout élément de 1 appartient a I’ tandis que tout élément de S appartient
as’,

ICl=>2{% et SCS=>a>a soit x=2.

20 Quel que soit le réel « il existe un entier relatif n tel que :
n<a<<n-+1,
Six = (al b) tout entier relatif inférieur 3 a est inféricur a « et tout entier relatif supé-
rieur A b est supérieur A o. Donc 1 -|- 1 est le plus petit entier, élément de S.
L’ensemble R est dit archimédien.

121. Ensembles adjacents de ratlonnels. — Il n’est pas nécessaire de connaitre tous
les éléments des ensembles X et Y (ou de I et S) pour définir une coupure dans le corps Q.
Il suffit d’en connaitre deux ensembles adjacents :

Deux ensembles de rationnels A et B sont dits adjacents lorsque :
1° Tout élément a de A est inférieur a tout élément b de B.

2° Quel que soit le rationnel positif arbitraire ¢, on peut trouver un
élément a de A et un élément b de B tels que b—a <.

Il en est ainsi des deux ensembles A = {a,} et B = {b,} formés par les valeurs
décimales approchées par défaut et par excés d’'un rationnel «(n°® 114). Montrons que

122. Théoréme. — Deux ensembles adjacents de rationnels A et B
définissent une coupure dans Q.

Rangeons dans un ensemble X tout rationnel x inférieur ou égal i un élément
quelconque a de A et dans un ensemble Y tout rationnel y supérieur ou égal A un élément
quelconque b de B: x<a<b<y—=—>2x<y,

Il ne peut échapper deux rationnels distincts 7’ et r” A cette répartition, sinon on aurait :
a<r <r<b=>b—a>r—r
et on ne pourrait aveir : b —a <e < r" —r'. $’il existe un rationnel r non classé tel que
a <r < b, il peut se rapger au choix dans X ou dans Y,

Les deux ensembles X et Y vérifient alors XU Y = Q et réalisent une coupure dans Q

Ensembles adjacents Coupure _ Répartition :
AetB (X,Y) “ | (1,S) ou(l, {r},S)

Par suite (n° 118) :

123. Corollaire. — Deux ensembles adjacents A et B de rationnels
définissent un réel unique « = (a|b) tel que : a < e <bou a<<a<b
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S'il n’y a pas d’élément maximal dans A, ni d’élément minimal dans B, on a2 méme :
a<<a<b cardanscecas: ACletBCS.
124. Remarque. — Les deux classes I et S d’un réel « = (a|d) sont deux
ensembles adjacents, '
C’est immédiat pour un nombre rationnel « == [r] car :

€

a<<b et a=r——3’b=r+%=>b——_a:§e<e.

— a

Si « est irrationnel, on peut, pour a et b donnés, trouver z € N tel que : A = b <e

Les rationnels a, a -+, a -} 2 A, w.a -+ #h =bse répartisserit‘," les premiers dans I
et les suivants dans S. En désignant par &' le plus grand d’entre cux classé dans I et par
b' le plus petit classé dans S, on obtient ¥’ — a’ = A <,

On pourra donc toujours supposer que le véel o = (a|b) est défini par deux ensembles
adjacents A = {a} et B = {b}.

125, Valeurs décimales approchées d’un nombre réel. — Les définitions et les
propriétés établies au n® 114 pour un rationnel s’étendent sans restriction 2 tout réel.

Tout nombre réel « est déterminé par I’ensemble, illimité ou non,
de ses valeurs décimales approchées par défaut,

Soit a, la valeur décimale approchée & 1/10" préé par défaut du nombre réel o et
b, = a, + %, la valeur par exces correspondante : @, < « < b, implique
a, <o < bg=>a, <b, '

et quel que soit ¢ on finit par avoir b, — a, < ¢ (n° 114). Les deux ensembles {a,}
et {b,} sont donc adjacents et définissent (n® 123) un réel unique o’ tel que a, < b,, donc
égal 2 o

126. Remarque. — La notion d’ensembles adjacents permet, ainsi que nous I’expo-
sons ci-dessous, de définir les opérations dans R. Comme le programme de la classe précise
« Exposé sans démonstrations des propriétés des réels », I'étude des démonstrations est entidre-
ment facultative,

OPERATIONS DANS L'ENSEMBLE R DES REELS.

127. Addition des réels, — Soient deux nombres réels o = (a|b) et B == (a'|¥’).
L'ensemble A des rationnels a -}- @’ et ’ensemble B des rationnels & 4 & sont adjacents
car :

Ioa<b e & <b=—>ata <b+¥.

20 Si ¢ est un rationnel positif donné, on peut trouver (n® 124), a, b, @', ' tels que :
b—a< 52 etd —a <%=>(b +¥y—(@a+a)y=@b—a)+ (¥ —da)<e

Les deux ensembles adjacents A et B définissent un nombre réel
(@ +a' | b+ ¥) appelé somme des réels « = (alb) et 8= (a'|¥).

On écrit (@ld)+(@|b)=(a+a|b+¥)
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Cette définition est compatible avec l'inclusion Q © R car pour « et B Q :
[ +B]=(@—2r24+0)+@E—p|ft+w=@E+—r—ula +p-+2r+p)
Soit : {x] - [B] = [« + 8]

128. Propriétés de 1’addition dans R.
10 Flle est associative car (a -+ a'| b 4 b') 4- (a”" | b") et (a| b) - (a' |- a" | b 4- b") sont égaux
d@+a 4 a" b+ +b"). Donc: (a+PB)-i-v=a+ 4 Y.
20 Elle est commutative car (a - a' | b 4- b') = (a’' + a| b’ + b) montre que :
(@| B+ (@ |6)=(|b)+ (a]d) donc: a+ =20} a
30 Elle udmet pour élément neutre : 0 = (— 1| 4- M. Si a = (a| b) :
a4 0=(a]b)+ (Al +N =(a—nr]b+ N
Or: a—>Xetb + A sont respectivement éléments des classes I et S de «, done (n® 120, 19) :
(@a—Ab+2)=(a|b) et: aa--0=0-}a=a
4° Tout nombre réel « = (a| b) admet un opposé. En effet :
a<b et b—a<ed=>—b<—a et (—a)—(—b<e

L'ensemble A des rationnels (— b) et P’ensemble B des rationnels (— a) sont donc adjacents et
définissent un nombre réel : & = (— b| — a).

Or : at+&=(@|b) +(—b|l—a)=(@a~b|b—a)=(—X[N=0
L'opposé & = (—b| — a) de « = (a | b) est unique (n° 27, 2°).
L’ensemble R a une structure de groupe additif abélien.

Il en résulte (n° 33, 30)I'existence et l'unicité de la différence ¥ = a — B = « +f de
deux réels donnés : ¥ = o — B <= 00 == B 4 X.

Notons que & opposé de « est égal & 0 — « et s’écrit — .

Les propriétés des sommes, différences, sommes algébriques(n°® 742 76) s’étendenl d I'ensemble
R des nombres réels.

D’autre part, la valeur absolue du nombre réel « est par définition égale 2 « ou & —«
suivant que « est positif ou négatif. Tout nombre arithmétique m est donc la valeur absolue
du réel positif - m ou m* et du réel négatif — m ou m~, opposé A mt,

129. Corollaires. — 1° Un nombre réel « est supérieur, égal ou infé-
rieur @ un réel § suivant que la différence « — P est posuwe, nulle ou
négative.

Soient « = (a|bd), p=(a'| V)= a—B=a R =(a—b|b—a)

Si @ > B, tout rationnel 7 tel que « > 7> § est un élément de {a} ainsi que de
{b'}. Par suite r — 7 = O est un élément de { g — b } =>a— B> 0(n° 119, 39),

De méme « < fe=>a — <0 et puisque a = p==>a« — B =« + f = 0, on voit
par réciprocité que :

a>pe=>pa—p3>0; a=fet=pa—PB=0; «<P<=>a—Pp<0.

2° La somme de deux réels positifs est positive,

Si(a|b)+(a'[d)=(a+a'|b+b)etsi 0 est un élément de {a} ainsi que de
{a'} il est aussi élément de {a - a'}.

Donc : a>0et >0 => a+p>0



LE CORPS R DES NOMBRES REELS 79

3° Nous pouvons donc parler de somme ou de différence de deux nombres arithmé-
tiques m et n et en déduire (n® 76) que : ,
m* 4 nt = (m + n)*; m~ + 0= = — (m* + n*) = (m + n)~
== (m — n)* pour m > n

+ g~ = mt —nt
mt 4-n m n = — (nt ~m*) = (n — m)~ pour m < n.

On retrouve la régle d’addition des nombres relatifs (cf. n® 72),

130. Multiplication des réels positifs. — S5i = == (a|b) est un réel positif, nous
supposerons dans ce qui suit que 0 < a < b. D’autre part, tout rationnel r positif peut
v

s'écrire [r] = (-I%

rk) en désignant par k tout rationnel supérieur a - 1.

Soient « = (a | b) et B = (a'| ) deux réels positifs. Les deux ensembles A = {aa'}
et B == {bb'} sont adjacents car :

lP0<a<bd et 0<a' <b=—>0<aa <bb'.

20 Si ¢ est un rationnel positif donné, choisissons les rationnels m > « et m' > 8.
On peut alors trouver &, b, @', b’ tels que :

. ! ! ‘. —_ . Ve ! €
a<b<m a<b<m; b a<m|m” b @ <
Mme m'e
M » ! ! ! — r r
ce qui donne : b (b —a)+a(b——-a)<m m'+m el == bb' — aa' < c.

Les ensembles adjacents {aa'} et {bb'} définissent un nombre réel
positif (aa' | bb') appelé produit des réels positifs o = (a|b) et p = (a' | &').

On écrit : (@) 0) (@ |b) = (aa' | bb')

Cette définition est compatible avec Pinclusion Q € R car pour « et e Q*

o 161 = (3] o) (5| ) = (2] =6 4) = 01

131. Propriétés de la multiplication des réels positifs.

10 Elle est associative car (aa’ | bb') (a" | b") et (a|b) (a'a"|b'D") sont sous deux égaux a
(ae'a” | bb'b"). Donc @ (xB)y = « (BY).

20 Elle est commutative car (aa'| bb’) = (a'a| b'b) montre que :
(@} d) (a'|d") = (a'| b') (a] b), donc : «f = Ba.

30 Elle admet pour élément neutre - 1 = (-};

k)- En eflet « (4 1) s’écrit : (a | b) (;;lk) = (%

b
Or % et bk sont respectivement éléments des classes I et S de (a | b), donc (n° 119, 1°): (% I bk) = (a| b)
et o (+ 1) = a.
49 Tout réel positif o = (a| b) admet un inverse. Soit m un rétionnel tel que 0 < m < a. On peut
trouver a et btels que m <a<<b et b-—a<<mleg dolr:
1 1 b—a mie

0 <« < -
<b<a et ab <m-m

<&

Q=
Y -

== g =
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L'unique inverse du réel positif « = (a{ b) est donc o' = G)—

1).
a
50 La multiplication est distributive par rapport a l'addition. Posons : ¢ = (m | n).

(n|n)(a+ a'| b+ b) = (ma+ ma'|nb -+ nb’) = (ma| ab) 4 (ma' | nb’).
Donc : w(x + 8) = po - pf.

-L’ensemble des réels positifs est donc un groupe multiplicatif abélien.

On en déduit 'existence et I'unicité du quotient ¥ = - = af’ de deux réels positifs « et .
q B p

Notons que &' inverse du réel positif « est égal 2 é ct que’(cf. n° 56) :

o <B<=ppx <pf;  a> B y>d=>ay> 3

132, Puissances entiéres d’un réel positif. —— Pour tout s N, on peut donc définic
pat récurrence o” tel que @ < a < b <= a® < a® < b". Montrons que :

Si a = (a|b), les deux ensembles {a*} et {b"} sont adjacents et définis-
sent o = (a" | b*).
En effet(n° 111): 0 <a < b==>0 < a® < b" et si ¢ est un rationnel positif donné,

on peut choisir le rationnel m > o, et trouver aetbtels que:a <b <m; b—a < b

D'oti: (b— a) (b7 -+ b7 %a + ... + ba"~2 4 a™t) < (b — a)um" ) ==> b — a” <.
D'autre part les relations : a < « < b <=3 a® < o < b" entrainent pour « et { réels

positifs :
o= f <=== o = f® et o < B =2 o < N,

133. Extension dans R de la multiplication des réels positifs. — Tout réel «
peut étre considéré comme la différence @ — b de deux réels positifs ou nuls. C’est pourquoi
nous poserons d’aberd pour «, b, a’, b’ réels positifs :

ap = (a — b) (@' —b') = (aa’ + bb") — (ab’ + ba'). (1)
Cette définition est compatible avec Pinclusion QC R et la formule (1) peut se démontrer
(cf. n°® 57, 3%)pour « et B positifs. Montrons cependant que af3 est bien invariant si 'on remplace un des

facteurs par un facteur égal. Ainsi : @’ — b’ = " — b" entraine (u — b) (@' — b’) = (a —b) (a" — b")
car Dégalité : (aa’ + bb') — (ab' -i- ba’) = (aa" + bb") — (ab” + ba")

se réduit A : af@ + b))+ bW +a)=a( + a")+ b(a + b")
qui est une conséquence de : a’ 4- 8" = a" + b <=> a' —b =a"—¥".

10 Le produit de tout réel par zéro est égal & zéro. — Pour b’ = a’ la formule (1) donne :

(a — b) (2’ — a’) = (aa’ - ba') — (ﬁa’ +ba') =0 == «0 = 0

En particulier : (8 -+ 0) = off = a.f8 + «.0. Distributivité dans R*.
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20 Dorénavant nous pouvons, dans la formule (1), supposer a, b, @', b’ positifs ou nuls.
En désignant par m et # deux nombres arithmétiques, on obtient la régle classique :

(m*) (n*) = (m — 0) (r — 0) = (mn)* (m*) (n7) = (m — 0) (0 — n) == (mn)~

(m) (™) = (0 — m) (0 — n) = (mn)* (m™) () = (0 — m) (n — 0) = (mn)~

134, Propriétés de la multiplication dans R. — 10 On en déduit aisément que :

L’ensemble R* des réels non nuls constitue un groupe multiplicatif
abélien.

Il existe un réel unique x = z

8

t Co 1
a et o« = —- En particulier I'inverse de tout réel non nul x est ~ == 2,

» quotient de « par B (non nul) et pour z€ N on peut définir

20 La multiplication dans R est distributive par rapport d I’addition.
En effet, la formule (1) du n°® 133 donne, compte tenu de la distributivité dans R+ :

we+8) = (m—m)(@+a)— (b + )]
= [m(a-+a)+n(b+b)]—[md4+¥)+ n(a-+a))
= [(ma + nb) — (mb |- na)] + [(ma’ -+ nb') — (mb’ -}- na'))
= (m—n)(a—05) + (m —n)(a — &) = px - u3.

135. Conclusion. — Comme R est un groupe additif abélien (n® 128), on voit que :

L’ensemble R des réels constitue un corps commutatif ordonné.

Toutes les propriétés et régles de calcul établies dans le corps Q des rationnels se
démontrent de méme dans le corps R des réels. On pourra ainsi se reporter & ce qui a été
établi dans N, Z ou Q pour les sommes algébriques (n°® 76), les produits (n°s 85, 98, 99), les
rapports (n° 109 et 110), les puissances entiéres (n°s 60, 87, 111, 112), les dgalités (n° 88)
ou les indgalités (n° 61, 81, 89) et les propriétés des valeurs absolues (n°® 105 et 106).

RACINES

136. Racines d’un nombre arithmétique, — Etant donné un nombre « € R+ et un
entier naturel » > I, proposons-nous de déterminer un réel x € R+ tel que &* = a,

1er Cas. — Si o est rationnel, il peut exister un rationnel r € Q* tel que a = 7,
L’égalité x" == " équivaut (n® 132) dans R*, 4 x = r, solution unique du probléme. Ainsi :
- 64 4\ 4
t, J— == 35 —_ . : e t = e
&% =243 =3 §—-——>x-3 ;% =13 (5) <= ¥ =3
fjreN: a"=0 <=> =0 e =1 <> x=1,

2¢ Cas, — S’il n’existe pas de rationnel 7 tel que #® = &, distinct de 0.et 1, nous pourrens ranger
dans un ensemble A tout rationnel a positif ou nul tel que a” < & et dans un ensemble B tout rationnel b
positif tel que 5" > «. Aucun des deux ensembles A et B n’est vide car :

Si O<a<1: a<a<l<bd = a"<at<a<<l<b,
Si 1 <e: a<l<a<bh = "<l <a<<of<b
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Montrons que les ensembles A et B définissent une coupure irrationnelle dans Q+ :
12 Tout rationnel positif ou nul se range dans A ou B.
g <a<b == a"<I ==> a<b
30 Il n'y a pas d’élément maximal dans A, ni d’élément minimal dans B.
. . — 1) b -+

En effet 4 tout rationnel b tel que " > a, associons v = QL"‘,TL—T’LS .

. b —a
On obtient : b — v = ———— > 0donc b > vet:

nb"-t

b —pt = (b—0) (0" 0" 2ot L ) < (b 0) b = B —a

Soit ; " — o < b —a et v" > o Donc v est un élément de B inférieur 2 b.

”
En partant de (2) > 01‘ on en déduit que u = (—1;-:—;1;-5-_-‘_—;—”- est un élément de A supérieur 3 a.
Les deux ensembles A et B sont donc (n® 117) les classes I et S d’un nombre réel irrationnel :
x = (a| b) tel que @ < x < b. Les deux ensembles {4} et {d"} définissent par suite (n® 132) un
¥ éel unique : x" == (a® | ") tel que a® < x® < b". Et puisque @™ < « < b", on obtient : x" = «.

Le nombre x € Rt ainsi déterminé est unique car ¥ = y" = a —> «x

=9y. En
résumé :

137. Théoréme. — Etant donné un nombre arithmétique o, et un entier

naturel n > 1, il existe un nombre arithmétique unique x tel que »* = ¢,
appelé racine n**™ de o.

s > n
On écrit : x:'\/a <= A =a |,

Ce qui implique : x = \n/;'-' et ('\"/;)n =a

I 2/ —
Le symbole '\'/ est un radical d’indice n. Rappelons que '\/  s"écrit '\/ « et se lit

3
«racine carrée de o », tandis que '\/ a se lit « racine cubique de o »,

138. Propriétés des radicaux arithmétiques, — Soient a, b, ce R, n, p, A e N
10 '\7;1; = {/t'z'\/Z'\'y; - Posons x = 'V;'VE'\V;, nous obtenons :

A" == '\/a) ('\/ )" '\/c) = a.b.c == x=='\7a.b.c.
Ainsi: V5.07 =435 et A/875 = 3/125.3/7 = 54/7.

A e Va Va_ W _a .
2 \/vaz car X == n;=——> (\/.) 3=>x_v\/

SR
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0 [ Var— (Wl

donc : '\'yt;’ = &P = ('\’y;)p
Aimsi: V27 = (V27 = 32 = 9; /49 = (V) = 78 = 343,

wp s LAY v/ r/
'\/a == a car x == a == AN o= ’\/a.

. Y N S 7

Ainsi:  $/125 = { /125 = /5.

wy An
Var =\
n

" D'ou : A = M e = A\ @,

.
car x::'\/a———=>a==x"-———-¢—a”=(x")"=(x*’)"

40

50

o

ny—
car x == '\/a" === 3% u= q?

On peut donc simplifier un radical ou convertir plusieurs radicaux au méme indice.
Ainsi : Ve = "Vat = {/a

Va VN . Va =X/a Va . Va = & = ¥/ = a,

139. Exposants fractionnaires. — Si m et p désignent des entiers naturels non nuls,
on pose par définition :

) w [ YA 0 P
ae Rt ar = \/a”‘ et a v == a~m

Il eésulte de la derniére formule du n° 138 que pour @ donné, la valeur du symbole av
m

?

ne dépend que de la valeur de la fraction — qui peut étre simplifiée ou convertie 2 un déno-

minateur multiple de p.

On peut vérifier que toutes les régles relatives aux exposants entiers positifs ou négatifs
(n%s60, 111 et 112)s’appliquent aux exposants fractionnaires positifs ou négatifs. Ainsi :

m Bop m~—-n+p

» m_n.®
10 g% g Aagr = /a7 . /a7 V@ = \/am P =g % = a}

i

n
i+

mn

2 (& /T /T — g = =

140. Racines d’un nombre réel. — Etant donné I’entier naturel #» > 1, on appelle
racine n'tme du nombre réel a tout réel x tel que x* = a.

(— 5)® == — 125 —=> — 5 est racine cubique de — 125.
(4 3)* = (— 3)* == 81 ==> + 3 et — 3 sont racines quatriémes de 81.

1° Tout réel a a une racine d’indice impair de méme signe que lui.
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20 Un réel négatif n’a pas de racines d’indice pazr. Un réel positif a
deux racines d’indice pair opposées,

5
1o L’égalité x5 == a exige que a et ¥ soient de méme signe et que | x | = \/lal.
b/ b/
Ce qui implique : x == \/a poura > 0, x = ——\/—apoura < 0.
On écrit : x = \5/;

2Pl 2pit/
Notons que : p\l/ —a = — p\/ a.
20 L’égalité : & == a est impossible pour a < 0. Elle est réalisée pour a > 0

si|x|=\4/;;Donc:x==+\4/;ou——\4/Z

o -
Par convention le symbole \/ a représente la racine positive d’indice

2p du réel a et — 2\p/a sa racine négative.
Il en résulte que : 2\1’/;2_1’ = |a|.
Ainsi : \/;z;::a pour ae€R*t et \/(—z;r:——-a pour ae€R",
Si 2 et b sont de méme signe, il existe un nombre arithmétique ~ tel

x* = ab, appelé moyenne géométrique (ou proportionnelle) entre a et b.

x a —x
b — X b

RIN

Eneffet: &%= ab <>
Lorsque a et b sont positifs on voit qu'il y a entre les moyennes arithmétiques m, har-
monique % et géométrique x, les relations (ne 110) :

X% = ab = mh et a<b=>a<h<x<m<b

141. Remarque importante. — Les formules du 138 relatives aux radicaux arithmé-
tiques doivent étre utilisées avec discernement lorsqu’il s’agit de nombres relatifs. Ainsi :

'\/——5)2-—\/25—\/5 n'est pas égal A \/——5:——\/5 ou A(\/——S) qui

n’existe par dans R,

1l est prudent de se ramener d un radical arithmétique avant d’entreprendre une transforma-
tion sur ce radical.

Afin de démontrer pour p << 0, que Pégalité : x = — \/—— } entraine :

x3 + 3Px = 2 ,\/-‘paa
il est conseillé de poser p = —a.
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tiples et sous-multiples d’un vecteur et par suite le produit d’un vecteur par un rationnel
donné (fig. 22 et 23).

/B /B
A/

D

Af/g:gﬁ

D CD=-
Fig. 22.

142. Axiomes fondamentaux. — On apprend en Géométrie A construire les mul-

S

AB

e

Fig. 23,
les axiomes suivants :

Afin de définir le produit d’un vecteur par un nombre réel (rationnel ou non) énongons

I. Axiome d’Archimeéde, — Etant donné deux segments inégaux AB << CD on peut
toujours trouver un entier naturel n tel que CD < n AB.
Autrement dit, on peut toujours (fig. 24) trouver un entier m tel :

m AB < CD < (m + 1) AB.

B
) : : N 3AB{CD<4A
C D
Fig. 24.

II. Axiome de Cantor-Dédekind, — II existe un point M et un seul commun & dif-
férents segments en nombre illimité : AB, A|B,, A,B,, ... A,B,, ... tels que (fig. 25) :

10 Chacun d’eux contient son suivant (une extrémité pouvant étre commune).
20 Pour tout rationnel positif donné ¢ on peut trouver A, B, <e.

x’ 7

= a
0 u A_Ai AA R BiBy BB

Notons que s'il existait deux points distincts M et M’ communs 2 tous les segments
on ne pourrait avoir A, B, < MM'.
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143. Image sur un axe d’'un nombre réel. — Considérons un axe x'x, orienté de
gauche 2 droite, muni d’une origine O et d’un vecteur-unité OU = ; (fig. 25).

A tout rationnel @ on peut faire correspondre un point A de Paxe tel que OA =aiet
appelé image de a. On vérifie que pour a < b, 'image B de b se place 2 droite de A et que
AB = | b — a| tout au moins si a et b sont de méme signe.

Soit x un nombre réel, rationnel ou non, défini par I'ensemble { a,} et I'ensemble { b, }
de ses valeurs décimales approchées 4 1/10" prés par défaut et par excés. Construisons (fig. 25) les
images A, et B, des différents rationnels a, et b,,.

Les relations : a, < a4y < byyy < by, by — a, = 1/10" et b,,; — a,;y = 1/10"*! mon-
trent que le segment A,B, contient son suivant A,,;B,., et que A,B, = o Si z est un rationnel
positif dogné, on peut toujours trouver un segment A, B, < & car (n°114) il suffit de prendre u égal
au nombre de chiffres de la partie entiére de }e- D’aprés I'axiome de Cantor-Dédekind les différents
segments A,B, admettent un point commun unique M. Ce point est I'image du nombre réel x. Par
définition :

Le vecteur OM est le produit du vecteur OU = 7 par le réel x.

On éerit OM =1 e x::—Q_;lyI—:-g—IL/I_
) ou

Le point M, image du nombre réel x, est de31gné par M (x) et le nombre réel x constitue
le rapport des vecteurs de méme direction OM et OU =1,

144. Abscisse d’un point sur un axe, — Réciproquement, soit M un pomt donné
de I'axe Ox. Si ce point est I'image du rationnel 7, on obtient immédiatement : OM =r1,

v oTN AP o
0 1 a x b n
Fig. 26.

Sinon il existe d’aprés I'axiome d’Archiméde un entier # te] que OM < 1 OU et fe point M (fig. 26)
appartient au segment PP’ limité par les images de 4 n et — n. Les images des différents rationnels
se répartissent donc de part et d’autre de M. Désignons par a tout rationnel dont I'image A se place
A gauche de M et par b tout rationnel dont I’image B se place & droite de M. Tout rationnel est ainsi
classé et comme a < b, les deux ensembles { @ } et { b.} définissent un réel x = (a[ b). Si
a, et b, sont les valeurs décimales approchées 2 1/10" prés de x, le pomt M est le point umque commun

a tous les segments correspondants A,B,. Donc (n°® 143) : OM == ¥i. En résumé :

Le réel x tel que OM = x7 est Pabscisse du point M sur Pdxe Ox.

7 -
x : i — : —
-2 -1 0 1 2 3 x4 5 6
Fig. 27.

On veit ainsi qu'il y a une correspondance bijective (n°® 77) entre les nombres réels et
les points d’un axe muni d’une origine et d’un vecteur-unité (fig. 27).
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145. Mesure algébrique d’un vecteur. — On appelle mesure algébrique

—
du vecteur AB sur l'axe Ox, le rapport de ce vecteur et du vecteur-unité
de laxe.

{
v

A 4 —
On éerit (fig. 28): AB = 5 <=> AB = AB..
{
oOi: U A B x
— ’ e -
0 1 a b

Fig. 28.

. -~y I . e v
Pour Pobtenir il suffit de construire OM =:x7 = AB, on obtient : AB == & = OM.
—— —
Notons que AB n’est autre que la longueur AB affectée du signe -}- ou — suivant que AB
>
et 7 sont de méme sens ou non.

Par suite : BA = — AB et AB 4 BA = 0.

1¢ Le rapport de deux vecteurs de méme direction est égal au rapport
de leurs mesures algébriques sur tout axe paralléle.

Soit AB = AB/ = mi et CD ~CDi '"—"P’T On a donc : 7 ;% D et AB == 7_; D
AB AB
Soit (fig.29): = =2 ou AB _ AB
co 7 CDh CD
i A B D C
e P N <o) ¥ 4 jpamcsnct. e
o)
Fig. 29.

20 Relation de Chasles. — Siles trois points A, B, C appartiennent & un méme axe,

Pun des trois nombres AB, BC, CA est du signe opposé i celui des deux autres et a pour
valeur absolue la somme de leurs valeurs absolues. On en déduit que (fig. 30):

AB +BC 4+ CA =0 <=3 AC = AB + BC

xl

/.-\ x

£ s

TTY0
ivig

Fig. 30.

3° La mesure algébrique d’un vecteur porté par un axe est égale a
Pabscisse de son extrémité diminuée de U'abscisse de son origine.

Si A (a) et B (b) sont deux points de I'axe Ox (fig. 31):

OB = OA 4 AB <> AB = OB— OA ou AB=b—a
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Enfin si M (x) est le milieu de AB (fig. 31), I'égalité : AM =: MB entraine :

x—a=b—x ou 2x=a-+b soit M-~—(a+b)

(o) A M B ax
+ } > sy e
0 a ath b
2
Fig. 31.

L’abscisse du milien d’un segment est la demi-somme des abscisses de ses extrémités,

EXERCICES

1

7 nl

1 1
116, On pose a, =1+ — + 3—! + .+ 5 e = a,.+

1° Démontrer que a, < @p4; < b,,+1 < by. En déduire que les deux ensembles {a,} et {b,)
sont adjacents et définissent un nombre réel : ¢ = (a, | b,).

20 Calculer effectivement a,q et by9 et en déduire une valeur décimale approchée de ¢ avec 6 déci
males exactes (e est la base des logarithmes népériens : 19¢ legon).

117. Soit 6 un angle donné compris entre 0 et L. 0n pose a, = tg 0, b, = sin

3
2a.b —_
ot b b= Vanib,

a,,; est la moyenne harmonique de a, et b, tandis que b, ,; est la moyenne géométrique de a,,,; et by,

puis : Apy1 =~

10 Démontrer que a, = 2" tg -29—, b, = 2" sin —2(—)” et compte tenu de la relation ;

0<a<—12c-=>sinm<ot<tgot,

établir que b”<bﬂ1l< 0<a,”1 <a".
0.
20 Démontrer par récurrence que 2" > n et établir que : a,, — b, < qg T’ En déduire que les

deux ensembles { b, } et { @, } sont adjacents et définissent un nombre réel (b, | a,) = 0.

308i6 = 1’:- avec k entier supérieur a 2, démontrer que ka, et kb, sont les périméires des poly-

gones réguliers convexes de 2"k cdtés circonscrit et inscrit 3 un cercle de diamétre 2 R = 1, Retrouver
ainsi dans ce cas la valeur de (b, | a,).

118. Reprendre Pexercice précédent (1° et 2°) en posant cette fois :

1 1 1
Gy = t'g—o ’ bo = m > Qpyy = i (a, + ba) et by = Vags . by

(Toutes les valeurs sont remplacées par leurs inverses.)

119, 1° Démontrer que pour a, b, m entiers et \/;i irrationnel :
a=bA/m <4=> a=0 b=0
20 En déduire que si a, b, ¢, d, m sont des sationnels et 4/m irrationnel

a+b\/ﬁ=c+d\/1_n' <= g=¢ e b=d
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120, 10 Si des entiers naturels a, b, ¢, vérifient la relation : v/a + /b = /¢ les produits ab, be
et ca sont des carrés parfaits. En déduire qu'il existe des entiers , B et k tels que : a = ka?, b = kf3?
et ¢ = k(o + B)%

20 La relation Va -+ /b == ¢ est-elle possible si a et b ne sont pas carrés parfalts?

121, 1° Si les entiers a, b, ¢ vérifient la relation : Va+ Vb + Va—1/b =¢, ils sont de 1a
forme:a =2k —m b =4k (k2 —m) et c=2k avec ketme€N,

20 Déterminer de méme la forme de a, b, ¢ pour : Va + \75 — Va— \/l‘v = ¢,
122, Onsepropose derésoudreenentiers: a2 =3 423 ou z= V(x+y)(x—y)-

10 Montrer que x - y et x — y sont de méme parité. S’ils sont tous deux impairs montrer que x
et 2 sont impairs et ¥ pair. Dans ce cas on échange y et 2.

2° On peut donc supposer x -}- ¥ et x — ¥ pairs et désigner par 2 k leur P, G.C.D,
En déduire que : xt+y=2Fk? x—y=2k avec ,8eN

et que : x = k(a® 4 B9, y = k(a?—p3%, - x =2 kaf
39 Rechercher, dans N, les 5 solutions les plus simples ol x, ¥, # sont premiers entre eux.

123, Si m est un entier naturel non carré parfait, on désigne par P,, I'ensemble des réels
z=a+ bVm ot aeN,beZ tels que: af—mb? =1,
1 Montrer que la multiplication dans P,, est une loi de groupe abéllen. Pour & = a - b \'m
etz =a’ 4 b'\/;t calculer le produit 22°, le quotient _z_' ety = i’ Démontrer que 2 est positif, z — 1

!
du signe de b et que: a>d <m>|b|>|b‘|<===>l—-[ lb

20 Soit u = x4+ B\/ m le plus petit élément de P,, supérieur 2 1. Montrer que 2z > u équivaut
a g u. En déduire que tout 3 € P,, est égal & u” avecne€Z (groupe monogéne). Calculer 3, 43, u?

et u® ainsi que leurs inverses,

3° En déduire que si l'on connait dans N, la solution la plus simple, autre que (1, 0) de 1’éguation
de Pell : x* — my® == 1, on peut obtenir toutes les autres.

124, 1° Ltablir pour n et k éléments de N, les identités :

Bo@-D=1 @k + 12—+ B2 — 1;
(k2 £ 12— (k2 £ 2) KT = 1; (252 1 1)2 — (2 L 1) 2%2 = 1.

20 En déduire une solution de I’équation de Pell : x* — my® = 1 pour :
m=kt1l, m=h+t2 m=4F+1) ¢ m=kk+1) ou 4kk4+1)
3% Trouver ainsi la premiére solution aprés (1, 0) de I’équation x® — my® = 1 pour
m=23756,78, 10, 11, 12, 14, 15, 17, 18, 20, 23, 24, 26, 27 et 30.
Y a-t-il des solutions autre que (1, 0) pour m = k* =1, 4, 9, 16, 25, 36, etc.

125. On développe 1/28 en fraction continue (voir ex. n® 95)en écrivant :

P § 1 \/8'+5 1 VB4 1
'\/28—~5+x1 X = \/28—5 -3+x—2’ ;\2~—-—-—4———-—2+xsetc.

1° Montrer que x, = 5+ /28 = 10 + ;1-» que %,44p = %, et que 'on obtient une fraction
1

continue périodique illimitée : (5, 3, 2, 3, 10, 3,2, 3, 10...). Etablir que ses différentes réduites 7, = g‘

n
vérifient rg, < V28 < ryn,; et que Qqn > 12505 ... agy > 10", En déduire que {7y} et {7gni1}
sont deux ensembles adjacents qui définissent un réel x = (ry, | 73011) = A/28 et on écrit !

V28 = (5, 3, 2, 3, 10).
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20 Caleuler les différentes réduites =2 de (5, 3, 2, 3, 5). Montrer que :

V28 = (S 3,23, S-L\/28) %‘—j_—?’%—_etl(cf ex. n° 119)% que By = oy, o, = 28 B;.

3° La relation (og — ,B3) = (—1)*donnedonc:a3 — 28 3 = 1 et fournit, dans N, la solu-
tion la plus simple (ay, By) ou (P;, Q;) de ’équation x2 — 28 % = 1. Peut-on en trouver d’autres
(cf. ex. n® 123)?

126. 10 Vérifier sur des exemples que si m est un entier positif, 4/m se développe en fraction
continue périodique (a, @y, Agee. A gy Ay, a") ol a, = 2a et a,_, = a, et que les deux termes de la

réduite 7,., = 2 constituent une solution (2, B) de l'équation x* — my? = (— 1)” tandis que 74,
a’ + mBZ
203

une solution («® + m B2, af) de ’équation x®— 4 my® = 1,
20 Résoudre ainsi I’équation x2 — my? = 1 pour Pune des valeurs de m sujvantes ;
m = 13, 19, 21, 22, 29, 31, 33, 39, 41, 43 ou 46
ou pour m = 12, 20, 28, 40, 44, 52, et 56.

égal a donne toujours une solution (o + mB 2af) de I'équation x* —amy? =1 et

127. 1° Démontrer que si les réels a, b, ¢ sont tels que 4? soit la moyenne arithmétique de 5% et ¢?
la somme b -} ¢ est 1a moyenne harmonique de b -+ a et ¢ -+ a ainsi que de b — a et ¢ — a.
2 1 1 1 1

b+c—b+a+c+awb—a+c—-a'

a® = % O + ) =>
20 Etablir les trois réciproques.

128, Etant donné un réel positif o, montrer que I’on peut déterminer deux réels positifs a et b
tels que :

b—a 1
ab=a.et 0< e < 10
2% On considére les deux ensembles A = {a,} et B= {b,} tels que ay = a, by = b et :
2 1 1 1
;::;—-;;4‘3; et baey "‘i(an'"bn)-
Démontrer que: ap < @pig < bpey < b, et b, — a, < _ll_l—%._n__a.

39 En déduire que les deux ensembles A et B sont adjacents et définissent le réel x = \/ «, moyenne
géométrique de a et b.

129. 1° Montrer que Va2 < /b <=>a <b pour a, beR+.
20 Quel est le plus grand des deux nombres 24 335 et 3 588 /46

— Comparer les nombres suivants :

130. 18 et 54/13 131, 23 et 44/33 132, 25 et 44/39

133. 32 et 54/41 134, 55 et 124/21 135. 70 et 134/29
136, 127 et 244/78 137. 161 et 244/35 138, 170 et 394/T5
139. 197 et 424/22 . 140. 1520 et 2734/31 141, 3482 et 5314/43.

142, Etablir Pégalité :
s i o = (4
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143. Calculer les nombres suivants : x = 3/ a. v/ a". Vat;
y=Na. R NVat et 2= Va V. Vb
177 .4 /73 (4 /5
144, Ecrire: Vi Vet (VV3)

= la forme 2™ avec m € Q.
VT sous
/== 15/% 3 /c
145. (}3;/—;;%.3\)—{—3—,\—/\%-; sous la forme 3*  avec n €Q.
10/ ~p=mNs 03 JTommmNS 4 g8 /mir
145, VB (\_/{)/\/;43). AL earit: 70 aves pEQ.

g Y A/
147. §\/\/80 X 6_ V8 X617 \_/‘64 X 125 s'éerit 2™ 3" 57 avec m, n, p € Q.
V2-(V4/5 X 30)
148. Ecrire sous la forme 2™ et ranger par ordre de grandeur croissante :

18 /74 7/5 8 /7 6\/16
A=VY6i4 B=V2 Y4 et C= L=
N8
149, Si a ct b sont des rationnels positifs avec 1/b irratiopnel et @ — b= c2 on a :

Va+yVb=vVia+to+vVia—a e Va—vVb=vVi@ateo—Viaa—o

— Ultiliser les formules précédentes pour écrire sous la forme x - \/ y les radicaux :

150. V3 + 242 151. V4 —24/3 152, V7 + 443

153. V17 —124/32 154, V4 + 12/5 155, V8 —2+/15

156, V73 + 124/35 157, V23— 6 /10 158, V/2a* — 24 /@ — B
— Montrer que les nombres suivauts sont entiers :

159. V7 + 43 + VT—4+/3 160. V2V7+ 43 —~ VINVTZ4JT

161 VZV2+ /3 (V3i-1) 162. (vE—v2) 2+13) V2 =/3

3 S 3 e .
163. ’\/a+3j§'—1\/8“;1+*\/a—“—j§'—1\/8“;1- Poser 8a = 3b% + 1.

164. Soient sur un axe d’origine O, quatre points A (a), B (8), C (¢) et D (d). On désigne par 1
et J les milieux de AB et CD, par K et L les milieux de AC et BD et par M et N les milieux de AD
et BC. Démontrer les relations :

1o AB. CD + AC. DB 4 AD. BC = 0.
20 DA2. BC + DB2 CA + DC: AB + AB. BC. CA = 0.
30 AB 4- CD = AD + CB = 2KL (donner deux autres relations analogues).

165. On donne sur un axe deux points A (a) et B ().
10 Déterminer les abscisses des points C(¢) et D (d) tels que ; %_E =2 % =k # 1

Montrer que, quel que soit kon a : 2 (ab + ¢d) = (a + b) (c-+ d) (Division harmonique). Soient
et J les milieux de AB et CD, Calculer en fonction de k les rapports :

.J_:é’ !—:a LAaJ_—_Eet E'
JC B D ] B
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x=

—1
k41

39 En posant m == calculer en fonction de m les rapports :

ic
m!

Ciks

et

22
=%
Sl
Sisl
e

= m.,

S

166, Soient quatre points A (a), B (), C(c) et D (d) d’'un axe. On pose : g_;: = ket

1° Détermitter les abscisses x et 3 des points E et F tels que % =

cll]
i
ool

Il

20 Calculer en fonction de m les rapports == et
alculer en fon m les rapp SECeF

=

3% Montrer que CD et EF ont méme milieu I.

167, On considére sur un axe Ox deux points fixes A (a) et B (— a) ainsi que deux points varia-
bles M (x) et N (3) tels que AM.BN = k > — @&,

1 Démontrer qu'il existe sur Ox deux points E et F symétriques par rapport a4 O et tels que :

AE.BLE = AF.BF = &

20 Comparer les rapports -AE, E—E et F—:E ainsi que E, g et f::_ll/[
AE BN FN AF BN EN
39 Soit R le point de Ox tel que =_R—_M- == -‘}-\_TM‘ Nature de la division (EFMR)?

RN AO




7¢ Legon

LE CORPS C DES NOMBRES COMPLEXES

146. Introduction. — Quel que soit le nombre réel b il est impossible de trouver un

nombre réel x tel que x* = — b2 car cela conduirait A écrire : & = |- b ’\/—_:—1- &t \/ :—1 ¢é¢R.
Clest pour résoudre I'équation (x — a)® -+ 6% = 0 que P'italien Bombelli (vers 1560) eut

Pidée d’envisager des mombres imaginaires de la forme a 4 b'\/—-— 1 auxquels il appliqua
sans rencontrer d’inconvénient, les régles du calcul algébrique. Or ces nombres appelés
maintenant nombres complexes ont puissamment contribué au développement actuel des
Mathématiques et méme de la Physique.

147. Définition. — On appelle nombre complexe tout couple ordonné
de nombres réels [, b] satisfaisant aux axiomes suivants :

10 Egalité : [3,8) = [@, b <=>a=a et b=V
20 Addition : [a, 8] + [@', 8] == [a - a’, b + b']

30 Multiplication : [a, b) - [a', V'] = [aa’' — bb', ab’ - ba').

L’ensemble C des nombres complexes n’est donc autre que Pensemble R% muni des lois
d’égalité, d’addition et de multiplication ci-dessus.

Sionpose: 2z=[a,b], & = [a,)']...on voit que:

Toute égalité entre deux nombres complexes z = 2’ équivaut a deux
égalités a = a' et b = b’ entre les composants de ces nombres.

On vérifie aisément les propriétés de réflexivité, symétrie et transivité de égalité des
nombres complexes :

19 2=z 20 3= Y e g =y og=gety =2 —=>3=2"

148. Propriétés de l’addition des nombres complexes.

10 Elle est associative car [a + a', b + b'] + [", b"] et [a,b] + [¢' + a, b’ + 4"
sont égaux 3 [a -+ a' 4 a" b b - b”]

Dong : (4+2)+ 2" =2+ (s + z”)
20 Elle est commutative car [a + a', b + b'] = [a' + a, b’ + 8]
c'est dire: z+z~—z + 2.

30 Elle admet un élément neutre [0, 0] car [a, 8] + [0, 0] = [a, b].
Cet élément neutre [0, 0} appelé complexe nul est unique (n° 27, 19).
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40 Tout complexe [a, b] admet pour opposé [— a, — b] car [a, b] + [— a, — b] = [0, 0].

L’opposé ¥ = [— a, — b] du complexe = = [, b] est unique (n° 27, 29).

L’ensemble C des nombres complexes a une structure de groupe
additif abélien.

On en déduit V'existence et I'unicité de la différence 2 — 2’ (n° 33) :
P=3—2=[ab—[a,V]=[ad +[—a, —b]=[a—a, b—b]

149. Propriétés de la multiplication.
10 Elle est associative : (22') 2" = 2z (3’8") car les deux produits :
[aa' — bb’, ab’ + ba'].[a", b"] et [a, b] [a’a” — bb°, a’b" + b'a”] sont tous deux égaux & :
[ada” — abb® — ba’b” — bb'a”, ad'h’ + ba'a” + aba” — bb'D"].
20 Elle est commutative : 23’ = 5’2 car:
[aa — bV, ab' + ba’] = [@’a — b'b, @’b -+ ba).
30 Elle admet un élément neutre [1,0] car [a, 8] [1, 0] = {a, b].
Cet élément neutre est unique (n° 27, 1°).

40 Tout complexe non nul [a, b] admet pour inverse [ oy S }—bb2] car:
2
(a, 8] [m2 mz] = [%—;_t—g ‘H] = [1, 0]. Cet inverse est unique (n° 27,2°)

50 La multiplication est distributive par rapport & I’addition. En effet :
2 (2 + 2) =[a,b)[a +a, ¥ + 1]
=[a(d + a)—b® + ), a (V' + &) + b(a’ + a”)]
= [(a@ — bb') - (aa" — bb"), (@b’ + ba’) -} (ab” + ba™)]
= [a@’ — bB’, ab’ +- ba'] + [aa” — bb", ab” + ba”)
donc: =z(2 4 2") = 22’ + 22"
L’ensemble C* des complexes non nuls constitue un groupe multi-
plicatif abélien.

On en déduit I'existence et l'unicité du rapport 2’ ==§; 2 = 2’2" pour tout
élément (2, 2’) de 'ensemble C X C*. On peut définir 22 = 2.2, puis par la formule de

1 . .
récurrence 2Pt = 2?, 2 et par 2~ == — toute puissance entiére de 3.
zn

150. Conclusion. — L’ensemble C des nombres complexes a une
structure de corps commutatif. — En effet (no 36) :

1o I’ensemble C est un groupe additif abélien (n® 148).
20 1’ensemble C* est un groupe multiplicatif abélien (n° 149).
3o La multiplication est distributive par rapport & I'addition (n° 149, 50).

Montrons que Pon peut, dans C, inclure le corps R des nombres réels. Pour cela associons
au nombre complexe [, 0], le nombre réel a. Dans cette correspondance bijective :

1o YLa somme [, 0] + [b, 0] = [ + b, 0] est associée 4 la somme a + b.
20 Le produit [a, 0] - [5, 0] == [ab, 0] est associé au produit ab.
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L’ensemble des nombres complexes de la forme [, 0] ¢t Pensemble R des nombres
réels sont donc isomorphes pour 'addition, la multiplication et par suite pour la soustraction,
la division ou I’élévation & une puissance. C’est pourquoi on identifie ces deux ensembles.

Tout nombre complexe [a, 0] est identique au nombre réel a.

Autrement dit, le corps des nombres réels est un sous-corps du corps C des nombres
complexes et on peut écrire: NCZCQCRCC,

151. Notations définitives. — 1° Le nombre complexe réel [a, 0] s’éerit a.

Le nombre complexe [0, 0] s’écrit 0 (zéro).
Le nombre complexe [1, 0] s’écrit 1 (unité).

. . . e, 1
L’opposé du nombre complexe z soit 0 — z s’écrit — 2 et son inverse s'écrit : 3= 3L

20 Le nombre complexe [0,1] est symbolisé par la lettre i.
On voit que 2 =i X 7 == [0, 1]. [0, 1] = [—1,0] = — 1. Le carré de i est — 1.

Le nombre complexe [0, b] = [b, 0]. [0, 1] s’écrit bi ou ib et est dit zmagznazre pur. Notons
que (7b)? = %% = — b2,

3¢ Tout nombre complexe =z =[a,b]=[a, 0] [0,b] s’écrit z=a | bi
ou a + ib.
Les nombres g et & sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire du nombre

complexe a -+ 7b. On dit aussi que a est le composant réel et b le composant imaginaire de
a -+ ib. Donc (no 145) :

atbi=a+bi| <> |a=a;b=p

4° Les nombres complexes 2 = a 4 ib et ¥ = a — ib sont dits complexes
conjugués.

Ils ont méme partie réelle et des parties imaginaires opposées. Notons que :

24+ F=2a et x—7=2ib soit a=—21-(z+§') et b=2ll.(z-——§)

152. Régle. — Les opérations sur les nombres complexes sont sou-
mises aux mémes régles que les opérations sur des nombres réels a condi-
tion de remplacer chaque fois que cela est possible i*> par —1.

Ceci en ce qui concerne les dgalités, les sommes alge’brzques, les produits, les rapports
et les puissances entiéres.

Ainsi ¢ z-+2=(a+ib)+ (a4 &)= (a+a)+i(+ ).
= (a + tb) (a' + ib') = aa' + iab' + iba’ + %6’ = (aa — bb') + i (ab’ - ba').
On retrouve les régles d’addition et de multiplication. Notons que :
2t = (a + b)? = o® 4 2ubi + i%? = a® — b 4- 2 abi
3% = (a -+ ib) (a — 1b) = a® — (ib)* = a® - b,

. 1
On en déduit que : po j_ 53
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INTERPRETATION GEOMETRIQUE.

153. Représentation géométrique des nombres complexes. — Dans un plan
rapporté 3 un repére orthonormé xOy (fig. 32),de vecteurs unitaires % et 9, on peut associer
A tout nombre complexe 2 == a - b le point M (a, ) de coordonnées x = a, y = b et réci-
proquement :

Le point M est I'image (ou point représentatif) du nombre complexe
2 =a -+ ib. Le nombre complexe z = a + ib est l'affixe du point M (a, b) ou
M (2).

__________ lM(Z) BI(Y M(cose+i slne)
i
]
R 0
iPla) g Al) Al
: O
|
|
{
. i
___________ NM(@) B'l-i)
Fig. 32. Fig. 33.

On dit également que OM est le vecteur-image du nombre complexe 2 et que 2 est la
— .o
mesure complexe du vecteur OM. Il y a donc une correspondance bijective entre

I'ensemble des nombres complexes et I'ensemble des points M (ou des vecteurs b—ﬁ) du
plan. Notons que :

Tout point P d’affixe réel z = a se place sur Ox, appelé axe réel tandis que tout point Q
d'affixe imaginaire & = ib se place sur Oy appelé axe imaginaire,

On appelle plan complexe tout plan dans lequel chaque point M (3) est
déterminé par son affixe = par rapport G un repére orthonormé xOy ainsi
défini.

Dans le plan complexe deux points M et M, symétnques par rapport 3 O ont des
affixes opposés # = a + ib et % = —a —ib = — . Deux points M et M' symétriques
par rapport 3 Paxe réel Ox ont des affixes 2 == a + ib et 5’ = a — ib = % complexes conju-
gués. Deux points M et M” symétriques par rapport 3 Oy ont des affixes 3 = a - i et
%" = -— g -+ ib tels que 2" == — 2. On désigne le plus souvent par A, A’, B, B’ les points
d’affixes respectifs -+ 1, — 1, 4 i et — ¢ situés sur le cercle trigonométrique (fig. 33).

154. Définition. — On appelle module et argument du nombre
complexe z, affixe du point M, le module ¢ et I'angle polaire 6 du vecteur

OM (fig. 32).

p=|2|=0M et 6 = (Ox, OM) en radians (mod 2x).
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Tout nombre réel x a pour module | x| et pour argument 6 == 0 pour x> 0, 0 ==

pour x < 0. Tout nombre imaginaire éy a pour module | ¥ | et pour argument 0 = - g

poury >0, 6 = — -g pour y < 0. L’origine O a pour affixe 2 = 0, de module p == 0 et

d’argument indéterminé, Notons que :
2 = 5 <=> OM' = OM <> p=p et 0 =0 (mod 2nx)

Pour que deux nombres complexes soient égaux, il faut et il suffit
qu’ils aient méme module et des arguments égaux a 2 kr prés.

Les relations évidentes : = pcos 0 et b=rpsin l

montrent que £ == a - b peut 8’écrire sous la forme trigonométrique :

g == p (cos 0 4 7 sin 6) soit en abrégé =z = (p,0) ou =z (p, 0).

Pour ¢ = 1, le point M d’affixe # = (1, 0) est, sur le cercle trigonométrique, Pextrémité
de Parc AM = 6 (fig. 33). Ainsi A, B, A’, B’ ont pour arguments respectifs : 0, 3o, et — E

Inversement, si 2 = a - b est donné sous forme algébrique, p et 0 sont déterminés par :

gt a . b
p='\/a’-|—b2 et cosﬂ:;»smﬂ:;

Ces deux derniéres relations sont compatibles et déterminent 0 2 2 kr prés. On peut
1—cos® p—a

A~ b . 0
aussi utiliser tg0 = 7 en tenant compte du signe de a ou tg 3=

sin b
Notons que :
P=—z<g==>p=p; =04 xr (mod2n)
=g =o' =y O = —0 (mod 2 =),
Si: 3 = p(cos 0 4 i sin 0),
ona z = p(cos 0 — i sin 0)
d’ol : 24+ 3=2pcos0
et Z2—z=2pisin0.

REMARQUE. — Pour calculer le module ¢ du
nombre complexe 2, il est parfois commode d’uti-
liser le complexe conjugué % car :

z'z'=(a -+ ib)((l—*?lb)zaz—{—-b2: p2
done : I p =V Fig. 34.

155, Interprétation de Paddition. — Soient (fig. 34) M, et M, les points d’affixes :
= 4y + ibl et By = Qg + ibz.

Construisons OM = del + OM, = (4, "+ b, ?) + (azrt + by )
= (@ + au + (by + b) ¥
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On voit que M a pour affixe 2 =: @, -I- 4y -+ £ (6; + by) == 7, -} 2,. Donc:

v=2 45| <> | OM - OM, + OM,

L’addition de deux nombres complexes équivaut a@ ’addition de leurs
vecteurs-images.

2 (0, 0) = 2, (py, 01) + 2, (02, 0z) = (p) €08 Oy +- pg €08 By) -I- i (py sin Oy +- p, sin 0;)
entraine :

02 = (o1 €08 0, + g3 cos 0,)% -+ (py Sin 0, - pp 5in 05)2 = o} + 03 + 20,05 Cos (63 — 0,)

soit 1 (p, — po)? < 92 < (o) 1- g <==> ler—reel S o <oty

Notons que : ¢ = p, -|- o pour 0, = 0, (mod 2 x). Puis de proche en proche (cf. n°106):

Le module de la somme de plusieurs complexes est au plus égal a
la somme des modules de chacun d’eux.

Iz 2+ e F 2| < 2| + 2] 4o+ 13,
Si les nombres complexes = et z,, affixes de M et M,, sont donnés, la différence
2, = % — 2, est affixe de M, tel que OM, = OM — (TM: = Mll\/f.

156. Interprétation de la multiplication. -— Si 2 (p, 8) = 2, (py, 0,) X 2, (o3 03)

on obtient : 2= p, (cos 0, 4 #sin 0;) X p, (cos 0, + i sin 0,),
soit : % == p,p, [cos 0, cos O, — sin 0, sin Oy 4 ¢ (cos 0, sin O, -+ cos 9, sin 0,)].
ou : & = p,ps [c0s (0, + 0p) -+ i sin (8, + 05)] = = (0105, 0, -+ 0y).
Donc: z’=z’13’3 <= P = P P2 0=01+02
Ay et de proche en proche :
M(z=2,2,) =2 X %3 X « X %, entraine

P= PPz Pn €t 0=10 40,4 ..0,
B(i) Le module et I'argument d’un
produit de facteurs complexes sont
respectivement le produit des mo-=
dules et la somme des arguments
de chacun des facteurs.

<t

On mex ainsi en évidence les propriétés
d’associativité et de commutativité d’un tel
produit.

Notons que le produit z,2; est réel et

positif si 6, -+ 6, = 0 (mod 2 =), réel et

Fig. 35. négatif si 6, + 0, = = (mod 2 ) et que
%% = 0<=—> 2, =0o0u z,=0.

Construisons dans le plan complexe (fig. 35) les points A (1), M, (2,), M; (2;) et
M (2 = 22,) :

(04, OM) =0 =0, + 0, = (OA, OM,) + (OZ, OM,)
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donc : .
(0K, OM}) ~ (OA, OM) — (OA, OM,) -—> (OA, OM,) = (OM,, OM) (1)

OA  OM,
oM, “om ©@

OM - plpz == OA- OM = OMl. OMZ

Les relations (1) et (2) montrent | A
que les deux triangles OAM, et OM,M 4
sont directement semblables. Il en est
de méme de OAM,; et OM;M.

La similitude directe de cen-
tre O, de rapport o, et d’angle 9,
qui transforme A en M, trans-
forme M; en M.

Cette similitude se réduit a une
homothétie positive si 9, = 0, négative
si 0, = m. Elle se réduit 4 une rotation
d’angle 0, pour ¢, = 1. Ainsi P image de
i se déduit de M, image de z par une rota-

tion de centre O et d’angle + g (fig. 36).

Si les nombres complexes z et 2, Fig. 36.
affixes de M et M,, sont donnés, le quo-

tient %, = ~:— est Paffixe du point M, tel que le triangle OMM, soit directement
1
semblable au triangle OM, A.

157. Nombres inverses. — D’aprés ce qui précéde :

23 =1<=pp'=1 et 0+0’=0==>z'==(§,——)

Deux nombres complexes inverses ont des modules inverses et des
arguments opposés.

Construisons (fig. 36) les points A (1), A’ (— 1), M (z) et M’ (é) Les relations

(6:7\, ETI\?E) == (W’, 67\) = 0 et %% == gﬁ—; = p entrainent la similitude directe des

triangles OAM et OM'A. Ainsi d'ailleurs que celle des triangles OA'M et OM'A’.
Sig = a+ b, 8 = LI a—ih __a—b

’ a+ b (a+ b)(a—ib)  a® + b3
sion (n° de 148, 4°) de I'inverse de .

On retrouve ainsi I'expres-

158. Rapport de deux nombres complexes. 2 ;g—: <= 2Ty = .

Soit: PP == g ¢t e+02’:‘—01 <= p::s—la 0\:01-—92
2
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Le module et I’argument d’un rapport sont respectivement égaux au
rapport des modules et a la différence des arguments du numérateur et
du dénominateur.

4 b b & LB
St ban =t io=|2|=|Eh| - ltE - VEIE

Pour mettre un rapport sous la forme x + iy il suffit de multiplier ses
deux termes par le complexe conjugué du dénominateur.
a+ib  (a+id)(c—id) ac bd bec — ad
TFH T CrR @ aretiEaTa

RemARQUE. — Eviter d’utiliser cette derniére expression pour calculer le module du rapport

a -+ ib I+ bdRE | (be — ad)® . V@ + B
z _?_— 7 <2 '\/(ac b c‘)++d”( ad) est moins simple que : mz-

PUISSANCES ET RACINES

159, Puissances entiéres. — Pour 3 = (¢, 0) on obtient 22 = (p%, 2 0), 2®=(p% 30)

1
et par récurrence : 3" = (p" n0) et 27" = — = (p~*, —n0),

Pour tout exposant entier m € Z on obtient : 2™ = (p™, m0),
donc : [ (cos 8 + 7 sin O} = p™ (cos m 8 -I- £ sin m0).

Pour ¢ = 1, on obtient la formule de Moivre :

I cos m0 + i sin m0 = (cos 0 + £ sin O)™

dont les applications trigonométriques seront étudiées dans la prochaine legon.

Construisons dans le plan complexe les
Mg M, points A(1) ou A(29), M, (z), Ms(z?)...
et d’une fagon générale M, (2"). La relation
2+l = 5.2 montre (n® 156) que :

Le triangle OM,M,., est directement
semblable au triangle OAM;. Les images des
nombres 2" présentent donc la disposition de
la figure 37.

Si p == 1, ces images sont diposées sur
le cercle trigonométrique, aux sommets d’un
contour polygonal régulier, d’angle au cen-
tre 6, qui peut se fermer lorsque 6 est
un sous-multiple de 2 k. Ainsi les images

de £, =—1, 8= —1{, i*=1 sont res-
pectivement les points B, A’, B’ et A
Fig. 37. (fig. 33).
De méme les images de z = (1 1;— 1+ 11/3’ 32, 2% 2%, 25 2% = 1 sont les som-

mets de I'hexagone régulier M;M,A’M_,M_ A (ﬁg 38).
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160. Racines d’un nombre complexe, — Soit Z = (r, «) = 7 (cos « + 7 sin «)
un nombre complexe donné, affixe du point P et un nombre réel positif neN :

On appelle racine n*" du nombre complexe Z tout nombre complexe
2 tel que 2" = Z,

Si 2=(p, 0), 2" = Z <> (p", n0) = (7, ) c’est-a-dire (n° 154) :

fon =7 P";{/;
|00 = a4+ 2kx ~ =§_2;’:1’

Fig. 38. Fig. 39.

Le module p de la racine 2 est bien déterminé, mais on peut prendre pour son argu-
ment 0 les # valeurs suivantes, distinctes, modulo 2 :

o «  2n 4
00=;’ 01-': o 62=;‘+—;"— see O'n-l':'

a, 2(n—1r
n T n

Tout nombre complexe non nul admet n racines n*“ distinctes de

. . 2n
méme module et dont les arguments successifs difféerent de —

Les images M, (ou M,), M;, M, ... M,,_, des 7 racines 2o, 2, ... 2, de Z (r, o)

(fig. 39) sont donc disposées sur un cercle de centre O, de rayon p = \/ 7, aux sommets
d’un polygone régulier convexe de » cdtés inscrit dans ce cercle. La construction de ces
images & partir du point P(2) ne peut en général se faire qu'au rapporteur et au double

décimétre (aprés le calcul de \)7 r) sauf cependant si # = 2, 4, ou 27, En particulier

161, Racines carrées. — Tout complexe non nul admet deux racines
carrées opposdes.

10 Pour calculer ces racines, on peut opérer algébriquement car si Z = A -+ /B admet
pour racine carrée : 2 = x +- iy, la relation (x + ¢y)> ='A + /B donne :

$¥—-y2=A (1) e 2xp=B (2
Diod: (5 4 9% = (2 — 3% + (2oy) = A? + B¥ = 2 32 = VAT T Bt =1 (3)
Cette relation (3) exprime que le module r = 4/A% [ B? de Z est égal & p? = 2 - »?
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carté du module de 2. Soit d’aprés (1) et (3) :
2 _t+A 2 T —A — ,\/T'I'K =
x 5 Y= = r=4 —5 Y=

2

D’apres (2), il faut associer les valeurs de x et y de méme signe pour B > 0, de signes
différents pour B < 0; d’od deux valeurs opposées pour 2 = x - ¢y. Notons que (2) :

2%y =B ==> %:2%2—7_1:1\ et z=x(1+i§) donne sans ambiguité :
_ r+ A iB\
z—i\/ ) (1+r+A) )

20 Trigonométriquement le module 7 et I'argument o de Z = A +-{B vérifient :

- A . B sine B
r=+/AZ | B? jocosa=-m sina =2 = tge= oo = TR ©

- « l4cose 7+ A L, 1 —cosa r—A
D’ou: coszi— 3 =57 sm22~— 3 =— )

Soit : & = -+ /7 (cos % +  sin g) en prenant cos % et sin % de méme signe ou de signes

contraires suivant que I'on 2 B> 0 ou B < 0. On peut aussi écrire :

g = +1/rcos 3 (1+ztg) — z--:l:,\/r li(1+1

= C
162. Exemples, — 1° Racines carvées de Z =5 — 121,
TMfaut : = (x+ V)P =a2 — 3+ 2ixy =5 — 12i=>x* — »*==35; xy=—6. Comme

82+ 32 =| 2| = 4/5¥F 122 = 4/169 = 13, on obtient =9, y*=4, ce qui, compte tenu de
xy = — 6 donne les 2 solutions : 2= £ (3 — 2.

o Brs _2
Les formules (5) permettent de vérifier: 2 = - f\/—-—i—- (1 + i 13 T 5) 43 (1 3
20 Racines carrées de Z = 18 (— 1 ++ i 4/3).
Onobtient:r=|z|=18\/1+3=36d’oix:cosoc=——%:sinoc=3-/—3 = = %—E
Une des racines a pour module p = 6 et pour argumentg g d’olr :

z—-—i6(cos—+tsm) :|;6( i‘—/—})=>z=:|:3(1+i\/§)
Ce que vérifie les formules (5) : 2 = '\/36~18 (1+' 18\/3) :|:3(1+z\/_)

163. Racines 7" de Punité, — Si Z = 1 = (1, 2 kr) toute racine n*# de Z =1,

sera de la forme : 3 = (1 2——k-1-r‘) avec k=0,1,2. (n—1).

2
En posant 0 = -;T—t, on obtient :
o= 1,2, = (1, 0), 2, =(1,20) ... 2,y = [1, (r — 1)0] == 2, = (31)".
Les différentes racines ni** de l'unité sont les n premiéres puissances

2%\ - 2 . 2
entiéres de la racine complexe 3, = (1 —-ﬂ) = c08 — -} 7 sin enf
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Ainsi les 4 racines quatriémes de 4 1 sont : 1, 4, — 1 et — i (fig. 40).

Les trois racines cubiques de I'unité sont : 1, 7, 2 avec :j = (1, -23—n)

= ].

L) -

soit: 1, j=

“—‘—1—'%13—/—3 et j? = ?—Ll”é-iﬂ(ﬁg. 41). Notons que % =

164. Théoréme. — Les différentes racines »“"* d’un nombre complexe
Z s’obtiennent en multipliant 'une d’elles = par les différentes racines

ni*me de Punité,
Désignons par 1, r, = (1, —Z;TE)» Ta, -+ Tn—y les # racines de + 1. Les # nombres dis-
tincts : 2p == 2 X 1, 2, == 27 ... 2,; = 2r,; sont les n racines de Z car
r=Zet(ryr=1=> ()" =2 = 2.1 =12
Ainsi puisque (— 1)® == — 1, les 3 racines cubiques de — 1 sont — 1, — j et — j2(fig. 42).

Fig. 40 Fig. 41 Fig. 42

165, Exemples. — 1° Racines quatriémes de — 4.
Comme — 4 = (4, n), 'une des racines est (\/ 2, E) =144

Les racines quatri¢émes de + 1 étant 1, 4, — 1, — i on obtient pour racines de — 4 :
Vi, 1 —i)i, A+ (—1) et (14+8)(—i) soit 144 —1+34 —1—4i, et 1 —i.

20 Racines cubiques de 2 — 11i.

Lorsqu’on ne peut pas opérer trigonométriquement on essaie dans les cas simples de déterminer
d’abord une des racines en. utilisant la valeur du module,

Le module de 2 — 11 { est 4/2% - 112 = 4/125 = /53, celui de ses racines cubiques est donc
V5 = V/2E 1% donc celui de 2 i ou 1+ 2i. On voit que (2 — #)® = 2 — 11 i. Les racines
cubiques de 2 — 11 i-sont donc :

i @ —iyj = 23 +2i(1 +2v8) o —(2+\/§)'2l'i(1*“2\/§)

¥
REMARQUE. — On ne peut fixer un sens précis au symbole \/ zpour 3€C et on évite

L Yad
autant que possible d’en faire usage. Parfois on utilise le symbole \/ % qui indique une
quelconque des racines n®* de z, méme lorsque s est réel, sans qu'on puisse spécifier de

quelle racine il s’agit.
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EXERCICES
~— Calculer les norqbres suivants : _
168. (349 (5—2i). 169. A +D@+ D@+
170. (6 — 5 (4 + 39). 171, (1 —24) (3 —44) (5 —61),
172. 7+ 2 (5 + 39). 173, 6 —20)(* + 33+ 4)(2—5%).
— Calculer sous la forme x + iy les nombres complexes (p, 0) suivants :
3r 31:
174. (\/2 )et(Z\/Z _ 4) 175. (z +8)et(4 -
T T T ™
176. (2, — ) et [+.3) 177, (1, - ) et (4. 3)
o /5 31:
178, (V3 - ) et (2473, =) 1. + 5t (12 - 35)
— Eecrire sous la forme p (cos 0 - i sin 0) les complexes suivants :
180, 1 — i et — 4 + 4i. 18L V241 +iet V2 — (V2+2)i
182, —1 +iv/3 et 4/3 4 3i. ' 183, V3 —iet — 3 —in/3.
184, 2 — V3 —iet 1 4+ (24 13)5 185. V5 +14+i1/10 = 24/5.
186. 1 +itgep et cotgo —1i. 187, 1 + cosp +ising.
188, }Ere, 189, Lt coso tising
—itge sing — (1 — cos¢)

190, Sachant que (o + ¢ B)? = a + ib, trouver les racines carrées de a - b, —a — ib, a — ib
et — a + ib. En déduire une relation entre les racines carrées de deux complexes opposés, conjugués
ou tels que I'un est ’opposé du conjugué de l'autre,

191, 1° Calculer les racines carrées de 27 et — 2 4,

20 Sachant que (« - i B)2 = a |- ib, trouver les racines carrées de 2 b + 2 ia et de % (b —ia).

— Calculer les racines carrées des nombres suivants :

192 3+ 4i e  5—12i 193. — 8+ 6i et —15— 8§
194, 7—24i et 24+ 10i 195, —21—20; et — 354 12
196, — 940§ et —26—30+ 197, 11460; et 48 —14¢
198, —40—42; et —33 4 56 199, 24—70: et 13- 84
200, 55-—48i et —63 - 164 201, —39480i e 77—36i
202 14+4iv/3 e 13— 8i4/3 203, 1—24/2 et— 7+ 6i4/2
204, 11 —8i4/5 et 31+ 12i4/5 205, 5+ 4iV6 et —19+ 12i1/6

206, 3+2iV10e 27— 8i4/10 207. 17+ 4ivVT5e 22— 6i4/T5
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~ Calculer les racines cubiques des nombres suivants :

208, —1 209, i 210, —i
211, 2+ 24 212, 11 —2 213, 18 + 264

214, —9 4 464 215. 52 + 47¢ 216, — 44 + 1174,
— Calculer les racines quatriémes des nombres suivants :

217, 625 218, — 4 219. 8i (3 + v/2)
220, 8(—1 +i1/3). 221, — 7 + 24, 222, 28 — 964,

223, — 119 -+ 1204, 224. 161 — 240 4. 225, — 527 + 336i.

226, Mettre (1 + i4/3)* sous la forme a 4 ib.
- —\8 -
227. Calculer (24/3 4 i)* et en déduire les solutions de I’équation (; T :) = 184/3 + 351
228, Etablir Pidentité : a® 4 » 4 @ —3abc= (a+ b+ ¢) (@ + b -+ ¢j*) (a + 42 + ¢j). En
déduire les solutions de I’équation : 2% — 3 abz 4 a® - * = 0.

229, 1° Vérifier que tout nombre premier de la forme 4 n -+ 1 peut s’écrxrg d’une fagon unique
sous la forme (a + ib) (@ — ib) avec a et b e N. Lavn) vy
20 Mettre le nombre 1105 = 5 X 13 X 17 de 4 fagons sous la forme A? - B2,

230, On pose : g= x4y, 2 =x iy et:
<z si x<x ousi x=x,y<y.
1o Montrer que 'on définit ainsi une relation d’ordre total sur C.

20 Etudier les propriétés des inégalités ainsi définies dans C. Interpréter géométriquement dans
le plan complexe les inégalités 2 >a et az>b ol a4, b, z€C.

231, 1° Si n est un entier positif, calculer le module et 'argument des nombres complexes
z = (14" et 2’ = (1 —i)" Montrer que 2’ = Z et calculer 2 + 2’ et 2 — 2,

20 En déduire la valeur des sommes suivantes :
S=1—Cl4+C{—Cl... et S, =Cl—C3+4 C:—
232, On désigne par A, B, C les sommes suivantes :
A=Cl4+ C3 4 C8 + ... B=C!+ Ct +C7 +.. C=Ci+C! +C8 +..

1¢ En désignant parj = ( 1, -2—;) une racine cubique de I'unité, démontrer que :

A+B+C=2" e (A+Bi+C?»=(45)"=cosm +zsm23’—'.

20 Etablir les formules suivantes :

A=%[2"+2cos1—'g]; =-:l;[2”—2¢os(n—|—l)§]; C=-;-[2”~—2¢os(n—l)%]
233. Calculer sous forme algébrique les nombres complexes z; = (1,1-;-) et zg = (l,?g)'
Vérifier que 2§ = 2§ =1 et 2y 8y = {. Calculer tg 1-85 et tg §—81-'-
234. Former le rapport des nombres complexes 1+ '\/3 et V2 (1 algébnquement puis
tngonométrlquement En déduire les valeurs de cos i 2, sin 12» tg - 12 et tg 3 Vénﬁer en utilisant les

, X x x . . .
formules donnant sin 37 €08 5 et tg 5 en fonction de cos x et sin x. Résoudre 1’équation 2% =1,
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235. 1° Résoudre P’équation : cos4 x + cos x == 0. Exprimer cette équation en fonction de

. . . b1 In
cos x. En déduire ’équation dont les racines sont cos 5 et cos 5 que Pon résoudra :

T 2rom 3m
5°5°10° 10
236. On considére dans C la relation homographique :
xy —oay —Bx+y=10 <= x—a)(y—B)=f—y=kFk )
1° Montrer en écrivant cette relation sous la forme y == f(x) que le birapport

(1 — y3) (92 — )

‘ (1Yeysyd = G — 90 s — 9
est égal au birapport (x;x,x3%,) des valeurs correspondantes de x.

20 Démontrer qu’il existe deux valeurs a et b distinctes ou confondues telles @ = f (@), b = f (b)

aveca+ b=oa 4 B.
30 Si g et b sont distincts : (xyab) = (x,y,ab) et avec A constant la relation (1) §’écrit :
7/

y—a_,x—a o4 B 11 +%.

2° Trouver les rapports trigonométriques de

JT:—I; Jrsy Sia=05b= 2 onaalors:y__a—-x__a
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APPLICATIONS TRIGONOMETRIQUES DE C

166. Addition des arcs. — Le produit de plusieurs nombres complexes de module 1
et d’arguments respectifs 0,, 6, ... 6, est le nombre complexe de module 1 et d’arguments :

el + 92 + o ‘l" en'
Donc :
cos (0; + 6, + ... 0,) -7 sin (8, + 6, - ... 0,)
= (cos 6; 4 7sin 6,) (cos 6, -+ 7 sin 6,) ... (cos 6, -+ i sin 6,).
En égalant les parties réelles et imaginaires des deux membres, on obtient les valeurs
de cos (8; + 8, + ... 4 8,) et de sin (6, + 6, + ... 4 6,).
Ainsi :
cos (@ -+ b +¢) +isin (@ b + ¢) = (cos @ + 7 sin a) (cos b - 7 sin b) (cos ¢ + i sin ¢)
D’ou :
_ €0s @ cos b cos ¢ — cos a sin bsin ¢ 1)
cos (@ +b+) = | — ¢0s b sin ¢ sin @ — cos ¢ sin a sin b
sin @ cos b cos ¢  sin b cos ¢ cos @ (2)
-+ sin ¢ cos a cos b — sin a sin b sin .

. sin (@ + b + ¢) N
En simplifiant par cos @ cos b cos ¢ les deux termes de cos @+ b+ o on obtient :

sin(a 4+ b6+ ¢) =

_tgattgh4tgc—tgatgbige
®(e+b+e)= l—tgbtgc—tgctga—tgatgh

Pourc =0, sin ¢ =0, cos ¢ =1 et tgc =0, on retrouve :
cos (@ + b) =cosacosb — sinasinb 4
‘sin (@ + b) ==sina cos b + sinbcos a )
tg(a+8) = S
En changeant b en — b, il vient :
cos (@ — b) == cos a cos b + sin @ sin b )
sin (@ — b) = sin @ cos b — sin b cos a )]
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_ tga—tgd
tg(a—b) =1 + tgatgd

167. Multiplication des arcs. — Elle est basée sur la formule de Moivre (n° 159) :
ymeZ : Lcosm‘e—i—z'sinm0=(cos0+isinm0)"' | 1)

Rappelons que : 2 = (1, 0) == 2™ = (1, m0) et 2 = (1, — mo).

Lorsque m est un entier naturel, on peut développet (cos 6 + 7 sin 8)™ par la formule
du bindéme de Newton (n° 67) :

cos m -+ £ sin m0 == cos™0 - ¢ Clcos™10 sin® - 12C2Zcos™20 sin?0 -}- °C8 cos™20 sin?...
Ce qui donne, dans R, les deux relations :

cos m0 = cos™) — C2 cos™ 20 sin20 + C2A cos™ ¥ sin%........... 2
sinmd = C} cos™10 s sin 0 — C3 cos™3% s1n°e + C3 cosm~50 sm50 3
T sin m9 \
En simplifiant, par cos™9, les deux termes du rapport cosad 0 obtient :
C1 tg6 — C2, tg% 1+ C§, tg%..
gm0 = 1— C2 g2 + Ci tg%0.. (4)

Les formules (2) et (3) montrent que cos m0 et sin m0 sont des polynémes homogenes
de degré m en cosf et sind. Les relations cos0 = 1 — sin%0 ousin® = 1 — cos?0 permettent
d’écrire :

cos mb = F(cos 0); cos 2mf = G(cos?0) = H (sin%0).

sin m9 == sin 0 P(cos 6) sin (2m - 1) 6 = sin 0 Q (cos?) = R (sin 0),

168. Applications, — En remplagant 6 par a on obtient :

1° Pour m =2 :

cos 2a = cos®a — sin%e = 2cos?¢ — 1 = 1 — 2 sin%a (1)
2t
sin2a = 2sinacosa  —> tg2a=1—_gt-;27l- (2) 3)
20 Pour m =3 :
cos 3a == cos®s — 3 sin%z cos @ = 4 cos®2 — 3 cos a 4
sin 3 = 3 sin a cos?a — sin®a = 3 sin @ — 4 sin’e (5)
3sin acos’a —sin®a  3tga—tgla
g 3a = cos®a — 3 sinfacos 8 = 1 —31tg%a ©)

3°Pour m=+4 :
cos 4a = cosla — 6 sin%a cos®a + sin*a = 2 cos?2a¢ — 1
== 8 cos'a — 8 cos?a 4+ 1 = 8 sin*a — 8 sin%q - 1 . )]
sin 4a = 4 sin a cos®a — 4 sin®a cos @ = 2 sin 2a cos 24, (8)
4tga—4tgla 2tg2a
B = et s ~ T @2 ®)
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169. Linéarisation de cos™0 et de sin™. — Il s’agit d’écrire cos™8 et sin™8 sous
forme d’une combinaison linéaire de sinus ou de cosinus. Le probléme se résout aisément

pour m = 2, 3 ou 4 en utilisant les formules obtenues au paragraphe précédent.

1o De cos 2a=2cos?a — 1 =1—2sin%¢ on déduit :
cos?q = % (1 + cos 2a) sin%e = %(1 — cos 2a)
Notons également que : )
sin 2a == 2sinacos g ==> sinacosa:%sinZa

20 cos 3a = 4 cos®a —3cos a e cossaz;:icosa+;{rcos3a

. . . . 3. 1,
sin 3@ = 3 sin @ — 4 sin%a b sinq = 3 8in @ — 7 sin 3a

30 Compte tenu des formules (1), on peut écrire :
cos 4 = 8 cos? @ — 4(1 + cos 2a) + 1 =8sinta — 4(1 — cos 2a) + 1

d'otr :
3.1 1
8coslg=cos4a + 4cos2a+ 3 => cos4a=§+20052a+-gcos4a
8sin%a = cos4a—4cos2a + 3 > sma=%~—2cos2a+%cos4a

REmMARQUE. — En pbsant a=3 = Ies formules (1) et (2) donnent :

Lax 1 x 1 in % cos X = Lsi
sm2§=§(1——°08x)3 c0522=.2.(1+cosx); smic0si=-2—smx
On en déduit que:
Pt ¥ 1—cosx  singx tg____tzx 1—cosx,
~ %3 Teinx  Tfcose B E T

D'ou: —_...]'..:.—._t..2 . 1 _..__2.{_ t t
O.COSx-—l_l_tz ' smx—l_{_tz € g X = 1

m

@
©)
*

®)
(6)

™

©)

©)

170. Cas général. — Montrons que I'on peut obtenir directement les expressions de

cos™0 ou sin™0, quel que soit Pentier positif m :

Posons : A = cosO -} isin0 m===p -1i= cos® — ¢ sin 6;
AP == cospB -+ i sinp0 et %; = cosph — isinp0.
D’ol:
1 1
cos6=— 7\+ sm0=-—-7.-——
2i

1
cospe-——()\"+p); sin pf = i—()\” —_ iv;)

)
@
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D’aprés la formule du bindme de Newton, compte tenu de CZ = C%®, on obtient en groupant

les termes équidistants des extrémes dans les développements de cos™ 6 = [E 0‘+i] et

i LY P11
sin 0——[2‘(7\ 7\)]

1° Pour m pair: m = 2 n

costn @ = El— [(w + w) + Ci (m—z + ﬁ},—_z) ot o (12 + l) + c;,,]

sin 0 = St [(w o ) ci (m»-ﬂ = 2) 4 (D (xa + )+ (-—1)'10"]

22n An
Dotr : cos?® § = = [cos 210 4+ CH cos 2n—2)0 4- . .. -+ C&? cos2 0] + -212; Ca, 3)
sin?*0 = (—2—2—”1—1 [cos2n0 — Clcos(2n—2)0 4. .. + (=11 C%;2 cos20] - 217; Cig, 0)

20 Pour m impair :m= 2n-+ 1.

1 1 ' 1
cos™ 10 = sy [()\2” L+ )‘2n+l) + Cintr (>‘2"_l + )\_2;'—:1) + .. 4 Chn (7\ + i)]

. —1 1 1 1
sin 3410 = (22-—"13; [(7\2”'“ - W) — Clup1 (12”"1 — Xz"__l) oo (=1 CY (7\ — X]

Do ;
costl() = f:—” [cos @2n+1)0 + Chiyrcos(2u—1)0 + ... + Chuyq cos 9] (5)

sinwni1 = (1 [sin (214 1)0 — Choya sin 20 — 10+ . .. +(— 1) Chyya sin e] )

Ces formules qui vérifient pour m = 3 ou 4 les résultats du paragraphe précédent,
donnent pour m =5 et m =6 :

cos®0 = % [cos 56 4 5 cos 36 + 10 cos 6]
sin%0 = 1_16 [sin 560 — 5sin 30 4- 10 sin 0]
cos%0 = = 32 [cos 66 -+ 6 cos 46 + 15 cos 20 + 10]

sin®6 = 3—2 [— cos 66 - 6 cos 40— 15 cos 26 + 10]

171, Produits de sinus et de cosinus. — D’aprés les formules 4, 5, 7, 8 du n° 166 :
cos (@ — b) -} cos (@ + b) =2 cosacosd
cos (@ —b)—cos(a + b) = 2sinasinb
sin (@ + b) + sin (¢ — b) = ZSir}acosb

Soit ¢ cosacosbh = % [cos (@ — b) + cos (a + b)] 1)
sin a sin b = % [cos (@ — b) — cos (a + b)] (2)

sin @ cos b = % [sin (a - b) + sin (a — b)]. 3)
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On peut donc linéariser un produit de deux sinus ou cosinus et par suite de proche
en proche un produit d’'un nombre quelconque de tels facteurs. Rappelons que pour

a = 2—-—_;9 eth = P_Z_.__‘l, on obtient les formules donnant inversement la transformation
d’une somme en produit :

cos 2 ; sinp—sinq:Zsm-—T

sin p 4 sing = 2 sin

oS p + €08 ¢ = ZcosPJrq p’z‘q  cos p— cos g = — 2sin® ngsinf’———;q(S)

172. Linéarisation d’un polyndme P (cos, sin6). — Un tel polynéme est la
somme de termes mondmes de la forme : @ cos™ 6 sin? 0,

On commence par linéariser chacun des facteurs cos™ 0 et sin? 6. Le polyndme P
devient alors une combinaison de termes contenant au plus deux facteurs tels que cos 79
et sin p9. Les formules (1), (2), (3), du paragraphe permettent d’achever la transformation.

EXeMPLE. — Linéariser Pexpression : A = 16 sin® x cos? x.
D'aprés les forimules (4) et (1) du n°® 169, on obtient ;
| A=16.%(3sinx-sin3x).§(1+cos2x)

= (6sinx —2sin3x) 4 6sinxcos2x — 2sin3 xcos2x

Or : 6sinx cos2x=3[sin3x}sin(—x)] et —2sin3xc082x= — (sind x4 sinx).
Soit : A=06—3—-Dsinx4 (—2+3)sin3x—sindx
Donc : . A=2sinx+ sin3x —sin5 x.

Remarquons que 'on pouvait écrire :
A = 4 sin x (2 sin x cos x)? = 4 sin ¥ sin2 2 x = 2 sin x (1 — cos 4 x).
= 2sinx — 2 sin x cos 4 ¥ == 2 sin x — [sin 5 % 4 sin (— 3) «].
Soit : A=2sinx+ sin3x —sin 5 x.

EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C

173. Définitions, — Un polynéme 2 une indéterminée X :
P(X)=ao+alx+a2X2+ -I-a,,X"

est dit réel si tous ses coefficients sont réels, complexe lorsque certains de ses coefficients sont
complexes,

Lorsqu'on donne 2 X une valeur numérique complexe 2€C, le polynéme (réel ou
complexe) P(x) prend une valeur P(z)eC. Toute valeur aeC telle que P(a) = 0 est un zéro
(ou une racine) dans C, du polynéme P(x), ou de P'équation P(X) = 0.

Ainsi pour a 7% 0, I'équation du 1er degré : az + b = 0 admet la racine : &' = —

ISR RS

et le bindme az + b s'écrit a (3 —2').
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174. Equation du second degré a coefficients complexes : as? + bz + ¢ =0 (1)
Nous supposons ¢ # 0. Le trinéme f(2) = az® + bz + ¢ s’écrit :

j@=a[ttistl] > @ =afs+g) -5

et l'expression A = b2 — 4 ac est le discriminant de f(2).

(2)

ler Cag:A = b*—4ac = 0.— Le trinbme f(2) = a(z + Eb—é)z, admet la racine double

I

—_ ;-a etg’éerit :  f(2) = a(z — 2')? )

zl

2¢ Cas : A =5 — 4ac£0. Le nombre A admet toujours dans C, deux racines
opposées -t r et on obtient :

el 2] = olrtE) )

Le trindme f(2) admet deux racines distinctes :

, —b—r , —b4r ) _=b4r
¥ == et 3 = —p > R == 4
et g"écrit sous la forme : l f(2) =a( (5)

175. Equation a coefficients réels. — Dans ce cas le discriminant du trinéme
f(z) = az? + bz + c est un nombre réel : A = b? — 4 ac, nul, positif ou négatif.

10 A = 0. On obtient comme ci-dessus la racine double réelle : 3' == _ fbé_.

20 A > 0. Le nombre réel positif A est le carré du nombre réel r = /A et le tri-
néme f(z) admet deux racines réelles distinctes.
z,=:i:r\/’_3 et z"::-__b;‘;\/A s z=_—_b_:i:_\§/_a_"'_4‘i‘f. (6)
39 A < 0. Le nombre réel négatif A admet, dans C, deux racines imaginaires opposées
+ #4/= Aet pourr =iy/—4, on voit(formules4) que le trinébme admet deux racines distinctes
complexes confugudes : )
,_ —b—iy/TR ., _—btiy=A____—btiyim—P
F=—gy — = 2a = 2a Q)

En résumé :

176. Théoréme. — Toute équation du second degré f(2) = azt + bz + ¢ =
admet dans C, deux racines distinctes ou confondues % et 3 etle trm6me
f(2) sécrit : f(z) =a(s—2)(z — 2").

Notons que si b == 2 §’, on pose A’ == b'2 — ac = 7' et les formules (4) du n° 174
Y ®)

a

deviennent : 8 = —

D’autre part 'identité :
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(z;—z’)(z—z")aj’—f;g-)- ou z”——(z’+z")z+z’z"sz’+§z+%

¢
implique : AR =— 33" == 9)

et réciproquement : si deux nombres complexes 2’ et 3" vérifient ces relations (9); ce sont
les racines du trinéme : f(2) = az®*+ bz + ¢.

1771. Exemples. — 1° Résoudre Uéguation: 2* — (6 —4i)3 4 5 — 12i =0,

On calcule : AN=3-2i—-0-12)=9—-4—-12i—-54+12¢{=0.
L’équation admet la racine double : z =3 — 21,

20 Résoudre Iéquation réelle : x2 — 6x - 13 = 0,

On obtient : Al=9—13= — 4= (2
L’équation réelle ¥ — 6 x + 13 admet deux racines complexes conjuguées :
® =32 et x”-—3+2t
On vérifie que : 4+ x"=6 et (3—2:)(3+2t)—9+4-—13

[Se rappeler que : (@ 4- b) (@ — ) = a* — (1b)? = a® + B*).
30 Résoudre : (1 + )22 —4(1 4 2é)2 - 25 4 214 =0.
1_1|_i=1;i-0nobtient:
2 —~23+NH2423-2i=0,
=@+iP—-Q23—-2)=8+6i—23+2¢i=—154 84,
Cherchons une racine carrée & - iB de A':
o —PBl= — 15, aP =4 et a4 P® = /152 | 8% = 17 ==> o = 1, B? == 16

Soit: = 1; B =14et A" == (1 + 41)% Les racines sont donc :
2=34 it (1+44)) => =445 3"=2—-34

Commengons par simplifier en multipliant par

178, Généralisation. — Les principes de factorisation dans R d’un polyndéme réel,
s'étendent dans C, aux polynémes 2 coefficients complexes :
P(a) = 0 = P(3) = (2 — a) Q(2).

On pourra vérifier que tout polyndme réel qui admet une racine complexe « et admet
la racine complexe conjuguée a et est divisible par le produit réel : (2 — o) (s — ). Il
est donc possible de résoudre dans C toute équation ou systéme se ramenant au second
degré. Se rappeler que I’équation bindme 3™ — a4 = 0 admet dans C les # racines : a, ak,

ak.., abrt ob k= cos 2% 4 isin ?.’5 (a0 164).

EXEMPLES : 10 Résoudre l'équation: 3® — 322 4+ 32 —9 =0,

Cette équation 8’écrit : (z — 1) == 8 = 23, En désignant par 1, J et j? les racines cubiques de
I'unité, on obtient pour z — 1 les trois valeurs2, 25 = — 1 4 i4/3, 2j3= — 1 — i 4/3. D’o1 les
trois racines en z @

#=3;3 =iy/3 et 2= —iy3.
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20 Résoudre équation : f(2) = 2% — 63% + 132 — 10 = 0.
On vérifieque f(2) =8 — 24 }- 26 — 10 =0 etque f(2) = (2 —2)(z® — 4z + 5).

D'oltles 3racines: 2,2+ i et 2 —14.

3° Résoudre Iéquation : 2* — (11 — 10¢) 3% — 50; = 0.

A = (11 —104)% 4 200 == 21 — 20f = (5§ — 2{)? ==> 3?2 =
=8 —67 ou 3 —4i ==> 4racines + (3 — 27). et

11 — 10 - (5 — 2)

2
+Q@—)

soit :

APPLICATIONS GEOMETRIQUES DE C

179. Mesure complexe d’un vecteur. — Par définition, dans le plan complexe,
la mesure complexe [AB] du vecteur AB est 'affixe Z du point M tel que (fig. 43): OM = AB

Or Pégalité OM = AB = Xu -+ Yo montre que :

[AB] =Z = X +iY = (xp — x5) + i (¥ —ya) = (%8 + &yp) — (¥a + ¥a) = 25 — 2.
D’autre part, le module p de _[213] est égal 23 OM = AB et 'argument 6 de [AB] est

P'angle polaire (Ox, OM) = (Ox, AB) = 65,

La mesure complexe [AB] d'un vecteur AB du plan complexe est
égale a l'affixe de son extrémité, diminué de Paffixe de son origine. Elle

a pour module ¢ = AB et pour argument 0 = (Ox, AB) = 0%

[AB] = 25 — 2, = (AB, 03

On dit que p = AB et 0,3 = (C-);c, K_ﬁ) sont le module et 'argument du vecteur AB.
Toutes les relations entre des mesures algébriques de vecteurs sur un axe se généra-
lisent pour des mesures complexes de vecteurs dans le plan complexe.
Quels que soient A, B, C, D ou M dans ce plan, on obtient ainsi :
[AB] + [BC] + [CA] = 0 et [AD] = [AB] + [BC] + [CD] (Chasles).
[AB] [CD] + [AC] [DB) + [AD] [BC]) = 0 (Euler).
[MA})2. [BC] + [MB]:. [CA] + [MC]?. [AB] -} [BC] . [CA]. [AB] = 0 (Stewart).

Si M est le milieu du segment AB, on obtient : [OM) = %([OA] -+ [OB)).

L’affixe z du point M(2) est la mesure complexe [OM] du vecteur OM.Si AetB
sont les points d’affixes 1 et #, on obtient : [#] = [OA] = 1 et [o] = [OB] = i.

180. Rapport complexe de deux vecteurs, — Le rapport de deux vecteurs du plan
complexe est par définition le rapport de leurs mesures complexes. Donc (fig. 43) :
- AB; 0. e s
[AB) _ =y —ay _ (AB3i05) (&8 (cw, 7))

T [CD) T &y — 2 (CD; 0;»”)' —\CcDh’

AB
&b
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. ‘ AB AB
Le rapport complexe &g @ pour module ¢ = D € pour argument
8 = 03, — 0z = (CD, AB).
A’
\Y AY

Jp[—~——--""—7 B’ C

Yp----M

yAL & A B
&

0] 0]

Fig. 43. Fig. 44.

e ~T . . » o
Si AB et CD ont méme direction, on retrouve la définition connue. D’autre part :

AB _A'B AB AR B S (AR e
=== <= p=ig (AB, AC) = (AF", A'C") (fig. 44).

Ces relations ne sont autres que les relations caractéristiques de la similitude directe
des triangles ABC et A'B'C’,

1\—B> e —— e ——
C:D =k <= AB = kCD. On dit que AB est le produit de CD par le complexe k.

Donc(ﬁg.32):‘5=i;4 etﬁﬁ:x;+y;):(x+zy);t =>| OM = z2
De méme (ﬁg. 35) M W == 2122; = zl CTM—; == ZEOMI.

Si k==(p, ) le vecteur OM' = kOM est le transformé de OM dans la similitude
directe (O, ¢, 0) ou (O, k) de centre O, de rapport ¢ et d'angle 6 (fig. 45).

~— Soient C et D deux points donnés du plan complexe (fig. 46). Coupons en A et B la bissec-
trice intérieure O\ de I'angle COD par le cercle centré en « sur sa bissectrice extérieure Op. et passant
par C et D. Ce cercle recoupe la droite OC en D' symétrique de D par rapport 2 Op. Les similitudes

OAC OAC _ ( OBC

inverses et OBC entrainent les similitudes directes : f et
OD'B OD'A ! “Jobpa * | opB

— ~— ——te —_—
soit om = 9D . OB _ O, qui équivaut  [OA]® = [OB]® = [OC). [OD].
B

o¢C OA o0

— — ——— g
Les vecteurs opposés OA et OB sont dits moyens proportionnels entre OC et OD,
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Nous n’insisterons pas davantage sur ces notions qui permettent de remarquables
démonstrations de géométrie plane et dont on trouvera quelques exemples en exercices
(n°* 268 a 280).

A
y Mk z)

Il 2
-~ .

M)

P (k)

-Fig. 45. Fig. 46.

181. Conclusion. — Dans la théorie des nombres que nous achevons ici, nous sommes
partis d’un ensemble N dans lequel étaient définies les trois opérations algébriques directes :
addition, multiplication, élévation 2 la puissance n. Afin d’obtenir un ensemble admettant
dans tous les cas les opérations inverses : soustraction, division et extraction d’une racine
n*"¢, nous avons été amenés A définir’ successivement I'anneau Z puis les corps Q et R
et enfin le corps C dans lequel toutes ces opérations sont définies. On ne peut aller plus

_loin et étendre le corps C. On dit qu’il est algébriquement clos.

EXERCICES
237. Linéariser cos? x, sin” x, cos® x et sin® x.

—— Linéariser les expressions :

238.¢1° 8 sin® x cos x ¢ 2° 12 sin x cos® x * 30 24 sind x cos x
239,410 32 sin® x cos® x 20464 sin® x cos® x * 30 80 sint x cos® x»
240210 16 cost x sint x 20432 cos® x sin® x + 30 128 sin® x cos® x

241, On considére les deux sommes :
Pr== cosx 4 cos2x -+ cos3x + ... -}- cosnx.
Q =sinx 4 sin2x + sin 3x 4 ... + sin nx.

10 Linéariser chacun des produits partiels de 2 P sin g et2 Qsin g Ecrire chacune de ces expres-

sions sous la forme d’un produit.
20 En déduire P et Q. Vérifier par récurrence les résultats trouvés,

242.41° Démontrer que : P == (1 - cos & + ¢ sin x)* == 2% cos® g (cos -'; + i sin 1’-—;)

20 On considére les deux sommes : .
A =1+ Clcosx+ C2cos2x + ... 4 CBcos nx.
B= Clsinx + Clsin2x + ... 4 Clsinnx.
Etablir que A + B = P et trouver les valeurs de A et B. Vérifier par récurrence.
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30 En déduire une expression de tg %a_c Vérifier la valeur trouvée pour n = 3,

243. Résoudre les équations ou zeC. )
1083 —i=0 2058 —-2(1+i)=0 3022481+ i3 =0.

244, Démontrer que Péquation : 22+ 32+ 5 - 1 ==0 équivaut au systtme 2*—1=0;
2 # 1. Résoudre cette équation.

245, Résoudre d’une fagon analogue 2 celle de ’exercice précédent les équations suivantes :

108 — 2%+ 2—-1=0, 2044 2241=0.
3028 AL 2 —1=0. _ 494+ B4 24+ 54-1=0.
50 28} 28| 281524 1=0. 60 28 2t f B b 22ty +1=20,

246, Résoudre Péquation : P(x) == x* — 8 x% — 8x | 15 = 0 sachant qu’elle admet deux
racines entieres et décomposer P(x) en un produit de quatre facteurs du 1°r degré.

— Résoudre les équations suivantes ol 2€C :

247 3 —D)z42—3i=0. <248, (5—2i)5 -+ 4—7i=0,

249. 24+ @ —i)e42(1—9) =0, 250, 22—2( e+ 2i—1=0,
251, 22— (4 —)z+4+10—7i=0, v 252, 22— (124 1+ i=0.

253, 22 — (11 + 5i) 2 + 24 — 27 i = 0. - 254, zz—-3(1+i)z+3i—<‘2=0.
255, 22 — (3 — 2i) g+ 5 —i=0. 256,28 —~32—2i=0. -

257, A —228cos g+ 1= 0. 5 258, i®+ (1 —5i) a2+ (6i —2)5=0.

259, (22~ 82)* 4+ 40(22 —82) + 375=0. . 260. 5(x*+1)—4(3+i) (*+ 2)+1022=0.

261. Résoudre le systtme ou ¢ désigne un angle donné,
a4 yi=1
@+ )"+ (¢~ dy)* = 2 cos ¢.

262. 1° Démontrer que ’équation : (3 — i)* — (z -+ #)® = 0 est une équation de degré n — 1
admettant (# — 1) racines réelles. Déterminer ces racines et construire leurs images.

20 En est-il de méme de l'équation (2 — i)* 4 (2 + i)® = 07 Interpréter le résultaten considé-
rant ’équation (& — )2 — (x 4 )2" = 0,

30 Résoudre les équations obtenues pour 7 =4, 6 et 12,

263. On considire le systéme :

x4y z=a; yetsxt+axy=2>% xyz = ¢ 1)
10 Démontrer que les 3 nombres x, v, = sont les racines de la méme équation en Z:
8 —azx?t by —~c=0 )
2° On suppose a == b == 0 ¢= — 8. Calculer x, y et 3.

264, On donne le systéme : .
x+y+z=4 X2yt 2t =4 et x4 38 4 B =12,
Calculer les expressions xy + y2 4 2x et xyz pour se ramener au systéme (1) de P'exercice
précédent, et en déduire 'ensemble des 3 nombres %, ¥, 2.

265. 1° Résoudre léquation : 2% — 2 m2® | 2 mkiz — k* = 0. .
Montrer que ces racines a, b, ¢, d vérifient la double relation
a% = b? = cd.

20 Construire les images de ces racines connaissant les images A, B et I des nombres complexes
k, —k et m

266. Soient ¥ = x - iy et 2z = x — iy les affixes des points distincts M et M. Pour a réel,
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déterminer le lieu de des deux points lorsque : - _
2 —3az® + 4 a2 = 2* — 3 az? } 4 at2,

267. 1° Calculer les puissances successives de # = x - iy, En déduire les puissances de
Z=x— iy

20 Soit P(2) = az" 4 ay2"1 4+ ... + a,-2% + a, un polyndme A coefficients réels; montrer que
P (x + iy) et P (x — #y) s’écrivent :
PE+i)=A@y¥™+iyBx ) et Plx—iy)=A(x,y%) — i B (x, ).
3° En déduire que si 3, = o + i est une racine de P(2), il en est de méme de # = « — if.

En posant P (2) = (2 — 2,) (¥ — ;) Q () montrer que les racines = et zl ont méme ordre de multi-
plicité,

- 268, On donne dans le plan complexe les points A et B d’affixes g et b.

19 Trouver le lieu géométrique de M (2) lorsque le rapport complexe g—-—é a un module constant
MB

k ou lorsqu’il a un argument constant 0,

——

20 Construire le point M sachant qué -M;:-A: =2A(k,0) #1.
MB

269. Soient A (a) et B (b) deux points donnés dans le plan complexe.
1o Construire C (c) et D (d) tels que : P e I

2° Montrer que A et D sont symétriques par rapport 2 O et que les trois triangles OAB, COB
et CDO sont directement semblables.

3° Onposeb =a+ Auol ueC et ol X est un paramétre réel, Trouver les lieux de B et C et
montrer que la droite BC enveloppe un cercle de centre O.

270. On considére dans le plan complexe un triangle équilatéral de sens direct ABC. On dési-
gne par 4, b, ¢ les affixes de A, B, C et par 1, j et j%les racines cubiques de Punité : j = (1 )

10 Etablir la relation @ + jb + j2% = 0. Ftudier la réciproque.

2° On construit les triangles équilatéraux de sens direct BOD et OCE. Quelle est la nature du
quadrilatére ADOE ?

3° Montrer que les trois triangles OBC, DBA et EAC sont directement semblables.

271, En utilisant la propriété établie au 12 de I'exercice précédent :

10 Déterminer = de fagon que les images de ¢ i, 2 et iz soient les sommets d’un tnangle équilatéral
de sens direct.

20 Etablir I'identité : 3 + 5 4- 2® — 3 abz = (z +a + b) (» + ja + j®) (z + 7% + jb).
Connaissant les points A et B d'affixes a et b, construire les images des racines de 1’équation :
2* — 3 abz + a® + b* = 0. Peut-on ramener 3 cette forme I’équation 2® -} pz + g = 0 otr p et geC?

272, Soient trois nombres complexes «, B, 7 tels que « + B + v = 0.
1° Pour qu un tnangle ABC ait ses cotés BC CA et AB propottionnels & «, 3, et ¥y il faut et il
suffit que : « OA + BOB W+ '\(OC
. —_— — —_— Y
20 On suppose cette relation vérifiée et on construit : OD = — = OB et OE = ~ OC. Quelle
est la nature du quadrilatére ODAE?

30 Comparer les trois triangles ABC, DBO et EOC ainsi que les trois trlangles OBC, DBA et
EAC.
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273, 1° Démontrer que la condition pour que les points A (a), B (b) et C (¢) du plan complexe
soient alignés s'écrit : a -+ Ab— (1 4+ A)¢c = 0 avec A€R.

29 On considére les points fixes A (1), A'(— 1), B (i) et les deux points variables M (2) et P (i2)
. — —_—
A PB . . . , .
alignés avec B, Calculer les rapports % et = et en déduire les lieux géométriques de M et de P.
PA
1 oye o~
3° Trouver les lieux de N(E)- de Q(;.;)' de R miilieu de NQ, et montrer que le vecteur QN a une

projection constante sur Ox.

274. Soient D, E, F les milieux des c8tés BC, CA et AB du triangle ABC (de sens rétrograde),

— > — > —e > L > > — o >

On pose : BC = 24,CA = 2bet AB = 2¢ eton construit les vecteurs DM = {g, EN == /b et FP = {c,
10 Calculer en fonction ded et ¢ les vecteurs DN et I?I” puis leur rapport.

20 Méme probleme pour les vecteurs MA et NP. En déduire que les trois droites AM, BN et CP
sont concourantes,

30 Montrer que les deux triangles ABC et MNP ont méme centre de gravité G.

275. On considére un triangle ABC et une transversale A'B'C’ coupant respectivement BC, CA
et ABen A’, B et C'. Soient.a, b, ¢, @', ¥, ¢’, les affixes des six points A, B, C; A’, B/, C’.

1° Montrer qu'il existe un point unique ® (3) tel que : (¥ — @) (z — a') = (¥ —b) (z — b').

20 Comparer les triangles wAB et @B’A’ (ou wAB' et @BA’) et montrer que les 4 cercles ABC,
AB'C/, A'BC’ et A’B'C concourent en ,

30 Comparer les triangles ®CA et ®A'C’ (ou wCA’ et ®AC') et démontrer que :
WA.0A" = 6wB.wB' = uC.u C’
et que les 3. angles (wA, mA'), (o)B, o:B') et (o)C, o)C') ont méme bissectriee intéricure.

276, On désigne dans le plan par [ABCD] le birapport complexe — aa 21_}

CB DB
10 Exprimer ce birapport en fonction des affixes a, b, ¢, d des 4 points A, B, C, D. Démontrer

AC.BD —
7\%—5(-3 et pour argument (DA, I—Sﬁ) —(EA, Eﬁ) Comparer ee dernier 4 I'angle
en A des arcs orientés A/D\i?. et ACi3

2° Si [ABCD] est réel, les points A, B, C, D sont cocycliques (ou alignés) et si [ABCD] est ima-
ginaire pur, les cercles ABC et ABD (ainsi que les cercles AGD et BCD) sont orthogonaux.

3¢ Construire D connaissant A, B et C et le birapport [ABCD] = £ (ke Q).

qu'il a pour module

277, Quadrangle harmonique. — Si —(-:é = — P—é le birapport complexe [ABCD] est égal 3 — 1
CB DB

et le quadrangle ABCD est dit harmonique.

10 Montrer que A, B, C, D sont cocycliques (ou alignés) et que leurs affixes a, b, ¢, d vérifient 1a
relation ¢ (a + 8) (¢ + d) = 2 (ab + cd).
20 Soient I et J les milieux respectifs de AB et de CD. Etablir les relations entre mesures eomplexes :
2 1 1 _ _ . [JA] _ [CAF [DAP
{8 " {ac) T fApy  UAF =UBF =UCHIDE iy = (555 ~ (oBp
[CAI[CB] = [CIN[CD};  [ACP + 2[AJI[CI] = 0; [AB}* + [CDP = 4[IJP
et leurs conséquences métriques ou angulaires, Etudier les réciproques.

39 Etablir la similitude directe des trois triangles IAC, 1DA et BDC. Donner trois autres groupes
de triangles analogues.

4° On pose (AC AD) (IC IB) = 0, ftabllr que CA? = 21C.JA et CB? = 2IC.]B et en
déduire que : JA - JB = IC 4+ ID et JA — JB = AB cos 0.
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278. On donne Péquation a coefficients complexes : az? | bs | ¢ =0 1))

12 Montrer qu’on peut P'écrire sous la forme 22 — 2 mz 4- k% = 0 et qu'elle admet deux racines
2' et 2" égales & m L p en posant p? = m? — A2,

20 On désigne par M, I, A et B les points d’affixes respectives 2, m, k et — k, Montrer que Péqua-
tion (1) équivaut 3 : [IM])? = {IA] [IB].

3° En déduire une construction géométrique des images M’ et M” des racines &’ et 2”.
279. On considére deux points fixes A et B d’affixes réels -+ a et — a et deux points variables
M(2) et N(z") tels que : [AM] [BN] = k (constante complexe donnée).

1¢ Démontrer qu'il existe 2 points E et F symétriques par rapport 3 O milieu de AB, tels que:
[AE] [BE] = [AF] [BF] = k., Nature du quadrilatére AEBF?

20 Comparer les triangles AME, BEN et FMN ainsi que les triangles AMF, BFN et EMN,
3¢ Soit R le point tel que [MO] [MR] == [MA] [MN], Démontrer que : [OE])? = [OM] [OR]
et en déduire une construction géométrique de E et F,

280. Dans le plan complexe on considére les points F (c) et F’ (— ¢) de Paxe réel avec ¢ > 0
et deux points variables P(z) et Q(3’) tels que 22’ = ¢% avec & = A (cos 0 + i sin 0).

12 Si M désigne le milieu de PQ établir que : [PF]? = 2 [OP] [FM] et [PF’]? = 2 [OP] [F'M).
2
En déduire que : MF + MF’ = OP + OQ = A + ;— et | MF —MF’| = 2¢cos 6.

2° On suppose que MF + MF’ = 2 a (constante réelle) et on pose b2 = a® — ¢% Déterminer
en fonction de a, b, 0 les affixes de P, Q et M puis les lieux de P et de Q.

3% On suppose que | MF — MF’ | == 2 g (constante réelle) et on pose b2 = ¢ — a2, Déterminer
en fonction de a, b, ¢, A les affixes de P et Q, les lieux de P et Q et enfin, en posant A = ¢ 1g (%’ + ‘%)

déterminer I'affixe de M.,




LIVRE 1l : ARITHMETIQUE

9¢ Legon

CONGRUENCES DANS Z

182. Divisibilité dans Z. — Sia € Z et si b€ Z*, il n’existe, en général, aucun entier
relatif g, tel que a == bg (n° 58, 10). Lorsqu’il en existe un, il est unique; on dit alors que
q est le quotient exact du dividende a par le diviseur b, que a est un multiple de b, que b est
un diviseur de a ou que b divise 4, ce qu’on note : bla. Ainsi : — 5|35 car 35 = (— 5) X 7,
mais la division de 36 par (— 5) est impossible. Remarquons que b|a <==> |b| | |al.

183. Propriétés de la divisibilité dans Z,

1° Tout entier relatif qui divise les termes d’une somme algébrique
d’entiers relatifs divise cette somme.

Soitdans Z: s = (a + b — ¢). Les relations : a = xg; b = x¢'; ¢ = x¢" ou
¢ q,q9"€ZetxeZ" entrainent: s = x (g + ¢ — ¢"). Donc:

xla; «b; xlce=—>x|a+b—ec

20 Si Pentier relatif x divise Uentier relatif a, il divise tout multiple
de a.

Les relations : b = aq’ et a = xq entrainent : b = x(gq'g). Donc :

x|a et a|lb == x|b.

11 en résulte que si » divise 2 la fois a et b, il divise tout entier relatif de la forme :

aa -+ BbouxetP e Z.

184. Remarque. — 1° Les définitions et propriétés précédentes restent valables dans
I'ensemble N des entiers naturels.

20 Si ¢ est le quotient exact de 4 par b, c’est aussi celui de (— a) par (— b). En te
qui concerne la divisibilité dans Z, on peut donc supposer que le diviseur b appartienta N*.

185. Ensemble des multiples de » dans Z. — Si # = 1, I'ensemble des multiples
de 1 est Pensemble Z lui-méme. Supposons que # soit un entier naturel supérieur a 1.
L’ensemble E de ses multiples dans Z est la suite : ,
we —kn; — (B — Vn .. —2n; —n;0;n;2n; 30 kn; (R +1)n,.. kel
Tout entier relatif a4, ou bien appartient 3 E, ou bien est compris entre deux éléments
successifs de E ; Yae Z: JgeZ: '

m<La<ng+t+l <= 0<a—m<n
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L’entier naturel r = a —nq et Uentier relatif q sont respectivement
le reste et le quotient a une unité prés par défaut, de la division de a par n.

Le reste » n’admet que 7 valeurs distinctes : 0; 1; 2; 3;...2 — 252 — 1,
Ainsi pour 7 = 5, tout entier relatif a est de la forme :
a=5¢g;a=5+1;a=5+2;a=5¢+ 3o0ua=>5¢+ 4
186. Congruence, modulo 7, dans Z, — Les entiers relatifs a et b sont
congrus (modulon) si la différence (a — b) est divisible par Uentier natureln.
On note : a = b (modulo 7) « @ congru 2 4, modulo 7 » et :

|aEb(modn) <= a——-b:nq] ge Z

L’entier naturel 7 est le module de la congruence.

Ainsi : 52 == 17 (modulo 7) car : 52 — 17 =35 =7 X 5.

La relation de congruence & est une relation d’équivalence dans Z (n° 6) :

10 Elle est réflexive : a —a =n X 0,

20 Elle est symétrique : (@ — b) = ng==> (b — a) = n (— q).

30 Elle est transitive: (a —b) =mnget(b—¢) =ng =>a —c=n(q + ¢').

Notons que : Inla <= a=10 (mod n)l .

187. Théorémes. — 1° Tout entier relatif a est congru, modulo n, au
reste de sa division par n.

Car: a — r == ng (n° 185).
Ainsi : —45=06 X (— 8) -+ 3 => — 45 = 3 (mod 6).

2° Pour que deux entiers relatifs. soient congrus, modulo n, il faut
et il suffit que leurs restes dans la division par n soient égaux.

Eneffet:a=bja=retb=1r => r=¢ a=p yr —r' = nk;
etir=ria=rib=r=>a=0),

Mais : 0 < |r — 7| << n— 1 montre que :#» — ¢’ = nk <==>k =0, donc que

=y ==y,

188, Ensemble des classes résiduelles, modulo 7. — Larelation R, de congruence
modulo 7, détermine une partition de Z en classes d’équivalence dont l’ensemble est
I'ensemble-quotient %, que I'on note;lz- et que I'on nomme « ensemble des classes résiduelles
modulo n »,

En effet, tout entier relatif est congru (modulo #) A son reste » dans la division par n.

L’ensemble;lz- contient donc 7 éléments distincts que l’on note : 0;1; 2..n— 1.

Ainsi: gen —p<—>a=n—p (modn).
Plus généralement, les 7 classes résiduelles modulo 7z peuvent étre définies par z entiers

relatifs successifs : % est défini par 0, 1,2, 3, 4oupar —2, — 1,0, 1,2 car: =2 =J et

'...._]=4-—puisque —ZESet——lE4(mod5).
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Notons que, dans une suite de # entiers consécutifs, il en existe un et un seul congru a
0 modulo », donc un seul divisible par .

ADDITION DANS %

189, Théoréme, — La somme membre ¢ membre de deux congruences
modulo n, est une congruence de méme module.

Soient:a=a'(modn) (1) et b= b (modn) (2).
Le module 7 divise a — a’ et b — b’ (n® 186), donc leur somme (a + b) — (a’ -+ &'),

ce qui montre que : a + b = a' + b (mod #). On peut donc ajouter membre 3 membre
les congruences (1) et (2). Plus généralement :

a=a, bs=sb,c=c=> a+b+c=a + b 4 ¢ (mod n).
En particulier, si 7 et 7’ sont les restes de la division de a et b par n :
a+b=r-r (modn)

Il en résulte (n® 187) que a + b etr + ' ont méme reste dans la division par »;
cette propriété 8’étend aisément aux sommes de plusieurs termes :

190. Théoréme. — Le reste de la division d’une somme par Pentier

relatif n est le méme que celui de la somme des restes de chaque terme
par n.

De 249 = 6.(mod 9) et 41 = 5 (mod 9) on déduit : 290 = 6 + 5 = 2 (mod 9).

191. Addition dans % — Soient 1, 2, .. @, v, B, ... 77 — 1 les éléments de —Z;t :

ae;;be—f%<-=>a5ocetb:_—=(3(modn)-—-,=>a+bEu—[—ﬂ.
Donc, a + b et « -+ B appartiennent 2 la méme

classe résiduelle y. Onnotey = « + B. A toute addi- — 011123 i 5
tion de deux entiers relatifs a et b, on associe ainsi 0 {0 |1 {2 (3|4 |5
Paddition des éléments et B correspondant 2 a et b AVT 234l 5 0
Z ) —_—f
dans —- 2123 [4([5]0]1
PuawrLs : Pour = AEEE e
6 8§e2etl0ed—>8+10¢c0 41415]0]1]2]3
car ===
- = = 0 4
84 10=2-}4=0.0nen déduit : 2 + 4 = 0. 513 1123
Il en réselte que P'addition dans % est une loi de Fig. 47.

composition interne possédant les mémes propriétés que l'addition dans Z; elle est
. commutative, associative; I’élément neutre de P'addition est 0 et 'opposé de « est n — a,

L’addition confére a l’ensemble% une structure de groupe abélien.
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On peut vérifier ces propriétés a la lecture de la table d’addition dans -ZS (fig. 47).
On y lit par exemple : 3 _ _ _
O+B=BH+@=0
@+ @+ =2+F+T =1

MULTIPLICATION DANS 2.

192. Théoréme. — Le produit membre @ membre de deux congruences,
modulo n, est une congruence de méme module.

Soient : a4 = a' (mod n) (1) et & = b' (mod n) (2).
On peut écrire : ab — a'b' == a (b — b') + b'(a — a').
Le module # divise (b-- b') et (a — a') (n° 185), donc aussi a (b —b") + &' (a — a') (n° 103).

Donc : ab = a'b' (mod 7). On peut donc multiplier membre A membre les congruences
(1) et (2). Plus généralement : a = o', b! = b; ¢ = ¢' = abc = a'b'c' (mod 7).

En particulier si r et r' sont les restes respectifs de a et b par # :
ab=nr' (modn).

11 en résulte que ab et rr' ont méme reste dans la division par #; cette propriété s’étend
aisément 2 un produit de plusieurs facteurs. :

193, Théoréme, — Le reste de la division d’un produit par n est le méme
que celui du produit des restes de chaque facteur par n.

ExempLE ; De 47 = 2 (mod 5) et 113 = 3 (mod 5),
on déduit : 47 X 113 =2 X 3 = 1 (mod 5).

194. Corollaire. — En élevant a la puissance p les deux membres d’une
congruence, on obtient une congruence de méme module.

En effet : a == b (mod 7) ==> a? == b? (mod n).

ExeMPLES.

10 ypeN : 10 = 1 (mod 9) == 10 = 1 (mod 9).

20 ypeN : 10 = — 1 (mod 11) == 10? = (— 1)? (mod 11).

3¢ a= 4 2 (mod 5) = a*= 1(mod 5)eta = 4 1 (mod 5) = a* = 1(mod 5).
Donc YacZ: at= 1 (mod5)ouat = 0 (mod 5).

195. Multiplication dans % — SoientT, Z,3, ... % vy By ..t — 1 les éléments de %

ac axethe f<—>a=aeth= p(mod #) == ab = («p) (mod 7).
Donc, ab et «f apparticnnent A la méme classe résiduelle ¥, ce quon notey = « 8.
A toute multiplication de deux entiers relatifs a et b on associe ainsi la multiplication
des éléments « et B correspondant 2 @ et b dans -Z';

ExeMpLE : Sin=6: 8§ X 10 =2 X 4 =8=2,0nen déduit2 X § = 2.
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Il en résulte que la multiplication dans % est une loi interne possédant les mémes
Y_ropriétés que la multiplication dans Z; elle est commutative, associative, 'élément neutre est
et la multiplication est distributive par rapport 2 I'addition :
. T \ Z
L’addition et la multiplication conférent d l’ensemble - une structure

d’anneau commutatif et unitaire.

0|1 )12|3]4]5
Onla Zvériﬁe A la lecture dela table de multiplica- e
tion dans % établie (fig. 48) ci-dessous. Tlol 171213 1% 5
On y lit par exemple : 21024024
IxF=FxI=3% 3lotsloysiols
IxIx3=Tx@xPH)=0 Ajoj4l2)0 1412
A+)x5=-CxH+FxH=-2z 21015 1*1312]]

Fig. 48.

On vérifie aussi qu'un élément de —g ne posséde pas toujours un inverse (c’est le cas

de 2, de 3 et de 4) et qu'un produit peut étre nul sans qu’aucun facteur le soit (c’est le cas
de 3 X % par exemple),

CARACTERES DE DIVISIBILITE

196. Par 2 ou 5. — Si o désigne le nombre des dizaines et # le chiffre des unités d’un
entier naturel #, on obtient z = 10d - u et 10 == 0 (mod 2 ou §) ==># = u (mod Zou 5).

Pour qu’un entier naturel soit divisible par 2 ou 5, il faut et il suffit
que le chiffre de ses unités soit divisible par 2 ou 5.

197. Par 25 ou 4, — Désignons par ¢ le nombre des centaines, par d le chiffre des
dizaines, par # le chiffre des unités d’un entier naturel 7 :

n=100¢ + 10 d 4 % et 100 = 0 (mod 4 ou 25) == n= 10d + # (mod 4 ou 25):

Pour qu'un entier naturel soit divisible par 4 ou 25, il faut et il suffit que le nombre formé par
ses deux derniers chiffres & droite soit divisible par 4 ou 25,

198. Par 9 ou 3. — Soient ay, 4;, a,... a,, les chiffres successifs, 3 partir de la droite, de
entier naturel . On sait que (n® 194) : ypeN : 10? = 1 (mod 9 ou 3). Donc :

n = 10%a, 4 10°-'q,_; ... X102, + 10%a, + 10 a; 4- a, =
Gy +ap g + ayp ... -+ a3 + ay -+ ay (mod 9 ou 3).

Pour qu’un nombre entier soit divisible par 9 ou 3, il faut et il suffit
que la somme de ses chiffres soit divisible par 9 ou 3.
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199, Par 11, — Avec les mémes notations que ci-dessus, on sait que (n® 194) :
Y peN : 10° = (— 1)? (mod 11).
Donc :

n=a, X 10° 4 a?_;, X 1071 .. 4 a; X 103 4 a; X 102 4- ¢y X 104 gy =
2 (@) (— 1) (mod 11)

Pour qu’un entier naturel soit divisible par 11, il faut et il suffit que Ientier relatif obtenu en
retranchant la somme des chiffres de rang pair de celle des chiffres de rang impair a partir
de la droite, soit divisible par 11,

Ainsi: 908 160 == (0 + 1 -+ 0) — (6 - 8 + 9) (mod 11) soit 908 160 = — 22 (mod 11)
908 160 = 0 (mod 11). Donc 908 160 est divisible par 11.

DIVISION EUCLIDIENNE DANS N

200. Quotient entier de deux entiers naturels, — Soit b € N*, tout multiple de b
s’écrit bg ol g N (n° 182). L’ensemble E des multiples de b est un sous-ensemble de N qui
constitue la suite suivante :

E = {0;b;2b;3b; .. bq; b(g 4 1;)...}
E est strictement inclus dans N saufsi b = 1; dans cecas E = N.

Tout entier naturel a appartient & E ou est compris entre deux éléments successifs de
E, tels que bg et b(q + 1):

[bg<a<b@+1)| )

L’entier naturel ¢ se nomme quotient entier de a par b. Dans le cas particulier ol
@ = bg, ce quotiént coincide avec le quotient exact de a par b, L’opération qui permet
de trouver ¢ connaissant le dividende a et le diviseur b se nomme division euclidienne (ou
division) de a par b et la différence : r == @ — bg se nomme reste,

201. Définitions. — 1° Le quotient entier de a par b est le plus grand
entier naturel q dont le produit par b soit inférieur ou égal a a.

20 La différence a — bq = r est le reste de la division de a par b.

ExempLE : La double inégalité : 7 X 8 < 60 < 7 X 9 montre que 8 est le quotient
entier de 60 par 7. Le reste est : r = 60 — (7 X 8) == 4.’

202, Théoréme. — Dans toute division euclidienne le reste est inférieur
au diviseur,

Les relations (1) entrainent :
0<a—bg<b soit 0<r<bhbe=>0<Lr<<b—1,
Donc : byLa<b(gt+)=>a=bg+r e r <h,
Réciproquement, @ ==bg +retr <b==> byt r <bg+4betbg < a<b(g41)

L’ensemble des relations (1) équivaut donc a; la_= bg+ryr< bl
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203, Division par un produit de facteurs, — Soit 2 diviser dans N entier # par
le produnt ab. Supposons a < nsinon le quotlent de 7 par ab > n est égal 2 0. Désignons par
¢ le quotient enticr de # par a (¢ = 1) et par ¢’ celui de g par b :

ag<n<alg+1) et by <qg<b(g + 1)

En multipliant nombre & nombre les inégalités : ag < n et bg' < ¢, on obtient :

abgq <ng=> abqg <n (1
En multipliant membre 3 membre les inégalités : n << a(g+ 1) et ¢+ 1 < b(g' + 1)

on obtient :
ng+ 1) <abg+1)(g+1) = n<ablg +1) 2

En définitive :

abqg <n<ab(g +1).

Le quotient cherché est le méme que celui de ¢ par ¢’, méme si ¢ = 0. Cette propriété
s’étend d’un nombre quelconque de facteurs :

Pour obtenir le quotient entier de n par un produit de facteurs, on peut
chercher celui de » par le premier facteur, puis celui du quotient obtenu
par le second facteur et ainsi de suite. Le dernier quotient obtenu est le
quotient cherché.

EXeMPLE : Chercher le quotient entier de 2 527 par 300

Le quotient entier de 2527 par 100 est 25 car : 2500 << 2527 < 2 600.
Le quotient entier de 25 par 3 est 8; c’est aussi celui de 2 527 par 300.

204. Nombre des chiffres du quotient. — Soit ¢ le quotient entier de a par b :

¢ Sq==>bg Sbg —> by’ <a (1)
¢§>q=>q¢2q+1=>0b'2>bg+ 1)=> by >a )
D’aprés le principe de réciprocité : [l:g ; <“~§ Z, f g (3)

En particulier :
101 <a <10 b <= 10" < g S 100

Ceci montre que le quotient ¢ est compris entre le plus petit et le plus grand nombre
de 7 chiffres :

Le nombre des chiffres du quotient est égal au plus petit nombre de zéros qu’il faut écrire
& la droite du diviseur pour obtenir un nombre supérieur au dividende.

ExempLE, — 251 X 10 <4372 <251 X 100 <==~ 10 < ¢ << 100. Le quotient
g de 4 372 par 251 a 2 chiffres.

205. Variation du quotient quand le dividende ou le diviseur varient seuls,

10 Si a varie, b restant constant, la définition du quotient entier (n® 200) montre que
le quotient reste constant si bg < a < b (g + 1) ou qu'tl varie dans le méme sens que a.

20 Soient ¢ et ¢’ les quotients respectifs de a par b et par b’ :
bg<<a<b(g+1); b <a<b(qt1),; b < b entrainent :
bq<a<b’(q + 1) <b(g +1)=bg<b(g'+1)
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Donc: o <b===p g<q + 1 == q<¢'; le dividende restant constant.
St le diviseur diminue, le quotient reste constant ou augmente, si le diviseur augmente le
quotient reste constant ou diminue.

ExeMPLE. — Le quotient entier de 2 527 par 300 est 8 (n®203). Celui de 2 527 par 341

est donc inférieur ou égal & 8; or 341 X 8 = 2728 > 2527 et 341 X 7 =2 387. Le quotient
est donc 7.

206. Théorémes. — 1° Tout diviseur commun au dividende et au diviseur
d’une division est un diviseur du reste.

20 Tout diviseur commun au diviseur et au reste d’une division est
un diviseur du dividende.

10 d|b ==~ d|bg (n® 183) et dla; d|bg==> d|a — bg = r (n°® 183).
20 dlb == dlbq (n° 183) et d|bg; dlr => dla = bg +r (n® 183).

207. Théorémes. — 1° S7 on multiplie le dividende et le diviseur par un
méme nombre, le quotient ne change pas mais le reste est multiplié par
ce nombre.

20 Si on divise le dividende et le diviseur par un de leurs diviseurs
communs, le quotient ne change pas mais le reste est divisé par ce diviseur.

Lesrelations (1):a =8¢ +7; 7 <<b entrainent:
vneN*: an = (bn)q +rn rm < bn (2)
Donc g est le quotient entier de an par bn et le reste est rn,

De méme, si 7 est un diviseur de an et bn, il est aussi un diviseur du reste de an par
bn, qui s’écrit donc 77 et les relations (1) sont conséquences des relations (2).

EXERCICES

— Résoudre dans Z les équations suivantes :

281, x =3 (mod 2). 282, x -+ 2 =4 (mod 5). 283. x + 11 == 2 (mod 9).
284. 5x =1 (mod 2). 285. 7x = 2 (mod 3). 286. 13x =1 (mod 7).

287, 3x - 5 =3 0 (mod 2). 288, 4x — 3 = 7 (mod 6). 289. 5x — 9 =13 (mod 11).
290. »% =1 (mod 3). 291, »® = — 1 (mod 5). 292. xf = — 1 (mod 4).
293, x? — 3x + 2 =21 (mod 2). 294, x* — Sx + 7 =0 (mod 3).

295, &® — x =1 (mod 5). 296. 34 x4+ 2 =0 (mod7).

— Démontrer que pour tout entier naturel » :

297. 2n+1)2=1 (mod 8). 298, n® — n=0 (mod 3).

299, 78 — n=0 (mod 5). 300, #’ — n==0 (mod 7).

301, 3248 - On48 =2 ) (mod 7). 302, n(n+ 1) (21 4 1) =0 (mod 6).

303, n(n — 1) (# — 2) =0 (mod 6), 304, # (n? + 2) = 0 (mod 3).
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305. Démontrer que dans une suite de n entiers naturels consécutifs, il en existe un ¢t un scul
divistble par 7.

306. On donne dans N : a = b + n. Démontrer que les restes de la division de a et b par n sont
égaux.

307, Déterminer x pour que le nombre qui s’écrit x 2 x 31 dans le systéme décimal soit divisible
par 11,

308. 1° Déterminer x et y pour que le nombre qui s’écrit 28 x ¥ 5 dans le systéme décimal soit
divisible par 11.

20 Méme question pour que le nombre 34 x 5y soit divisible par 4 et par 9.

309. On donne dans N les nombres a et b tels que a == b. Démontrer l'inégalité @ > 27 ou r
désigne le reste de la disision de a par b.

310. On cffectue la division euclidienne de a par b.
12 Comment sont modifiés le quotient g et le reste  lorsqu’on effectue la division de a - x par b?
(x € Z).

2° Quel est le plus grand nombre entier qu’'on puisse ajouter au dividende a sans changer le
quotient ?

32 Quel est le plus grand nombre entier qu’on puisse retrancher au dividende sans changer le
quotient ?

311, 1° Dans la division euclidienne de a par b, comment sont modifiés le quotient g et le reste r
lorsqu’on ajoute ’entier relatif x au diviseur b ?

2° Quel est le plus grand entier naturel qu’on puisse ajouter au diviseur sans changer le quotient ?
3° Quel est le plus grand entier naturel qu'on puisse retrancher au diviseur sans changer le
quotient ? .

312. Etablir la table d’addition et la table de multiplication dans g puls dans g

313. En utilisant la théorie des congruences, trouver la forme générale des nombres entiers
positifs n tels que Pentier #% - n -+ 1 soit multiple de 13.

314, 1° Déterminer aussi simplement que possible les restes de la division par 7 des sept pre-
miéres puissances de 5 : 5, 52, 53, ey 57,

20 En déduire la détermination des entiers naturels # pour lesquels la division de 19" par 7 donne
pour reste 2,

3o Calculer le reste de la division de 198 par 7,
315, Comment faut-il choisir ’entier n pour que 10" + 1 soit divisible par 117

316, Trouver deux nombres entiers positifs, sachant que leur somme est un multiple de 3 et
que la différence de leurs carrés est égale 2 48.

317. Trouver, sans faire ’opération, le reste de la division de 314 352 par 11. Indiquer et justifier
la méthode employée.

318. En utilisant la théorie des congruences, déterminer la forme générale des entiers naturels »
tels que I'entier n® — n - 1 soit divisible par 7.

319. La division d’un nombre entier a par 64 donne un quotient entier g et un reste ¢°. Déter-
miner les nombres a possédant cette propriété.
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320. Trouver le reste de la division par 8 des nombres : A == 1952 ¢t B = 13% x 2741,

321. Chercher tous les ensembles de trois nombres entiers naturels x, y et z tels que

2=y + 2,
x4y + 2= xyz.

322. 1° Montrer que la somme de trois entiers consécutifs est multiple de 3.

20 Etudier le reste de la division de la somme des # premiers nombres entiers par 3.
30 Quel est le reste par 3 de '-‘—93-2——':—1-)?

323. 1° Quels sont les restes de la division par 4 des puissances successives de 3 ?
Combien existe-t-il de restes distincts?
Comment chacun d’eux se déduit-il du précédent?

2° Comment la suite des restes successifs se présente-t-elle?

324. 1° Montrer que le carré de tout nombre impair est congru a 1, module 8.
2° Résoudre dans N Péquation : 8x 4 1 = y%
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PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR

I. — P.G.C.D. DE DEUX ENTIERS NATURELS

208. Ensemble des diviséurs communs & deux entiers naturels, — Désignons
respectivement par A I'ensemble des diviseurs de I'entier naturel g et par B I’ensemble des
diviseurs de Pentier naturel b. Si a = 0 I'ensemble A coincide avec N*, car tout entier
divise 0. Si @ € N*, Pensemble A comporte un nombre fini d’éléments dont le plus petit
est 1 et le plus grand a lui-méme :

L’ensemble D des diviseurs communs a a et b est I'ensemble des entiers
naturels qui divisent d la fois a et b.
D=AnNnB=BNnA
L’ensemble D n’est pas videcar | ¢ D. Sia =0;6>0:AnB=N*nB =B.

Quels que soient @ et 4, non nuls tous deux, D admet un élément d supérieur 2 tous les
autres, que 'on nomme plus grand commun diviseur (P.G.C.D.) des nombres 4 et b et que
nous symboliserons dans cette lecon par : d = (a; b). En particulier : (2; 0) = a.

Dans ce qui suit, nous supposerons que a et b sont strictement positifs,

209. Définitions. — 1° Le P.G.C.D. de deux entiers naturels est le plus
grand de leurs diviseurs communs.

. ExempLe. — Les diviseurs de 12 sont ; 1, 2; 3; 4; 6 et 12. Ceux de 18 sont : 15 2;
3:6;9; 18, Le P.G.C.D. de 12 et 18 est 6 :

(12; 18) = (18; 12) = 6.

20 Deux entiers naturels sont premiers entre eux lorsque leur P.G.C.D.
est égal a 1. :

a et b premiers entre eux équivaut 2 : (@, b) = 1. Les nombres 8 et 15 sont premiers
entre eux, Ils n’ont pas d’autre diviseur commun que 1.

210. P.G.C.D. de deux nombres dont I’'un est multiple de I'autre.

Soit : @ = k bot k ¢ N*, Tout diviseur de b est un diviseur de a (n® 183).

Donc : BCA==> D=ANB=B==> d={(a; b) = b.

Si b divise a, les diviseurs communs a a et b sont les diviseurs de b
et le P.G.C.D. de a et b est b. .

ExeMPLE. — Les diviseurs communs 3 108 et 12 sont ceux de 12 et le P.G.C.D. de
108 et 12 est 12.
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211. Théoréme. — L’ensemble des diviseurs communs a deux nombres
coincide avec I’ensemble des diviseurs communs au plus petit d’entre eux
et au reste de leur division.

Soit : @ = bg - 7; ¥ < b. Il résulte du n°® 206 que tout élément de A N B est un élément
de B N R et que, réciproquement tout élément de B N R est un élément de AN R. Donc :
AnB=BnR.

EXEMPLE. — 684 = (252 X 2) -- 180. Les diviseurs communs 2 684 et 252 sont les
mémes que les diviseurs communs 2 252 et 180. Les deux couples 684; 252 et 252; 180
ont donc méme P.G.C.D.

212, Recherche des diviseurs communs & deux nombres (Algorithme
d’Euclide).

Soit 7 le reste de la division de a par b, 7, celui de b par 7, 7, celui der parr, et ainsi
desuite. Ona: 7 < b; 7y < r; 7, < ry... Les restes successifs 7, r,, 7; forment une suite
d’entiers décroissants. L’un deux soit 7,,, finit par étre nul :

a=bg+tr; ~ r<b
b=rg +r; n<r
r=ngytry B<n
7= Tyqy 1y 13 <7y
Thaa = Vi G + 73 T < 7pmay

Tp-1 = 7k Q-

11 résulte du théoréme précédent que les diviseurs communs & a et b sont les mémes
que ceux de b et 7, puis de 7 et 7y et ainsi de suite. Ce sont donc les mémes que les diviseurs
communs & 7,_tet 4 7;, donc les diviseurs de 7,. Le plus grand d’entre eux est donc 7,;
C’est-3-dire le dernier diviseur utilisé. Cette méthode de recherche des diviseurs communs
a deux nombres et de leur P.G.C.D. se nomme méthode des divisions successives ou algorithme
d’Euclide.

213. Régle. — Pour trouver le P.G.C.D. de deux nombres, on divise le
plus grand par le plus petit, puis le plus petit par le reste, puis le premier
reste par le second et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on obtienne un reste nul.
Le P.G.C.D. est le dernier diviseur utilisé.

ExeMPLE. — Soit 3 chercher le P.G.C.D. de 684 et 252. On dispose les calculs de
la fagon suivante :

2 | 1] 2 | 2
634 | 252 | 180 | 72 | 36
180 | 072 | 36 | ©
Le P.G.C.D, de 684 et 252 est celui de 72 et 36 soit 36.

214, Théoréme. — Les diviseurs communs a deux nombres sont ceux
de leur P.G.C.D. .

Cela résulte de ce que ANB =R,_; NR, =R,.
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Les diviseurs communs 3 684 et 252 sont donc :
1;2;3;4;6;9; 12; 18 et 36.

215. Théoréme. — Si d est le P.G.C.D. de a et b, celui de ka et kb est kd,

En effet, d’aprs le n°® 207, les restes successifs dans la méthode des divisions succes-
sives sont multipliés par I'entier & 11 en est de méme de l’avant-demnier reste d = r,;
donc : (ka, kb) = k (a, b).

Ainsi 1e P.G.C.D. de 6840 et de 2520 est 36 X 10 = 360,

216, Théoréme. — Sid est leP.G.C.D. de a et b et k un diviseur commun a

b d
aeth,leP.G.C.D. de ]% et ; est i

Les restes successifs et en particulier 7, sont divisés par & (n® 207),

Rlask|b —> (g;%)=l-lé(a,b)
684 252 36

Ainsile P.G.C.D. de < = 114 et de < = 42 et = 6.

217, Théoréme. — Pour qu’un diviseur commun a deux entiers naturels
soit leur P.G.C.D,, il faut et il suffit que les quotients de ces nombres par ce
diviseur commun soient premiers entre eux.

1o Sid=(a; d): (?i’cél) =g= 1 (n° 216)
Les quotients de deux nombres par leur P.G.C.D. sont premiers entre eux.

. a b .
2 Sia = 7 ¥ = 7 sont premiers entre eux :

(@'; ¥') = 1=>(a'd; b'd) =d (n° 215), donc (a; b) = d.

II. P.G.C.D DE PLUSIEURS ENTIERS NATURELS

218. Définition. — Le P.G.C.D. de plusieurs entiers naturels a, b, c... est le
plus grand de leurs diviseurs communs.

Si A, B, C désignent respectivement 'ensemble des diviseurs de a, Pensemble des
diviseurs de & et P'ensemble des diviseurs de ¢, leur intersection A N B N C est 'ensemble
des diviseurs communs 2 g, b, c. Cet ensemble n’est pas vide (il admet 1 comme élément)
et il admet un élément supérieur 3 tous les autres, nommé P.G.C.D. de a, b, c et noté dans
cette lecon (a; b; ¢).

219, Théoréme, — Dans la recherche du P.G.C.D. de plusieurs nombres
on peut remplacer deux d’entre eux par leur P.G.C.D.

Soit u = (a; b). Montrons que (a; b; ¢) = (#; c).

Tout diviseur commun 2 a, b et ¢ divise a et b, donc divise # (n® 216). Réciproquement,
tout diviseur commun 2 # et ¢ divise @ et b (multiples de #), donc divise a, b et c. Les divi-
seurs communs 3 4, b, ¢ sont les mémes que ceux de u et ¢. Le P.G.C.D. de a, b et ¢ est
donc celui de u et ¢, Ces propriétés résultent aussi de ce que 1a loi N est associative :

AnBnC=(AnB)nC=UnC.
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ExempLE. — Le P.G.C.D. des nombres 684; 252 et 27 est le méme que celui de 36
et 27.

Donc : (684; 252; 27) = (36; 27) = 9. Les diviseurs communs a 684; 252 et 27 sont
1; 3 et 0. : "
Cette propriété s'étend 3 un nombre quelconque d’entiers naturels. Ainsi :
(a;0;¢;d) = (u;¢c;d) avec u=(a;b) (u;¢;d)=(v;d) avec v = (u;¢c).
Enfin : (a;b;¢;d) = (v,d) = 8.

220. Théoréme. — Les diviseurs communs a plusieurs entiers naturels
sont les diviseurs de leur P.G.C.D.

En effet : ANBNCND=UnNCND=VnD et les diviseurs communs 3 o
et d sont ceux de leur P.G.C.D. : 8§ = (a; b; ¢; d).

221, Théoréme. — Si 8 est le P.G.C.D. de a; b; c; celui de ka; kb; ke est k3.

Le P.G.C.D. de ka et kb est ku (n® 215); celui d: ku et kd est k8 = k (a; b; ¢). Cette
propriété s’étend aisément 3 un nombre quelconque d’entiers naturels,

222. Théoréme. — Si 8 est le P.G.C.D. de a; b;c et si k est un diviseur

b 8
commun a a; b;c le P.G.C.D. de g; i et'cie est i
LeP.G.C.D. de % et ;—: est 7’: (n°216). Celuide }—Z, % et % est aussi celui deZ— et ;_e’ donc ]2;

223. Nombres premiers entre eux dans leur ensemble. — Plusieurs
nombres sont premiers entre eux dans leur ensemble lorsque leur P.G.C.D.
est égal a 1.

Les nombres 8; 15 et 16 sont premiers entre eux dans leur ensemble. Remarquons
qu’ils ne sont pas premiers entre eux deux 4 deux (car 8 et 16 par exemple ne le sont pas).

224, Théoréme. — Pour qu’un diviseur commun a plusieurs entiers
naturels soit leur P.G.C.D., il faut et il suffit que les quotients de ces nombres
par ce diviseur commun soient premiers entre eux dans leur ensemble.

10 Si 5 = (a5 b5 ¢) : (g%’ %) — 1 (n° 222).

Les quotients de plusieurs nombres par leur P.G.C.D. sont premiers entre eux dans leur
ensemble,

b

. a c
0 v __ 4, 9, 0 __ 0
2 Sla_-s,b_g,c-—8

(@'; b5 ¢') = 1 ==> (a'8; b'3; ¢'8) = § (n° 221) donc : (a; b;¢) = 3.
EXEMPLE, — 8 X 7 = 56; 15 X 7 = 105 et 16 X 7 = 112 ont pour P.G.C.D. 7,

sont premiers entre eux dans leur ensemble :

225. Conclusion. — Il résulte de ce qui précéde que la loi de composition P.G.C.D.
posséde les propriétés suivantes :

Elle est commutative : (a; b) = (b; a) (n® 209).
Elle posséde un élément neutre 0 : \j a € N* : (a; 0) = a (n°® 208).
Elle est associative : (a; b; ¢) = ((a; b); ¢) = (a; (b3 ¢)) (n° 219).
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La multiplication est distributive par rapport & la loi de composition P.G.C.D.
(ka; kb) = k (a; b) (n° 215).

III. APPLICATIONS A LA DIVISIBILITE

226. Théoréme de Gauss. — Si un entier naturel divise un produit de
deux facteurs et s’il est premier avec l'un, il divise Pautre.

L'entier a divise bc et il est premier avec b :
(a;0) = 1==> (ac;bc) =c¢
a divise ac (n® 183) et be, donc il divise leur P.G.C.D, qui est ¢.

227. Exercice. — Trouver les entiers naturels x et y tels que: 5% — 7y = 1.
On constate que xy = 3; ¥y, = 2 est une solution :

?3:7.2211 } <> S5(x—3N-7(—2)=0 <> 5(x—23)

. =7y — 2)
L’entier 5 divise le produit 7 (y — 2); il est premier avec 7. Donc il divise (y — 2);
y—2=05kF, ce qui entraine : 5x =35k 415 soit x=7 k<4 3,
Les solutions cherchées sont : ¥ =7k 4+ 3;y=5k+ 200 keN.

228. Théoréme. — Pour qu’un entier naturel soit divisible par un produit
de facteurs premiers entre eux deux a deux, il faut et il suffit qu'il soit
divisible par chacun de ces facteurs.

10 Si n est divisible par abe, il Pest aussi par a, par b et par ¢ car
n = abeqg ==> n = a(beq) == n = b(acq) == n = c(abq).
20 Supposons que les nombres a, b, ¢ premiers entre eux deux A deux divisent #n :
n = aq,; b premier avec a divise n, donc ag,; il divise ¢, (n® 226) et :

g = bgy => n == abg,; ¢ divise abg,; il est premier avec 4, donc il divise bgy, il est premier
avec b, donc il divise g, et :

g == ¢ ===>n = abcq et n est divisible par abc.
La démonstration s’étend de méme 3 un nombre quelconque de facteurs :
EXEMPLES : 10 6|n <=> 2|n et 3|n.
20 60|n <= 3|n; 4|n; Sin.

229. Théoréme. — Si un nombre est premier avec plusieurs autres, il
est premier avec leur produit.

Soit # premier avec a et avec b : (n; @) = 1 === (nb; ab) = b. Tout diviseur commun
A n et ab est un diviseur commun 2 7b et ab, donc un diviseur de b (n°® 214), donc un diviseur
commun 3 7z et b, Ce diviseur ne peut étre que 1 puisque # et b sont premiers entre eux.,
Les nombres # et ab sont premiers entre eux. Si # est premier avec ¢, étant premier avec
ab, il Vest avec a(bc) = abc et ainsi de suite.

ExemPLE. — 8 premier avec chacun des nombres 7, 9 et 15 est premier avec 7.9,15 = 945,
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PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

I. P.P.CM. DE DEUX ENTIERS NATURELS

230. Ensemble de multiples communs & deux entiers naturels, — Désignons
respectivement par A I'ensemble des muitiples de I'entier naturel 4 et par B I’ensemble
des multiples de P'entier naturel b, Ecartons le cas o @ = 0 qui entraine A = {0}. Sia e N*,
A admet a comme plus petit élément et si b € N*, B admet b comme plus petit éiément,
L’ensemble des multiples p communs 2 a et b est : M = A N B. Cet ensemble M n’est
pas vide car il admet pour éléments le produit ab et ses multiples. Soit m son plus petit
élément. Ce nombre m se nomme plus petit commun multiple (P.P.C.M.) de a et b que nous
symboliserons dans cette lecon par:

m = [a; b].

231, Définition. — Le P.P.C.M. de deux entiers positifs est le plus petit de
leurs multiples communs.

ExempLE. — Les multiples de 12 sont : 12, 24; 36; 48...; ceux de 18 sont : 18; 36;
54... Le P.P,.C.M. de 12 et 18 est 36 :

36 = [12; 18].

232, Théoréme, — Le P.P.C.M. de deux entiers positifs est égal au quo-
tient exact de leur produit par leur P.G.C.D.

Désignons par p un muitiple commun 2 a et b, par a' et %' les quotients respectifs
de a et b par leur P.G.C.D., d :

P =aq = by’ <==>p =da'q = db'q' => a'q =bq'.
b' est premier avec @' (n°® 217) et divise a'q. Donc &' divise g (n° 226) :

q="bk; keN* et p=da'b'k.
Tout multiple commun 2 4 et b est de la forme : p =da'b'k = k %l‘, (1)
Le P.P.C.M. de a et b s'obtient en donnant & % la valeur 1 :
m = [a; b} = %b @

ExempLE. — Le P.P.C.M. des nombres 684 et 252 est (n° 213) :

684 x 252

m= 36 = 4788.

233. Corollaire. — Le P.P.C.M. de deux nombres premiers entre eux est
égal a leur produit.

Si d =1, la relation (2) entraine : m == ab.



PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE 137

234. Théoréme. — Les multiples communs a deux nombres sont les
multiples de leur P.P.C.M.

La relation (1) montre que tout multiple p commun & a et b est de la forme :
p= k%b ==km; réciproquement : p = km == p = kab’ = kba’; donc p est un
multiple commun & a et b,

Ainsi les multiples communs 2 684 et 252 sont ; 4788; 4788 X 2; 4 788 X 3... et ainsi
de suite.

235. Théoréme. — Pour qu’un multiple commun a deux entiers positifs
soit leur P.P.C.M. il faut et il suffit que les quotients de ce multiple commun
par ces deux entiers soient premiers entre eux.

Si a' et b’ sont les quotients, premiers entre eux, de deux entiers a et b par leur
P.G.C.D. d, tout multiple commun p & a et b est tel que : p = da'b’k = ab’k = a'bk (n° 232).

Donc : ? = bk et p = g'k. Le P.G.C.D. de ? et ? est donc & = 2,
a b a m

b
Pour que p soit égal au P.P.C.M. m de a et b, il faut et il suffit que 2 = 1, donc que
les quotients % et ZI; soient premiers entre eux.

ExeMPLE, — Les quotients de 1 470 par 42 et 245 sont respectivement 35 et 6, nom-
bres premiers entre eux. Donc 1470 est le P.P.C.M. de 42 et 245.

236, Théoréme. — Si m est le P.P.C.M. des nombres a et b, celui de ka et
kb est km.

2
En effet : [ka ; kb] = (k’; 'abb) Or (ka ; kb) = kd (n° 215)
2
et : [ka;kb]:kk-idbz-k—:ll—bzkm,

237. Théoréme. — Sim est le P.G.C.D. des nombres a et b et k un diviseur

commun a e etb le P.P.CM. des nombres g et II—; est %

En effet : (‘—l;l—))-:_(nogm) et [_;_ =2 x

II. P.P.C.M. DE PLUSIEURS ENTIERS NATURELS

238, Définition. — Le P.P.C.M. de plusieurs entiers positifs a,b, c... est le
plus petit de leurs multiples communs.

Si A, B, C désignent respectivement 'ensemble des multiples de a, I'ensemble des
multiples de b et 'ensemble des multiples de ¢, leur intersection AN BN C est 'ensemble
des multiples p communs & a, b et ¢. Cet ensemble n’est pas vide car il admet I’élément abe
et ses multiples, Désignons par m son plus petit élément. Ce nombre 7 se nomme P.P.C.M.
de a, b, ¢ et se note :

m = [a; b; c].
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239. Théoréme. — Dans la recherche du P.P.C.M. de plusieurs nombres,
on peut remplacer deux d’entre eux par leur P.P.C.M.,

Soit # = [a; b]. Montrons que : [a; b; ] est égal & [u; c] :

Tout multiple commun 2 a, b, ¢ est un multiple commun 3 @ et b donc un multiple
de u (n° 234). Réciproquement, tout multiple commun 2 « et ¢ est un multiple de a et b
(n° 183), donc un multiple commun 2 a, b et ¢. Les multiples communs 2 a, b, ¢ sont les

mémes que les multlples communs 3 u et ¢. Ces propriétés résultent aussi de ce que la
loi N est associative.

ExeMPLE. — Le P.P.C.M. des nombres 12; 18 et 42 est le méme que celui de 36 et
42, soit 252,

Cette propriété s’étend 2 un nombre quelconque d’entiers positifs; ainsi :
[4; 8] = # = [a; b; ¢; d] = [u; c; d].
puis : [iel =v==> [u;¢;d] =[v;d] =m.
soit : [a; b;¢;d] = m.
240. Théoréme. — Les multiples communs d plusieurs entiers positifs
sont les multiples de leur P.P.C.M.
En effet : ANBNCND=UNCND=VnD.

ol : u = [a; b] et v = [u; c] et les multiples communs  a, b, ¢, d sont ceux de m, P.P.C.M.
de v et d (n® 243).

241. Théoréme. — Si m est le P.P.C.M. des nombres a, b, ¢ celui des

nombres ka, kb, k¢ est km,
[a; 8] = u ==> [ka, kb] = ku et [u; c] == m === [ku, kc] = km (n° 236).

242. Théoréme — Simest le P.P.C.M. des nombres a, b cet kunde leurs
diviseurs communs, le P.P.C.M. des nombres 2 ¥7 et % est™ 7

[0;6] =4 == g;%]= ot [uic)=m —> [’7:;%]=1‘ (0 237),

b ]

k

243. Théoréme. — Pour qu’un multiple commun & plusieurs nombres
soit leur P.P.C.M., il faut et il suffit que les quotients de ce multiple commun
par ces nombres soient premiers entre eux dans leur ensemble.

10 Soit m le P.P.C.M. des nombres a, b, ¢c: m = aa’ = bb' = c¢c'.

Si a!, b', ¢’ n’étaient pas premiers entre eux dans leur ensemble, ils admettraient un
diviseur commun d > 1, qui serait un diviseur de m et :

m = dm' = adaj"= bdb, = cdc, == m' = aa; = bby = cc,
m' < m serait un multiple commun 2 4, b, ¢, ce qui est contraire 3 'hypothese.

20 Soit p = mk un multiple commun 2 4, b, ¢ et supposons que les quotients a,, by,
¢y de p par a, b, et ¢ soient premiers entre eux dans leur ensemble,

On a: p = mk = aa; = bb; = cc,
et : m = aa' = bb' =cc'
qui entrainent : ay =ka'; by = kb et ¢y = ke'.

k diviseur commun 2 a;, b; et ¢; ne peut ére que 1. Donc p = m.
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244, Conclusion. — Il résulte de ce qui précéde que la loi de composition P.P,C.M.
posstde les propriétés suivantes dans N* :

Elle est commutative : [a;b] = [b; a] (n° 230).

Elle posséde un élément neutre : [a;1] = a.

Elle est associative : [a;b;c] = [(a; b); ] = [a; (b; )] (n° 239).

La multiplication est distributive par rapport @ loi de composition P.P.C.M,
[ka; kb] = k [a; b] (n® 236).

EXERCICES

— Trouver le P,G.C.D. des nombres suivants, puis leur P.P.C.M. :

325, 17 640 et 6 288, 326. 3575 ex2730. 327. 63 083 et 36 455.
328. 9807 et 6 974. 329. 84 et 30. 330. 2427 et 1 845,
331, 3604, 4452 et 12 296. 332. 24 x 79; 30 x 84 et 35 x120.

333, Démontrer que le P.G.C.D. des nombres a et b est aussi celui des nombres g et a - bet
celui des nombres a et a — b,

334. Soit d le P.G.C.D. des nombres a et b et p un entier premier avec a.
1° Montrer que 4 est le P.G.C.D. des nombres a et pb.
20 Sim est le P.P.C.M, de a et b, celui des nombtes a et pb est pm.

335. 1° Trouver deux nombres connaissant leur somme s et leur P.G.C.D. d. Discuter.
20 Application : s =420 et d= 35.

336. 1° Trouver deux nombres connaissant leur produit p et leur P.G.C.D. d. Discuter.
20 Application : p=10164 et d= 11.

337, 1° Calculer le P.G.C.D. de 18018 et 11 781.
20 Résoudre dans N Péquation : 26 x — 17 y = 1 en remarquant que x = 2; y = 3 est solution.
30 Résoudre dans N Péquation : 18018 x — 11781 y = 693,

338. 1° Calculer lIe P.G.C.D. de 8866; 2728 et 21142,
2° En remarquant que x = 3; y == 2 est une solution de : 8 866 x — 2 728 y = 21 142, détermi-
ner toutes les solutions dans N de cette équation,

339, 1° Calculer le P.G.C.D. de 33082 et 21406.

20 Les nombres 33 111 et 21 448 divisés par un entier naturel n de 4 chiffres donnent pourrestes
respectivement 29 et 42. Trouver n.

340, Le P.G.C.D. de a et b est 24; celui de b et ¢ est 36.
1° Quel estle P.G,C.D. de a; b et ¢? .
20 Trouver les valeurs de a, b, ¢ sachant qu’en outre : a + b+ ¢ = 300,

341. Trouver deux entiers naturels premiers entre eux, inférieurs 2 100 sachant que leur somme
est égale a 150 et qu'ils sont congrus, modulo 7.
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342, 1° Trouver le P.G.C.D, de 14035 et 11629.

14035

2° Trouver deux entiers naturels connaissant leur P.P.C.M., 41 615, ct leur rapport 1625

32 Trouver les valeurs entitres de x et y solutions de I'équation :

14035x — 11629y =401, (On posera : x=X+5 e y=7Y -+ 6).

343. 1° Démontrer par récurrence que d désignant le P.G.C.D. des entiers a et b, il existe deux
entiers x et y tels que : |ax — by| = d. Etudier la réciproque.

2° Pour que les entiers a et b soient premiers entre eux, il faut et il suffit qu'il existe deux entiers
x et y tels que : Jax — by = 1.

344. On considére les entiers a, b, ¢, d tels que @ > b > ¢ > d et on désigne par 7, # et 7" les
restes respectifs de a, b et ¢ par d. Montrer que le P.G.C.D. des nombres a; b; ¢ et d est leméme
que celui des nombres 7, ', #" et d,

345. 1° Soitd1e P.G.C.D. des nombres a et b, d’ celui des nombres a et ¢. Montrer que le P.G.C.D.
des nombres a, b, ¢ est aussi celui des nombres d et d'.

20 Soit m le P.P.C.M. des nombres a et b, m' celui des nombres a et ¢. Montrer que le P.P.C.M.
des nombres a, b, ¢ est aussi celui des nombres m et ',

346. 1° Trouver Ic P.G.C.D. des nombres 24 101 et 18 780.

20 Trouver les valeurs entidres qui vérifient ’équation :
18780 x — 24101 y = 313  sachant que x =9 et y == 7 est une solution.

347, Soient les nombres entiers naturels a, b, ¢, d tels que a > b > ¢ > d.

10 Montrer que, dans la recherche du plus grand commun diviseur de ces nombres, on peut
remplacer a, b, ¢ par les restes respectifs de leurs divisions par d.

20 Appliquer cette propriété autant de fois qu'il le faudra pour trouver le plus grand commun
diviseur des nombres 58 212, 24948, 21924, 13 608.

348. 1° Trouver le P.G.C.D. des nombres 14 865 et 7 976.

29 Un terrain a la forme d’un triangle dont les c6tés ont pour mesures 132 m, 156 m et 204 m.
On veut planter des arbres sur son périmétre de fagon qu'il y ait un arbre 3 chaque sommet du
triangle et que les arbres soient également espacés. Quel est le nombre minimum d'arbres que I'on
pourra planter, si 'on veut que la distance entre deux arbres puisse étre exprimée par un nombre entier
de métres?

349, Trouver deux nombres ayant pour somme 96 et pour plus grand commun diviseur 12.
Combien le probléme admet-il de solutions ?

350. a et b sont deux nombres premiers entre eux, m et n deux entiers quelconques. Montrer
qu’une condition nécessaire et suffisante pour que les restes des divisions de ma et na par b soient les
mémes est que la différence des nombres m et # soit un multiple de b.

Que pouvez-vous en conclure pour les restes 7y, 7, ..., #,—; des divisions de a,24, 3a... b — 1) a
par b?

351. Montrer que, si un nombre est séparément divisible par des nombres premiers entre eux
deux 2 deux, il est divisible par leur produit.
Application : 29461905 est divisible par 495.

352. Trouver deux nombres, connaissant leur P.G.C.D., 6, et leur produit, 2 700.

353, Soit le nombre 120450.
Par quels chiffres doit-on remplacer les deux zéros pour que le nouveau nombre obtenu soit
divisible par 99¢
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354, Trouver deux entiers naturels, connaissant leur P.G.C.D., 17, et la différence de leurs
carrés, 1445. .

355. 1° Montrer que le carré d’un nombre entier pair est un multiple de 4 et le carré d’un
nombre entier impair un multiple de 8 augmenté de 1.

20 On considére trois nombres entiers a, b, ¢ satisfaisant 3 a® = b2 |- ¢2, 1)

«) Montrer que, si 4, b, ¢ sont premiers entre eux dans leur ensemble, b et ¢ sont I'un pair et
Pautre impair et g est impair,

@) a, b, ¢ étant premiers entre eux dans leur ensemble et b étant celui des deux nombres b et ¢
qui est pair, montrer que @ + b et a — b sont premiers entre eux et sont les carrés de deux nombres
entiers impairs m et n premiers entre eux. Exprimer a, b, ¢ en fonction de m et n.

3° Donner des formules générales fournissant toutes les solutions de 'équation (1) en nombres
entiers non nécessairement premiers entre eux dans leur ensemble, (On fera intervenir leur plus grand
commun diviseur 8.) Indiquer toutes les solutions formées de nombres au plus égaux a 20.

386, En désignant par # un nombre entier, démontrer que le produit (#® — 1)n2 (n3 + 1) est
toujours divisible par 60.

357. On désigne par n et p des entiers strictement positifs. Démontrer :
10 que n(n* — 1) est divisible par 30;
20 que nPH et nP sont terminés (4 droite) par le méme chiffre.

358. Montrer que le produit de quatre nombres consécutifs est égal A un carré parfait diminué
de 1.

359. Tous les nombres envisagés dans cet exercice sont entiers positifs.

1° Trouver tous les couples (a, b) vérifiant les conditions suivantes : les nombres a et b sont
premiers entre eux et leur produit est 30.
[Les couples (a, b) et (b, a) ne sont pas considérés comme distincts,]

20 Trouver tous les couples (x, ¥) vérifiant les conditions suivantes : les nombres x et y admettent
121 pour plus grand commun diviseur et leur produit est 439 230.

360. Trouver tous les couples d’entiers dont le produit est 13 500 et le P.G.C.D. 15,
361, Trouver deux nombres dont le P.P.C.M. est 36 et dont le P.G,C.D. est 2,

362. On considere les entiers naturels x et y tels que x> y > 0.

10 Combien y a-t-il de couples x; y vérifiant x - y = 175?

20 Déterminer tous les couples vérifiant Péquation : xy = 175,

30 Trouver deux nombres dont le produit est 2 800 et dont le P.G.C.D. est 4.




11¢ Legon

NOMBRES PREMIERS

245. Définition, — Tout nombre naturel supérieur @ 1 est un nombre
premier lorsqu’il n’admet pas d’autres diviseurs que lui-méme et P'unité.

Ainsi, 7; 11; 13 sont des nombres premiers tandis que 8; 15; 49 sont des nombres
non premiers. :

246. Théoréme. — Tout entier non premier admet au moins un divi-
seur premier.

Si n n’est pas premier, désignons par d > 1 le plus petit de ses diviseurs. Ce nombre d
est premier; sinon il admettrait un diviseur d' tel que 1 < d' < d qui diviserait # (n° 183),
ce qui est contraire & I’hypothese.

247, Corollaire. — Pour qu’un nombre soit premier il suffit qu’il
n‘admette aucun diviseur premier autre que lui-méme.

Si 7 n’admet aucun diviseur premier d < #, il est premier car s'il n’était pas premier,
il en admettrait un.

248, Théoxrédme. — Tout nombre non premier admet un diviseur pre-
mier dont le carré est inférieur ou égal au nombre considéré.

Soit d le plus petit diviseur de n; ce diviseur est premier (n® 246) et :
n = dq montre que ¢ est un diviseur de n supérieur ou égal A d :
d<q=>d*<dg soit &F<Ln
Ainsi le plus petit diviseur de 35 autre que 1 est 5 et 52 < 35.
Il en résulte que si # n’admet pas de diviseur premier d tel que d2 < n, le nombre n
est premier.

249. Théoréme. — La suite des nombres premiers est illimitée.

Soit p un nombre premier. Désignons par p' le nombre obtenu en ajoutant | au produit

de tous les nombres premiers jusqu’a p :
P=2XIXSxT7T...Xxp+1

Si p' est premier, c’est un nombre premier supérieur 2 p, Si p' n’est pas premier, il
admet un diviseur premier d qui n’est aucun des nombres premiers inférieuts ou égaux
a p car le reste de la division de p' par I'un quelconque d’entre eux est 1. Donc d est un
nombre premier supérieur 3 p. On peut donc trouver un nombre premier supérieur 3 tout
nombre premier donné; la suite des nombres premiers est illimitée ou infinie.



NOMBRES PREMIERS 143

250. Table des nombres premiers inférieurs a 100. — Il résulte du n° 248 que
tout entier inférieur ou égal 2 100, qui n’est divisible par aucun diviseur premier inférieur
ou égal 2 10, est un nombre premier. Il suffit donc, dans la suite des entiers de 2 A 100,
de supprimer successivement les multiples de 2 (autres que 2), de 3 (autres que 3), de
5 (autres que 5) et de 7 (autres que 7). On remarquera que les premiers multiples de 2;
3; 5 et 72 barrer sont respectivement 4; 9; 25 et 49. On obtient ainsi le crible d’Eratosthéne :

1 2 3 ¥ 5 7 89 w
11 12 13 W 15 16 17 18 19 20
20 27 23 24 25 26 27 28 29 30
31 372 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 A6 47 48 49 50
51 52 53 54 58 56 57 58 59 40
61 62 63 64 65 66 671 68 69 70
N 72 73 MK 8 6 77 89 80
81 32 83 84 85 36 87 88 89 90
9 97 95 94 95 96 97 98 99 100

251, Reconnaitre si un nombre est premier. — Pour que # soit premier, il suffit
qu’il n’admette pas de diviseur premier d tel que 42 < n (n° 248).
On peut aussi appliquer la régle suivante :

Pour reconnaitre si un nombre n est premier, on le divise par les nombres premiers successifs.
St aucune division ne donne un reste nul jusqu’a ce que le quotient obtenu soit inférieur ou égal
au diviseur utilisé, le nombre n est premier,

En effet, les diviseurs essayés forment une suite strictement croissante, les quotients
successifs obtenus forment donc une suite décroissante. Soit d le premier diviseur tel que
le quotient ¢ de n par d soit inférieur ou égal 2 d :

n=dg+r O<r<d o ¢g<d
Si n admettait un diviseur premier 4’ > d :
n=dq e d>d=> ¢ <qg<d
Le nombre # admettrait un diviseur premier ¢’ < d, ce qui est contraire & ’hypothése,

EXEMPLE. — Le nombre 283 n’est divisible par aucun des nombres premiers inférieurs
ou égaux 4 17 et 283 = (17 x 16) +11. Le quotient 16 est inférieur au diviseur 17. Donc
283 est un nombre premier. :

PROPRIETES DES NOMBRES PREMIERS

252. Théoréme. — Tout nombre premier qui ne divise pas un entier
naturel est premier avec cet entier naturel.

Les diviseurs communs au nombre premier p et A I'entier @ ne peuvent étre que 1
et p. Puisque p ne divise pas g, le seul diviseur commun 2 a et p est 1.

253. Théoxréme. — Tout nombre premier qui divise un produit d’entiers
naturels divise au moins 'un des facteuis de ce produit.

Supposons que le nombre premier p divise le produit abe :

Si p ne divise pas g, il est premier avec a (n® 252). Or p divise le produit a (b¢); donc
il divise ¢ (n® 226). Si p ne divise pas b, il est premier avec b (n® 252). Donc il divise ¢
(n® 226).
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254. Corollaire I. — Tout nombre premier qui divise un produit de fac-
teurs premiers est égal a I’un de ces facteurs.

Si p premier divise le produit abc ol g, b, ¢ sont premiers, ce nombre p divise Pun des
facteurs du produit, soit @ par exemple qui n’admet comme diviseurs que 1 et a. Donc

P::

255, Corollaire II. — Tout nombre premier qui dwzse une puissance d’un
entier naturel divise cet entier.

Si p premier divise a® = a.a.a ... 4, il divise 'un des facteurs, donc a.

256. Théoréme, — Pour que plusieurs entiers naturels soient pre-
miers entre eux dans leur ensemble, il suffit qu’ils n’admettent pas de
diviseur premier commun.

Si a, b, ¢ n'ont pas de diviseur premier commun, ils n’en ont pas d’autre que 1, car
s’ils en admettaient un non premier, soit d, ce nombre d admettrait au moins un diviseur
premier p (n° 246) qui diviserait A la fois @, b et c.

257, Corollaire. — Si deux nombres sont premiers entre eux, deux
puissances quelconques de ces nombres sont premiéres entre elles.

Soient a et b premiers entre eux. Si a™ et b admettaient un diviseur premier commun
, ce nombre p diviserait 2 la fois a et b (n® 255), ce qui est contraire 3 Phypothe¢se. Donc
a™ et b® sont premiers entre eux.

Ainsi, 82 et 154 sont premiers entre eux, de méme que 8 et 15,

DECOMPOSITION D’UN ENTIER
EN PRODUIT DE FACTEURS PREMIERS

258, Théoréme. — Tout entier non premier est décomposable d’une
seule fagon en un produit de facteurs premiers.

10 La décomposition est possible. — Si n n’est pas premier, il admet au moins un divi-
seur premier a, et n = a,q avec g < #. Si g est premier, la décomposition est abtenue, sinon
it admet un diviseur premier a, et :

g =ay; ¢ <g==n=aaq.

Si ¢’ est premier, la décomposition est obtenue, sinon il admet un diviseur premier
ayet: ¢ =ayq"; ¢ < ¢ ==>n = aa,a,g" et ainsi de suite.

Les quotients successifs ¢, ¢’, ¢”... forment une suite strictement décroissante. On
finit par obtenir un quotient premier et la décomposition :

n = aa,a ... a ol a; ay; ... a; sont premiers.

Certains facteurs pouvant figurer plusieurs fois dans la décomposition, on obtient dans

ce cas : 1 = q®bP,.. I* ol1 a, b, ... ] sont des nombres premiers différents.

2° La décomposition est unigue. — Admettons qu'il existe deux décompositions diffé-

rentes
no=abf . D =a¥ Y. omw,

Le nombre premier a divise le produit a’® b® ... m’*, donc l'un des facteurs de ce
produit (n® 253), soit &’*, donc a = &’ (n® 255). Tout facteur premier de la premitre
décomposition figure donc dans la seconde. De méme, tout facteur premier de la seconde
décomposition figure dans la premidre et

no=a* P P ==a¥ ¥ .. IV )]
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Montrons que les exposants respectifs du méme facteur dans les deux décompositions
sont égaux, Si o > o, la relation (1) entraine :
ao BB D= b8V,

Le facteur premier a divise le premier membre de cette égalité, mais ne divise pas le
second. Donc a > @' est impossible. De méme « < «' est impossible. On en déduit : « = o’

et de méme B = B'; ...; A = A', La décomposition est unique.
259, Disposition pratique, — On écrit A gauche d’un trait vertical 1 400 2
le nombre n & décomposer et les différents quotients ¢', ¢', ¢" obtenus 700 2
en prenant comme diviseurs success1fs les nombres premiers a, b, ¢ 350 2
utilisés dans 'ordre croissant. Ceux-ci s’inscrivent 3 droite du trait verti- 175 5
cal, En prenant # = 1 400, on trouve la disposition ci-contre et : 35 5
1400 = 23,527 Z 7

APPLICATIONS AUX ENTIERS

260. Théoréme. — Pour que lentier naturel p soit un diviseur de

Uentier natureln, il faut et il suffit que chaque facteur premier de p figure
dans la décomposition de n avec un exposant au moins égal.
10 La condition est nécessaire : soitp = a* b8 ¢¥ et n = kp,
L’égalité n == a* bP ¢ k montre que a, b, ¢ figurent dans la décomposition de # avec des
exposants respectivement supérieurs ou égaux 4 o, B et v,
20 La condition est suffisante: soit p = a® bP ¢¥ et n = g+’ pB+B’ criy! g8 o ;
n==p X (a* b¥ ¢¥' @ ¢'). Donc p divise n.

261, Recherche des diviseurs d’un entier naturel.
Soit n=a* bP ¢¥, Tout diviseur d de 7 est de la forme :

d = a® b? ¢ o0l #, ¥, = sont des entiers tels que :

0<72<o 0<y<B 0.
L’ensemble de ces diviseurs coincide avec I'’ensemble des termes du produit :
P=(1+4a4a.+a*)(1+ b4 b%. + b8 (1 + ¢ 4 .. +¢).
Le nombre de ces diviseurs est : (1 + «) (1 + 8) (1 + v).
ExemPLE, — Trouver les diviseurs de 360 :
360 = 2% x 3% x 5,
Les diviseurs de 360 sont les termes du produit :
=(1+2+2 2 (143439 (1 +5).

Ce sont les 24 nombres suivants :

15 2; 2% 2% 3; 2 X 3; 22 X 3; 23 x 3; 3% 2x 3%; 22 x 32%; 23 x 32; 5; 2 X 5;
2“’><5 23><5 3><S 2% 3X5; 22><3><5 23x3><5 32x5 2><32><5 22><32><5
et 2% x 3% X 5. Soit ;

1;2;4;8;3;6;12; 24; 9; 18; 36; 72; 5; 10; 20; 40; 15; 30; 60; 120; 45; 90;
180 et 360. :

Pratiquement il est plus rapide de chercher les diviseurs associés :

1 2 3 4 5 6 8 9 10 12 15 18
360 180 120 90 72 60 45 40 36 30 24 20
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262, P.G.C.D. de plusieurs entiers naturels. — Le P.G.C.D. de plusieurs
nombres décomposés en facteurs premiers est égal au produit de tous les
facteurs premiers communs a chaque décomposition, tout facteur commun
étant affecté de son plus faible exposant dans l’ensemble des décomposi-
tions. ’

Soit d un diviseur commun aux entiers #, 7', n"... Dans sa décomposition en facteurs
premiers, ne doivent figurer que des facteurs appartenant 2 », 2 »', A »"...,, donc des
facteurs communs 2 ces nombres, L’exposant o de I'un de ces facteurs, a par exemple,
doit étre inférieur ou égal 2 I'exposant de a dans n, dans n' et dans #”; sa valeur maxima
est donc le plus faible exposant de a dans 7, #’ et #”. La régle ci-dessus en résulte.

ExeMpLE. — Trouver le P.G.C.D. des nombres 315; 819 et 924 :
315 =3 x5 %7, 819 =32 x 7 x 13; 924 =22 x3 x7 x 11.

Le P.G.C.D. de ces trois nombres est 3 x 7 == 21.

263. P.P.C.M. de plusieurs entiers naturels. — Le P.P.C.M. de plusieurs
nombres décomposés en facteurs premiers est égal au produit de tous les
facteurs premiers figurant dans au moins une des décompositions, chacun
de ces facteurs étant affecté de son plus grand exposant dans I’ensemble
des décompositions. .

Soit m un multiple commun aux entiers #, #', #"... Il résulte du n° 260 que dans la
décomposition de m figurent les facteurs premiers de #, de ', de #" donc tous les facteurs
communs ou non A ces nombres. L’exposant « du facteur a dans m est supérieur ou égal
A l'exposant de a dans #, dans #', dans #”. La plus petite valeur dem s’obtient donc en
prenant les facteurs premiers communs ou non A n#, #' et #" avec 'exposant le plus petit
possible.

ExeMPLE. — Trouver le P.P.C.M. des nombres 3780; 4320 et 5 184.
3780 =22 X3 x5x7; 4320=25x33x%x5; 5184 =28 x 34
Le P.P.C.M. de ces trois nombres est : 26 X 34 X 5 X 7 = 181 440,

264, Condition nécessaire et suffisante pour qu’un entier soit la puissance
pime Qun entier.
10 Soit N == n? et n = a* b® ¢¥ ... ol @, b, ¢ sont les facteurs premiers de n ¢
N = (a% BB ¢¥)P = a*® b8P ¢v2,
20 Réciproquement, si N = a*? ¥ ¢¥Pona:
N =n? avec »n=a b® ¢
Pour qu’un entier soit la puissance p**™ d’un entier, il faut et il suffit

que les exposants des facteurs premiers de sa décomposition soient des
multiples de p. '

En particulier :
Pour qu’un entier soit un carré parfait, il faut et il suffit que les expo-
sants des facteurs premiers de sa décomposition soient des nombres pairs.

ExempLEs. — 10 1728 == 26 x 33 est le cube de 22 x 3 = 12,
20 129 600 = 2% x 34 X 5% est le carré de 22 x 3% x 5 = 360.
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APPLICATION AUX FRACTIONS

265. Fractions arithmétiques. — Nous appellerons fraction arithmétique tout
rationnel positif ou nul tel que g oua € N etb € N* (n? 102); les termes de la fraction sont @

et b; le numérateur est a, le dénominateur est b. L’égalité, 1'addition, la soustraction, la
multiplication et le quotient exact de deux fractions ont été étudiés dans la 5¢ legon (n° 102).

@ _C oy adembe ; C4Sdtbe a_c ad—bc
5T d aa=0¢ 5 FVAT "bd ' b 4 " bd
a ¢ ad

. .. . a
Si d est un diviseur commun aux termes a et b de la fraction B:

a_a:d _a
b b:d ¥
On dit que la fraction 7 a été simplifiée.

266. Fraction irréductible. — Une fraction est irréductible lorsqu’il
n’existe pas de fraction égale dont les termes soient respectivement infé-
rieurs a ceux de la fonction donnée.

a

b

267. Théoréme. — Pour qu’une fraction soit irréductible, il faut et
il suffit que ses termes soient premiers entre eux.

m

a
=5 — m=a:n>=b

est irréductible si yme; yn :

N . . a . . . .
10 Condition nécessaire : si B est irréductible, @ et b sont, premiers entre eux. Sinon,

. - a_ a:d_a .
a et b auraient un diviseur commun d > 1: F=hia = p"avee d<aetdh <b, ce qui

est contraire 4 I’hypothse.
20 Condition suffisante : supposons a et b premiers entre eux :
f"z = ;-,’ <= ad=be (n°102).
a premier avec b divise be, donc a divise ¢ (n® 226) et :
¢ == ak ==> ad == bak => d = bk avec ke N*.

Les égalités ¢ = ak et d = ak montrent que toute fraction ¢£i égale 2 ‘EI a des termes

supérieurs ou égaux 2 ceux de g La fraction %’ est donc irréductible,

268. Corollaire 1. — Toute fraction a pour termes des équimultiples
de ceux de la fraction irréductible égale.

Si% = %et si % est irréductible,on a: ¢ == ak et d = bk
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8x2  8x3  8x+4
I5x2 " 15x3 * 15x4

269. Corollaire Il. — Pour obtenir la fraction irréductible égale a
une fraction donnée, il suffit de diviser ses termes par leur P.G.C,D.

Soit d le P.G.C.D. de a et b; les quotients a’ et b’ de a et b par d sont premiers entre
eux (n® 217) et :

Les fractions égales & -1% sont :

; = g———g = Zi,- La fraction %7 est la fraction irréductible égale 3 %- Ainsi, 23 est
le P.G.C.D. de 161 et 253 et :

%6; = %g%—%-g = izl_ fraction irréductible.

270. Réduction de fractions au plus petit dénominateur commun. — Soient

les fractions irréductibles %» ‘I-:—,»Z—,, et les fractions respectivement égales ;—: ’ g ’ ;—;
. a « a p a v
Les égalités 5550 T, et 7 =3 montrent que « et p, B et p, vy et p sont

respectivement des équimultiples de a et b, a' et &', a” et b". Donc p est un multiple
commun aux dénominateurs b, b’ et ", Le plus petit dénominateur commun possible est
le P,P,C.M. m de ces dénominateurs.

Soit m = bu = b'v = b"w ; on obtient :
a _au a _av et a _aw
b m b m ¥ m

Pour réduire plusieurs fractions au plus petit dénominateur commun,
on les remplace par les fractions irréductibles égales, on cherche le P.P.C.M.
des nouveaux dénominateurs puis on multiplie les termes de chaque
fraction réduite par le quotient du P.P.C.M. par le dénominateur de chaque
fraction réduite.

10 21 33

ExEMPLE. — Soient les fractions 3 ;0 ¢t o Les fractions irréductibles
égales sont : 4% ; ‘—;Z(-) et ;—é Le P.P.C.M. de 48; 40 et 90 est 720 et :
10 5x15 75 21 7x 18 126 33 11x8 88

% TR I5 720 D WxIBT0 % IHT 0% 720
271. Théoréme. — Toute puissance d’exposant entier et positif d’une
fraction irréductible est une fraction irréductible.

n n .
Si g est irréductible : (%) = %, est irréductible car a et b étant premiers entre eux,
il en est de méme de a" et " (n° 257).

2
En particulier, si g est irréductible, son carré gg est irréductible. Ainsi ¢ % &tant irré-
, . . 4\* 16
ductible, il en est de méme de (-1-3) = 58"
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272, Théoréme, — Pour gu’une fraction irréductible soit la puissance
nitne ’une fraction, il faut et il suffit que ses termes soient les puissances
n'mes de deux entiers naturels.

2 ¢

. . . . . L e 4,
Pour que q soit la puissance ni*m¢ de la fraction p égale & la fraction irréductible 5 il

faut et il suffit que :

szz_: <= p=ka" ; q=kb"
La fraction 1; étant irréductible :
aﬂ
%zﬁ <> p=a" 5 ¢=bn

En particulier :

Pour qu’une fraction irréductible soit le carré d’une fraction, il
faut et il suffit que ses termes soient des carrés parfaits.
a\? .
% = (Z) <= p=ad ; q=>5% acthpremiers entre eux.

273, Corollaire. — Lorsqu’un entier naturel n’est pas un carré par-
fait, il n’est pas non plus le carré d’une fraction.

2
En effet le carré de la fraction irréductible g est une fraction irréductible %5 (n®271)et

ne peut étre égal 4 un entier n,

Ainsi, les nombres 2; 3; 5... qui ne sont pas carrés d’un entier ne sont pas carrés d’une
fraction. Il n’existe donc pas de rationnel dont le carré soit égal 42,23 ou a 5.

EXERCICES

363. Déterminer les chiffres x et y pour que le nombre qui s’écrit 5 x 18 y 2 dans le systime
décimat soit divisible par 99,

364. 1° Chercher si le nombre 517 est premier.
20 Résoudre dans N Péquation ; x2 — 33 == 517,

365. Quelle est 1a plus petite valeur de Uentier # pour laquelle le nombre des permutations de #
objets est divisible par 10, 100, 1000 ou 1000000?

366. 1° Soient x et ¥ deux entiers naturels; donner les formules exprimant les solutions de
Péquation 13 x — 5y = 0.

29 En déduire tes solutions de Péquation : 13 x — 5y =1, (Remarquer que 26 = 25 + 1).

367. 1° n étant un entier naturel, montrer que les nombres # + 1 et # (27 - 1) sont premiers
entre eux.
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n 41
n(2n 4 1)

20 Trouver une fraction égale dont les deux termes aient pour somme 183 etadmet-

tent 3 pour P.G.C.D.

: . , 3n .
368. Quelles sont les valeurs de Uentier # pour lesquelles la fraction + est un entier naturel ?

n 4 4

369, Soit 7z un entier décomposé en facteurs premiers sous la forme : n = a%bBcY ... s% ou
a, b, c... s sont deux 2 deux distincts,

12 Démontrer que le nombre des diviseurs de # est :
E+DE+DE+D...c+ 1)
2° On suppose que le nombre des diviseurs de # est 9, y compris lui-méme et 'unité. Montrer
que 7 est de la forme : # == a8 ou n == q%? avec a # b.

3° Déterminer # sachant qu’en outre le reste de n par 39 est 1 et le quotient est un nombre premier.

370. On considére lidentité : (x + 1) =+ 322+ 3 x4+ 1.

10 En donnant & & les valeurs successives : 1; 2; 3; ...n, démontrer que :

12420432, +h=='1£ﬁi_ll6(2"-_.i1_),

2° En déduire que n (n - 1) (2 n + 1) est divisible par 6 puis donner une démonstration directe

de cette propriété.

n—7n+ 15

est-elle irréductible ?
n—3

371, 10 Pour quelles valeurs de I'entier n la fraction :
20 Peut-¢lle étre égale 2 un nombre entier?

372. Démontrer que pour tout entier #,Pentier #® (n® — 1) est divisible par 12.

a
b
nombre b divise le produit ad et que le nombre d divise le produit be.

. L . ¢ .
373. 1° Soient deux fractions irréductibles 7 et p dont la somme est un entier. Montrer que le

20 En déduire que le nombre b divise le nombre d et que le nombre d divise le nombre b, Que
peut-on dire de b et d?

374, 1° Déterminer tous les diviseurs de 140.
20 Déterminer tous les couples d'entiers x et y vérifiant ’équation :
xy — 2x — 2y = 136 (1
On écrira Péquation (1) sous la forme : (x — @) (y — b) = n; a, b, n ayant des valeurs numériques
que l'on précisera. .

22
375. 1° Construire le graphe de la fonction : y = H ot a> 0 est donné.
20 On suppose a = 3. Trouver les points du graphe précédent dont les coordonnées sont des
entiers relatifs,

876. Déterminer les points du graphe C de I’équation : xy —4y — 12=0 dont les coor-
données sont des entiers naturels. ’

377. Démontrer que le nombre : # (21 4 1) 3n + 1) (4n 4 1) (6n + 1), olr 7 est un entier naturel
est divisible par 30,

378. 1° Trouver tous les diviseurs de n == 200 (y compris 1 et n) et les classer par ordre de
grandeur croissante. Calculer le produit P de ces diviseurs et montrer que n¥ = P2 ot N désigne le
nombre des diviseurs de n.
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20 Calculer N et P lorsque #n = 2% X 5%,
3° Trouver n, de la forme 2% X 5P sachant que P = 20%.

379. Reconnaitre si 401 est un nombre premier. Résoudre en nombres entiers positifs 1'équation
A — y? = 401.

380. a et b étant deux nombres entiers premiers entre eux, la fraction est-clle

irréductible ?

a® - ab - b?
b

381. 1° La fraction Z-l_-_”

peut-elle se réduire 3 un nombre entier ?

4
2° Trouver une fraction égale & ;!;'(71;' sachant que ses termes ont pour P,G.C.D. 31.

382. Une fraction est égale & -;—;% Trouver ses termes, sachant que leur P.G.C.D, est 36. Quel
est alors leur P.P.C.M.?

383. Trouver tous les entiers naturels diviseurs du nombre 108.
Trouver tous les eouples (x, ¥) d’entiers naturels tels que leur plus grand commun diviseur d
et leur plus petit commun multiple m satisfassent 2 : m — 3d = 108, 10 <d < 15.

384. Si l'on divise 644 et 1095 par un méme nombre, on obtient respectiveme;'tt 15 et 22 pour
restes. Quel est ee nombre?

385. 1° Déterminer les diviseurs communs de 4 512 ct 4 128.
29 Trouver un nombre entier d tel que, si Pon divise par d les nombres 4 525 et 4 147, les restes

obtenus soient respectivement 13 et 19. Préciser le nombre des solutions. N

. o, . 8 \
386. Trouver une fraction équivalente a 5 dont la somme des termes soit 575.
J
387. Mettre sous forme canonique et sous forme de produit le trinéme x® -+ 4x — 5.

Montrer que, si x est impair, la valeur numérique de ce trindme est un multiple de 8. Calculer les
4 4x—5

2 est égale 3 un nombre entier relatif

valeurs entiéres de x pour lesquelles la fraction

ou a zéro.

388. On considire le nombre E = n* 4 n2 4 1, = étant un entier positif et non nul.

1° Déeomposer E en produit de deux facteurs du second degré et démontrer que ces deux facteurs
sont premiers entre eux.

2° Le nombre E peut-il &re premier?
126
231

12 Trouver l'expression générale des fractionsiégales a F.

389, On considére la fraction F =:

20 Trouver les fractions égales 3 F dont la sorime des termes soit un diviseur de 204, ycompris
204 lui-méme.

30 Trouver une fraction égale 2 F dont les deux termes aient 594 pour plus petit commun multiple.

390. Montrer que deux nombres entiers consécutifs sont premiers entre eux. Montrer que,
si a et b sont deux nombres entiers premiers entre eux, il en est de méme pour les couples de nombres a
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2n |- 35
(n+ 2)(n+3)

et (@4 b), bet(atb), ab et (a-+ b). En déduire que la fraction est irré-

ductible.

391. Dans cet exercice, n est un nombre premier.

10 C2 désignant le nombre des combinaisons de n éléments distincts pris p 2 p, montrer que,
si p est différent de 0 et de n, C% est divisible par n.

20 Montrer que, si a est entier, (a 4 1)* — a* — 1 est divisible par n.

39 Montrer, en raisonnant pat récurrence sur b, que, si b est entier, b" — b est divisible par n.
N. B. — On rappelle la formule :

(x + )" = x® 4 Cha™ly + ... 4 CZx"?y® 4+ ... + »*

392. Soit 7 un nombre entier donné. On désigne par S la suite d’entiers naturels (1,2, 3, ...,
n — 1, n).Soit a un nombre premier inférieur ou égal 2 n.

10 Déterminer en fonction de 7 et a, le nombre g, des termes de S qui sont des multiples de a.
Comment obtient-on 4 partir de ¢, et de a le nombre g, des termes de S qui sont multiples de a*?

20 D'une fagon générale, g étant le nombre des termes de S qui sont multiples de a*, déterminer,
en fonction de g et de a, le nombre gy, des termes de S qui sont les multiples de a*+1.

3° On considére le produit 1.2.3...(n —1).n=mn! (factorielle 7).

Soit @ un des facteurs premiérs figurant dans la décomposition de n! en facteurs premiers. Déter-
miner P’exposant de a dans cette décomposition, en fonction de g1, g3, 35 -+ -5 Qs Get1s -+ +» IN-
(N est le plus grand entier vérifiant a™ <C n.)

40 Application : Décomposer 50! (factorielle 50) en facteurs premiers.

. . 241 . .
393. On considére la fraction ;%Fi-——-—ﬁq olt # est un entier naturel supérieur 4 1.

Montrer que les diviseurs communs aux deux termes de cette fraction sont les diviseurs communs
an?—1 et 2, et réciproquement.

En déduire que :
10 Si n est pair, la fraction est irréductible;
20 Si n est impair, le P.G.C.D. des deux termes est égal a 2.

394. 1° Trouver une fraction inférieure a I'unité, sachant que le plus grand commun diviseur
de ses termes est 12 et leur produit 5 040.

20 Déterminer une fraction, égale 2 la plus grande des fractions trouvées précédemment, dont la
somme des termes soit 264,

395. Trouver la fraction %v égale 3 la fraction

Trouver le P.P.C.M. de a et b.

156

55 telle que le P.G.C.D. de a et b soit 5.

2n— S

396. Pour quelles valeurs de I'entier # la fraction s est-elle réductible ? Peut-elle étre égale

A un entier?

397. Soient a et b deux entiers positifs vérifiant (a + 4) (b + 5) = 1962.

Calculer les différents couples de valeurs de a et b ; trouver la plus petite valeur prise par la somme

a-+ b

398. Le nombre @ étant un entier donné, existe-t-il, dans chacun des trois cas suivants :

a==37, a=65 - a=130,
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un nombre entier x tel que a -} %? soit le carré d’'un nombre entier ?
On donnera les valeurs possibles de x.

399, On considére I’équation algébrique; x* -+ a,x® + agx? + apx 4 a,= 0,
ol les coefficients a,, a,, a3, a4 sont des nombres entiers.

Montrer que toute racine fractionnaire x == 5 (p et g entiers) de cette équation est nécessairement

un nombre entier.

400. Une fraction est égale 2 -1-2'-:%~ Trouver ses termes, sachant que leur plus grand commun

diviseur est 25; quel est, dans ce cas, leur plus petit commun multiple ?

401, Exposer une méthode permettant de trouver tous les diviseurs communs & deux nombres
entiers. Application : Déterminer tous les nombres premiers divisant & la fois 364 et 476.

402. 1° Démontrer que deux nombres entiers consécutife sont premiers entre eux.
2° a et b désignant deux nombres entiers premiers entre eux, démontrer qu'il en est de méme
des couples de nombres suivants :
(@4 b)eta; (@t b) et b; (a- b)etad,
2n -+ 3
n+3nt+2

entier quelconque, a ses deux termes premiers entre eux.

30 Déduire de ce qui préctde que la fraction » dans laquelle # désigne un nombre

403. S'ily a ¢ multiples de % parmi les nombres 1, 2, . . ., 7, combien peut-il y avoir de multiples
de k parmi les nombres n + 1, n 4 2, ..., 2 n? Prenant pour k les puissances des nombres premiers,

montrer que; 1+ 1)1 (2"3+ 2) ... 21 st toujours un entier.
23 ...n

189
273
1° Quelle est 'expression générale des fractions égales a F?

404, On considére la fraction F =

20 Déterminer les fractions égales 2 F dont la somme des termes soit un diviseur de 770, y compris
770 lwi-méme,
30 Déterminer une fraction égale 3 F dont les deux termes aient pour plus petit commun multiple

1287.

405. 1° Démontrer que I'égalité a® = db?, ol a, b, d sont des entiers positifs et ol a et b sont
premiers entre eux, entraine b = 1 (on montrera que & divise a). En déduire que, si d n'est pas un carré
parfait, il n’existe aucune fraction égale a 4/d.

20 On désigne par A (1/d) 'ensemble des nombres qui sont de laforme m + 1 4/d, ot m et n sont
des entiers relatifs quelconques et ol I'entier d n'est pas un carré parfait. Déterminer l'intersection
des deux ensembles A (4/2) et A (1/3). (On pourra commencer par démontrer que toute égalité de la
forme m 4 n4/2 4+ p 4/3 = 0, ot m, n, p sont des entiers relatifs, entraine m = n = p == 0,)

406, On donne quatre nombres entiersa, b, ¢, dtelsque : a = 0; 6> 1; ¢ > 0; d > 1 et que

b¢ — ad = 1. On désigne par x un nombre réel tel que g— <x< f-i
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1° On suppose que x n’est égal & aucune fraction. Montrer qu’il existe un entier m = 0 tel que :

a4+ cm a+c(m+41)

b dm - bt dmFD
Posant @' =a-+em, b =b-+dm c=a+cm+1), d=b+dm-1),
montrer de méme qu’il existe un entier p > 0 tel que; d—”;-}{:%;_:’ < x < fi”:ll-i Z:

3°0npose a=c+@+Dd, b=d+@@+1V, cl—-c’-l—pa’, d = d -+ pb'.

Montrer qu’on a z < E—'- <x<l d < - Calculer la quantité bc; — a,d; et montrer que les
1

fractions ;a i’-x’ dl’ ‘-l sont irréductibles.

4° Déduire de ce qui précéde que, si le nombre x nest égal 3 aucune fraction, il existe une

2¢"

(On pourra poser b=d=1,a=n,c=n+ 1, en désignant par = le plus grand entier inférieur
4 x, et montrer qu’on peut répéter autant de fois que 1’on veut la construction précédente.)

infinité de fractions irréductibles 1—; telle que

x—-——|<

Montrer que, si 2 est un nombre fractionnaire, il n’existe qu’'un nombre fini de fractions 2 satis-
q

faisant & |y

b 1 P
Td<g  YFY

407, Ecrire les développements de (x -+ 1)7 et (x + 1)'L Quel est, dans chaque cas, le P.G.C.D.
des coefficients autres que les coefficients extrémes ? Etablir cette propriété par un raisonnement, en
prenant le développement de (x + 1)'! et ne montrant d’abord que p! et 11 sont premijers entre eux,
quel que soit p compris entre 1 et 11 (1 < p < 11).

Déduire du développement de (x 4+ 1)?, avec x entier (x == 0), que :

(x+2)7 ="+ 2 + mult. 7,
(x4 3 = %7 + 3 4 mult. 7,

et que #' — »# = mult. 7, quel que soit Pentier .

Que trouverait-on avec 'exposant 11 ? Généraliser en montrant que quel soit le nombre premxer
p et Pentier n : #? — n == mult, p.




12¢ Legon

NUMERATION

274, Définition. — On appelle systéme de numération ’ensemble des
conventions permettant d’écrire tout entier naturel.

Les peuples de I’Antiquité, les civilisations précolombiennes, utilisaient des systémes
de numération, basés sur les lettres de leur alphabet ou sur des phénomenes astronomiques,
qui se prétaient peu 2 la pratique du calcul. Les systémes modernes utilisent des caracteres
appelés chiffres dont le nombre a est supérieur A un.

275, Base. — On appelle base d’un systéme de numération le nombre des
chiffres qu’il utilise.

Par convention :

Chague entier naturel inférieur & la base est représenté par un chiffre :

— Le systéme 3 base deux ou systéme binaire utilise les chiffres 0 et 1 qui représen-
tent respectivement les nombres zéro et un.

— Le systéme 4 base dix ou systéme décimal utilise les chiffres :

0;1;2;3;4;5;6;7;8;9

quifreprésentent les entiers naturels : zéro, un deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit et
neuf.

— Le systéme 2 base douze ou systéme duodécimal utilise les chiffres :

0:1;2;3;4,5,6,7; 8 9; axetp

qui représentent les entiers successifs de zéro 2 onze,

276. Théoréme. — Si a est un entier supérieur a un, tout entier naturel n
peut g’écrire d’une seule fagon sous la forme :

'i = ak—lrk + ak—sz_l +n- + asr3 "I"‘ arz +'r1,
ou les entiers 1y, 1y, 13,... 7, sont inférieurs a a.
10 Effectuons la division 2 une unité prés de n par a, celle du quotient g;obtenu par a,

celle du quotient ¢, obtenu par a et ainsi de suite jusqu’d ce qu’on trouve (si possible) un
quotient nul ;

=ag+n n<a qG=aptry nn<a ga=aautr; rn<a
Ona: g, > g En effet : si g;40:¢;4>¢q,: car a > 1.8i ¢, = 0,q4y > ¢;
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puisque ¢,y 7% 0. La suite g;, gy,... ;... est strictement décroissante,
On finira par obtenir un quotient, soit g;, égal 2 zéro, soit :

n=aq +r rn<a (1)
g = agy + 1y rp<a (2)
92 = aqy -+ 13 rs<a (3)
Qe-2 = QQpg FTry Try <@ -1
iy =aXxX 0417, r<a ()

Multiplions les deux membres de la relation (2) par a, ceux de la relation (3)
par 4% et ainsi de suite, On obtient les %k relations suivantes :
n = aq + 4]
ag, = d°gy + ar?
a’qy, = a’qy + a’ry
g s =a" gy + a2,
@y =y 7o
En ajoutant membre 3 membre, puis en supprimant les termes communs aux deux
membres :
n =17+ ar, 4+ a¥rg.. + a2y + a1y, avec 7 < a.

20 Supposons qu’on ait 2 la fois :

n =17, - ary + a¥g... + &V, =5 - asy + a¥sg.. + a7, 1, < a; 5 < a
7y et s, sont les restes de la division de n par a; doncr| = s,.
i 1'1 n — 31

e B . s
7y et s, sont les restes de la division par a; donc 7, = §, et ainsi de

suite.

Supposons k < p, par exemple. On démontrera de méme que ;
Ty == 8y} ¥y == Sy} 3 == Sgu. 73 =Sy, C€ qui entraine : @¥Hsy, - a*2 5, .0 - a? s, = 0,
donc Skl T Shg2 T eee T §p = 0

. k -
La décomposition de 7 en une somme de la forme 211 a?"!r, est donc unique,

277. Convention d’écriture. — L.es nombres 7y, 7, ... 7, étant inférieurs A labasea
sont symbolisés par un des chiffres du systéme de numération de base a.

k
On convient d’écrire le nombre # = ? a?™ r, sous la forme suivante ;
k
N = VY gy pgees Yoy = ?arlf,-

On pourra supprimer le trait supérieur lorsqu’il n'y a pas confusion avec le produit
ViV i—p oo 710 Ainsi ;
a = deux: 10111 = a* + a2 +a + 1.
a = douze : 0« =244 3a® + o
En particulier, dans tout systéme de numération 2 base a ;

10 = a; 100 = a2 TO000 = a...
On retrouve ainsi les conventions connues de 12 numération décimale.
278. Numération décimale. — 1°© NUMERATION ECRITE. — Dix unités d’'un ordre

quelconque représentent une unité de Pordre immédiatement supérieur : dix unités simples
représentent une dizaine, dix dizaines représentent une centaine etc... L’ensemble de
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trois ordres successifs 4 partir des unités simples se nomme classe : classe des unités, classe
des mille, classe des millions etc... Les conventions de la numération écrite sont les suivantes ;

Tout chiffre écrit & la gauche d’un autre représente des unités de I'ordre immédiatement
supérieur. Le dernier chiffre a droite représente les unités simples.

On laisse un intervalle entre les groupes de chiffres représentant des classes différentes :
23 437 025 = (2 X 107) + (3 X 10%) + (4 x 10%) + (3 X 10%) 4 (7 x 10%) 4 (2 +10) +-5.
Les mémes conventions s’appliquent 2 la base a en remplagant dix par a.

NUMERATION ORALE. — On lit le nombre en commengant par la gauche en faisant
suivre chaque chiffre du nom de "ordre qu'il représente :

843 se lit huit centaines, quatre dizaines trois unités ou huit cent quarante trois. Lorsque
le nombre comporte plusieurs classes on lit séparément chaque classe en la faisant suivre
de son nom :

20 241 se lit ; vingt mille deux cent quarante et un.

279, Probléme. — Un nombre étant donné le systéme a base a, Pécrire
dans le systéme décimal.

ExeMpLE I, — Ecrire dans le systéme décimal le nombre qui s'écrit 10 341 dans le systéme
a base 8,

Diapréslen® 276 : 7 = (1 X 8%) + (0 X 8%) + (3 X 89 + (4 x 8) + 1.

= 4096 + 192 4 32 + 1 = 4321,

ExempLE 11, — Ecrire dans le systéme décimal le nombre n qui sécrit « 23 B dans le
systéme & base 12 : :
7= (o X 12%) + 2 x 129) + (3 X 12) + 6.

= (10 X 129 + 2 X 129 + (3 X 12) + 11.
== 17280 4 288 + 36 + 11 = 17615,

280. Probléme. — Un nombre étant donné dans le systéme décimal,
Uécrire dans le systéme a base a.

ExempLE I, — Ecrire le nombre 35 du systéme décimal, dans le systéme binaire.

I suffit de chercher les restes successifs 75, 7,... 7;, comme au n® 276, On obtient :
B=2Xx1N)+517=2x8+1; 8=02x49)+0; 4=02Xx2)+0
2=(2x1)+0;1=(0X 2) +1 etle nombre n s’écrit : n = 700011,

ExempLE II. — Ecrire le nombre 43 069 du systéme décimal dans le systéme & base 11.

Dans ce systéme le nombre dix s’écrit «. On obtient :

43069 = (11 x 3915) +4; 3915 = (11 x 355) 4 10;
355 = (11 x 32) + 3; 32=(1f><2)+1_0_; 2=(11x0)42

et le nombre s’écrit :

n=2 3 4

281, Probléme, —— Un nombre étant écrit dans le systéme a base a,
Uécrire dans le systéme a base b.

ExeMPLE. — Ecrire le nombre 20 341 du systéme & base 8 dans le systéme binaire.
On passe par Pintermédiaire du syst®me décimal, Ce nombre s’écrit 4 321 dans le
systéme décimal, En opérant comme au n® 276, on trouve dans le systéme binaire :

n = 1000011 100 001.
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282, Rationnel décimal, — On appelle rationnel décimal tout rationnel
dont le dénominateur est une puissance de 10,

——1—62 ; %—5)—(1) H :—ﬂ)%! sont des rationnels décimaux.

Nous réserverons le nom de fraction décimale A tout rationnel décimal positif ou nul.

283, Unités décimales. — On appelle unité décimale toute fractton
décimale dont le numérateur est égal a I'unité.

La suite des unités décimales s’écrit :

1 1 1 1 1 . - : . .y

10° T00° T000° = 10°-1 10 et se lit : un dixidéme, un centitme etc.., ot chaque terme

de la suite est le produit du précédent par = 110 La convention de la numération orale s’applique

aux unités décimales : dix unités d’un ordre quelconque valent une unité de Pordre immé-
diatement supérieur.

284, Nombre décimal.— La fraction décimale %2.%% est égale 2 la somme suivante :

23258 23000 | 200
1000 — 1ooo+1ooo+1ooo+1ooo

= 23 unités 4 2 dixiemes +} 5 centitmes | 8 milliémes.
Adoptons la convention de la numération décimale en séparant les ordres des unités
entitres et ceux des unités décimales par une virgule :

23258
To00 = 23,258

La fraction décimale 23 0205: s’écrit ainsi sous la forme du nombre décimal 23,258 qui
se lit 23 unités, 258 milliemes,

De méme le rationnel décimal _—_lio____(?;()z s’écrit — 43,02 et se lit — 43 unités, 2 centitmes.

Réciproquement, tout nombre décimal peut s’écrire sous forme de rationnel décimal.

.. - 12048.
Ainsi : 12,048 == 100

285, Théoréme. — Pour qu’une fraction irréductible soit égale a
une fraction décimale, il faut et il suffit que dans la décomposition de son
dénominateur en facteurs premiers ne figurent pas d’autres facteurs que
2 et 5.

10 Condition nécessaire : soit 3 = 'lé'" ; g irréductible

1Y

L)
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D’apres le n® 268 le dénominateur b est un diviseur de 10* = 2% X 5%, Donc (n® 260)
dans la décomposition de I’entier b en facteurs premiers ne figurent que les facteurs 2 et 5
avec des exposants au plus égaux a ».

20 Condition suffisante : soit la fraction 7 ;l( 5
. A . .
Sip>gq: % :: 5= ‘;,,XXS 5 = 105 fraction décimale.
-P
Sip<yqg: % ; i a2q><x2 5 = Tl(%' » fraction décimale.

286. Corollaire I. — Pour qu’un rationnel irréductible soit égal & un nombre décimal,
il faut et il suffit que dans la décomposition de son dénominateur ne figurent pas d’autres
facteurs que 2 et 5. '

. . a . .
Soit le rationnel r = ;; a € Z; b € N¥; |a| et b premiers entre eux. Pour que 7 soit
b P q

égal 2 un nombre décimal, il faut et il suffit que la fraction irréductible I—Z—I soit égale 2
une fraction décimale, donc que dans la décomposition de b ne figurent pas d’autres facteurs
que 2 et 5. ‘

287. Corollaire IL — L'inverse d’une fraction décimale n'est pas en général une fraction
décimale.
10» 7 5n
L'inverse de l—g-,; est —— = 2 : (avec a 7 0).

Cette fraction ne peut étre simplifiée que par des puissances de 2 ou 5. Donc si, dans

la décomposition de @ > 1 figurent d’autres facteuts que 2 et 5, I'inverse de -l—g; ne peut étre

une fraction décimale. Il en résulte que I'inverse d’un nombre décimal n’est pas, en général,
un nombre décimal.

288. Opérations sur les. nombres décimaux. — Soit D I’ensemble des nombres
décimaux, L'ensemble Z des entiers relatifs est inclus dans D car 10° = 1; ’ensemble
D estinclus dans Q : ZCD CQ.

. g .. a b 10a4+5 ., ...
L’addition est une loi interne dans D : 109 + Tome = —ore ©t P’addition confére

a Pensemble D une structure de groupe abélien (commutativité; associativité; élément

O+ le symétrique de % est T2
neutre 7oz le symétrique de j55 est 57 )-

La multiplication est une loi interne dans D :

4 b ab
10? © 100 107+

La multiplication est commutative, associative, distributive par rapport i I’addition
n

et posséde un élément neutre %—g—,—, = 1. Par contre, en général, un nombre décimal n’a pas
d’inverse (n® 287), Donc (n® 35) :

Pour les lois d’addition et de multiplication, I’ensemble des nombres
décimaux relatifs a une structure d’anneau commutatif et unitaire.
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289. Valeurs approchées & 10™ prés d’'un nombre réel. — Soit le réel «, les
entiers relatifs successifs @ et b = a + 1 tels que : @ < « < b se nomment respectivement
valeurs approchées A une unité prés par défaut et par excés du réel «. Soient x,, et x,, + 1
les valeurs approchées 3 une unité prés par défaut et par excés du réel 10" a:

" x,, %, + 1 1
Les rationnels décimaux a,, == 1'%‘,, et b, = x”lg; L sont tels que :

1
<°‘<bn ’ bn"‘an=W'

Les rationnels décimaux a, = x,10™ et b, = (x, 4+ 1) 107" tels que a, < a <b,
se nomment respectivement valeurs approchées par défaut et par excés @
107" prés du réel «.

Exemeres, — 3,141 et 3,142 sont les valeurs approchées 2 1072 prés par défaut et
par excts du nombre  car : 3 141 < © < 3,142, De méme 1,41 et 1,42 sont les valeurs
approchées par défaut et par excés 2 1072 prés de v/2 car : 1,41 < /2 < 1,42.

290, Suites des valeurs approchées d’un réel,—Soient a,,,, = lé':l,et b = "‘“+ll
N4
les valeurs approchées & 10-t*1) prés par défaut et par excts du réel o, Les relations ;
0%, <1001 ¢ < 10 (x, + 1) (n° 289) et x,,, < 10" o« < &,y + 1
entrainent les inégalités : ‘
0x, <a,y+1 => 10x,, < x,,“
et Ko < 10 (%, +1) == x,, <10 (x, + 1).
On obtient ainsi : 10x, < x,, <10 22, + 1< 10(x, + 1)
Soit, en divisant par 107+ :
y S Opyy S < bpp < by.
On ne peut avoir 2 la fois : @, = a,,, et b, = by, car b, — a, > by — anyy.
11 en résulte que la suite {a,} des valeurs approchées par défaut et la suite {5,} des
valeurs approchées par exces (3 10-* prés) du réel « sont telles que :

A< << ... <o< ... KhL<K<Lh<h <h

La suite {a,} détermine la suite {b,} et la différenceb, — a, peut devenir
inférieure a tout nombre positif ¢ donné.

Eneffet: b, —a, = %,,

Pour que le réel « soit un nombre décimal, il faut et il suffit qu'il existe un terme
a, tel que a, = a. Il en résulte que :

Si o n’est pas un nombre décimal, les suites {a,} ¢t {b,} sont illimitées :

Vp» €N:a, <o <b, On peut donc entre a, et « puis entre « et b, intercaler des
rationnels @, + e et b, —e et :

et 10">é => b, — a, <e.

.i. D -i b .L e 1 tr" o
10”<&: a,,+10”<a<,,—10",cquten aine :

1 1
a >aD+Wn et bngbp_wn’

Il n’existe donc pas d’élément maximal dans la suite {a,} ni d’élément minimal
dans Ia suite {5,}.



NOMBRES DECIMAUX 161

REMARQUE. — Les valeurs décimales approchées successives par défaut et par excis
d’un réel permettent d’encadrer ce réel entre deux nombres décimaux dont la différence
est aussi petite qu'on le désire. Ainsi :

n = 3,141 592653 ... => 3,141592 < r < 3,141593.

291, Valeurs approchées d’un rationnel. — Soit le.rationnel r =

pEZ
Les valeurs approchées & 10~ prés par défaut et par excds de r sont les nombres

décimaux :

b
- GN*;
ou ¢

>
'\’n

1
a4y = Tga €t b,,=£'51—0_‘—7-— tels que :

X, X4 1
ﬁ)n—ﬂ <§ < nl-g)_n = gx, < 107 <qewy + 1

L’entier relatif x, est donc le quotient de 10%p par ¢ (n® 200).

Limitons-nous aux rationnels positifs car, par exemple :
1 1

0,33 < 3 < 0,34 = — 0,34 < — 3<— 0,33,
On obtient la régle suivante :
Si x, est le quotient entier de 10" par g le nombre décimal 10—y, est

le quotient approché a 10-" prés par défaut du rationnel positif ‘:-;

On effectue donc la division euclidienne de 10%p par g et on sépare par une virgule
les 7 derniers chiffres & droite du quotient obtenu :

EXEMPLES, — 1° Valeurs approchées ¢ 10-8 prés par défaut et par excés de 272

Le quotient entier de 22 X 10° par 7 est 3 142 857
et 3,142857 < 27—?5 < 3,142858.

22000000 | 7
10
30 3142857
20
60
40

50

1

On obtient ce méme résultat en poursujvant la division de 22 par 7 jusqu’a la 6¢ déci-
male,

2° Valeurs approchées ¢ 10-4 prés par défaut et par exceés de 26015;7.

. , . 057 . .
Ce quotient exact de nombres décimaux est égal au rationnel 21—56 Le quotient entier
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de 2057 X 10* par 150 est le méme que celui de 2057 x 103 par 15 soit 137 133. Donc :

13,7133 < 2001557 < 13,7134, 2057000 | 15
55 137133
107
020
50
50
5

292. Nombres décimaux périodiques. — Si le dénominateur ¢ du rationnel irré-
ductible 2 eontient, dans sa décomposition en facteurs premiers, d’autres facteurs que

2 et 5, il ne peut &tre égal 3 un nombre décimal (n® 286). Dans la division euclidienne de
10"p par ¢ on trouve au plus (g — 1) restes différents. Si n est suffisamment grand on finit
par trouver un reste 7 déja obtenu et les chiffres suivants du quotient se reproduisent
périodiquement, Ainsi ;

%—2 = 3,142857 142857 142857...
2,057
N 13,713 333...

On dit que les valeurs approchées d’un nombre rationnel sont des nombres décimausx
périodiques.

Dans le premier exemple on obtient un nombre périodique simple car la période 142857
commence immédiatement aprés la virgule. Dans le second exemple, on obtient un nombre
décimal périodique mixte car la période 3 ne commence pas immédiatement aprés la virgule,

293, Valeurs approchées de la racine carrée d’un rationnel. — Si le rationnel
positif A n’est pas un carré parfait, il n’est pas le carré d’un rationnel (n° 92). Sa racine

carrée 4/A n’est pas un nombre décimal. Soient 2% 10,, et 13;1 les valeurs approchées a 10—

prés par défaut et par excds de /A :
X om0 Gt 1),
i < VA < o < A <"
Soit : a2 <A X 1020 < (x, - )2
L’entier naturel x, est le plus grand entier dont le carré soit inférieur ou égal 3 A x 1027,
C’est la racine carrée entidre de A X 102,

La valeur approchée %’;—1 & 10-" prés par défaut de la racine carrée d'un rationnel positif A

s'obttent en calculant la racine carrée entidre de A X 10"‘ puis en muliipliant Pentier obtenu
par 10—,
ExeMPLE, — La racine carrée entidre de 3 X 108 est 1732. Les valeurs approchées

Flm prés par défaut et par excés de V/3 sont 1,732 et 1,733.



NOMBRES DECIMAUX 163

EXERCICES

408. Un nombre de quatre chiffres est un carré parfait. Le chiffre des unités est égal au chiffre
des dizaines et le chiffre des centaines est égal au chiffre des unités de mille.

10 Montrer que ce nombre est divisible par 121, Trouver ce nombre.
2¢ Kcrire ce nombre dans le systéme 4 base 8.

409, 1° Montrer que pour tout entier # le nombre (78 — 1?) est divisible par 60.

20 Montrer que #2 et #%, écrits dans le systéme décimal, se terminent par le méme chiffre.
a
b

. . L7 .
cette fraction sachant que son quotient exact par la fraction W est un nombre entier.

410, La valeur approchée par défaut i 1—(1-)6 prés de la fraction irréductible - est 6,83. Trouver

411, Soit N == ¢dit un nombre entierde 3 chiffres écrit dans le systéme décimal. Trouver N sachant
que les trois conditions suivantes sont réalisées :

1°2¢+d+ u=ud — 4.
20 ¢du = cud 4 9.
30 La différence : cdu — nde est divisible par 5.

412, Trouver un nombre N qui dans le systéme de numération & base 4 s’écrit xy, x et » vérifiant
la relation : 4 x —~ 5y =3 .

En déduire :

19 P'ensemble des solutions entiéres de I'équation (1).

2° I'ensemble des nombres qui, dans le systtme de numération décimale s’écrivent xy, x et y
vérifiant la relation (1).

413. Combien existe-t-il de nombres de # chiffres dans le systéme décimal, dans le systéme
binaire, dans le systéme duodécimal, dans le syst¢éme de base a?

414. Combien faut-il de caractéres d'imprimerie pour &crire les nombres compris entre 0 et 100 :
10 dans le systéme décimal;

20 dans le systéme binaire,

30 dans le systtme duodécimal.

415, Soit le nombre 12 du systéme décimal.
1¢ Dans quels systémes de numération s’écrit-il avec un seul chiffre ?
20 Dans quels systémes s’écrit-il avec deux chiffres ? avec 3 chiffres? avec 4 chiffres ?

416, 1° Former la table d’addition dans le syst2me 2 base 6.
20 Effectuer dans le systéme a base 6 les opérations suivantes :

2504 + 342 + 551 543 — 454

417. 1° Former la table de multiplication dans le systéme a base 11 ol o représente le nombre dix.
20 Effectuer dans ce systéme les opérations suivantes :
872 x 13; 56« x 37; a3al X 3«
843 . 41;  «00 : 12; ale : Ta
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418, 1° Montrer que si le nombre 7 du systéme décimal s’écrit ayay, , ... 64,8, dans le systéme
de base inconnue xona.. n = gy + a;x -+ ax® ... + ayx”,
20 Trouver x sachant que le nombre 57 du systtme décimal s’écrit 321 dans le systdme a base x.
30 Méme question sachant que le nombre 21 178 s’écrit 1030 « ot1 & vaut dix,

419, Trouver la base du systtme de numération dans lequel :

433 4 241 = 1224.

420. Trouver la base du systéme de numération dans lequel dix s’écrit « et

a1 %57 = 3377
421. Etablir le caractére de divisibilité par 3 et par 4 dans le systéme a base 12,
422, Etablir le caractére de divisibilité par o dans le systéme a base 11 (& représente dix).
423, Ftablir le caractére de divisibilité par 8 dans le systéme a base 7.

424, Quels sont les nombres du systéme décimal qui s’écrivent avec 2 chiffres dans le systéme
a base 12 et avec 3 chiffres dans le systéme a base 5,

425. On considere un nombre N, de 6 chiffres, écrit dans le systéme décimal : N = abe abe.

1° Montrer que N est le produit du nombre entier abe par un nombre entier k. En déduire :

«) que N est divisible par 7, par 11 et par 13; ) que N ne peut étre un carré parfait,

20 Déterminer N par les deux conditions simultanées suivantes : «) N est divisible par 5}

#) Dentier bc estle double de a. Décomposer le nombre ainsi obtenu en produit de facteurs premiers.

. .o on+4 . .
426, 1° Déterminer # > 3 pour que la fraction 3 Soit un nombre entier.

n--4
n—3

2° Déterminer # > 3 pour que la fraction soit 1,24 3 1_3—(')' prés,

427, Un nombre de trois chiffres dans le systéme décimal est divisible par 45. Déterminer ce
nombre, sachant que la différence entre ses deux chiffres de gauche ecst égale 4 5.
(On trouvera plusieurs solutions,)

428, Un nombre s’écrit 506 214 dans le systéme de numération de base 7; I'écrire dans le systéme
de base 8. (On pourra passer par I'intermédiaire du systéme décimal.)

429, Définition d’une fraction décimale. Condition nécessaire et suffisante pour qu'une fraction

. . s . . L1023 1243
soit égale A une fraction décimale. Application aux fractions 2750 et 3750

430. 'Trouver toutes les fractions égales a 2,66 dont le numérateur et le dénominateur ont trois
chiffres.

431, Calculer toutes les fractions de numérateur a, de dénominateur 425, dont la valeur approchée

a Tg)f) prés par défaut est 3,28, Parmi ces fractions, déterminer celles qui sont irréductibles,
432, Soit N un nombre de trois chiffres, que nous représenterons  par N = cdu.

On demande de déterminer N, sachant que : @) 3¢ - d -+ u= ud 4+ 9;

b) ¢du = cud 4 27; ¢) les nombres cdie et ude sont divisibles par 7.
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n—13
n—2
nombre entier; est-elle irréductiblc; sa valeur approché par défaut a 0,1 prés est-elle 1,8 ?

433. Soit la fraction

(n entier supérieur & 2). Pour quelle valcure de # est-elle égale a un

434, Soit un nombre N &crit abc cn systéme & base treize, a, b, ¢ étant des chiffres quelconques de
ce systéme, Les nombres 10, 11, 12 du systéme décimal sont représentés par Ics chiffrcs «, B, v dans
le systtme 3 base 13, les autres chiffres des systémes & base dix et a base treize coincidant.

12 A quelle condition abe cst-il divisible par treize; par lc carré de trecize ? .

20 Montrer que abe ct a - b -+ ¢ ont méme reste de division par douze. En déduire une condi-
dion de divisihilité de a + & -+ ¢ par douze.

3° Trouver une condition de divisibilité de abe par quatorzc.

435. 1° Développer (« -+ 1)

2° Le nombre « appartenant 3 I'ensemblc des enticrs naturels strictement supérieurs 2 6, en
déduire I'écriture de (& + 1) dans le systéme de numération dec base a.

436. Trouver les chiffres @ et b tels que les nombres de la forme Ta 15 ab écrits dans le systéme
a base 10 soient divisibles par 63.

437. 1° ¢ ct d désignant des entiers positifs n'ayant qu’un chiffre (systéme décimal), choisir ¢ ct d
de fagon quc ¢ — d? == 24; on trouvera deux systémes de solutions.

2° Déterminer un nombre de quatre chiffres (systéme décimal) de fagon qu’il soit divisible par 45
et que la différence des carrés des nombres représentés par le chiffrc des centaines et cclui des dizaines
soit égale & 24; on trouvera quatre solutions.

— 'Trouver les valeurs approchécs & 10~" prés par défaut et par excds des nombres suivants

(avec n=1;2;3):

23 27,05 43,19
438. 23 439, 233 4. 22
2 s
27 X 12 4 8 37
a1, TX2 a2 g5 s, 1
17
444, /7 485, VT3 446, /75
. 5 X
. V] 48 4/3 49, /32




LIVRE 1ll. ETUDE DES FONCTIONS

13¢ legon

FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE

294, Fonction d’une variable réelle, — Rappelons que :

On définit une fonction réelle f de la variable réelle x, quand & tout
élément x d’un sous-ensemble A de R, on fait correspondre au plus un élé-
ment y de R.

Une fonction réelle f est donc définie dans R et & valeurs dans R. L’ensemble non vide
A C R des réels & qui ont effectivement un correspondant unique y dans R est le domaine
de définition de la fonction f, qui est dite définie sur A, On écrit :

yxeACR, 1y(unique)eR tel que x-oy=f(x).

ExempLES, — 1° Les fonctions réelles 3 = x3—=x, y = 3 cos®x —4 sin x sont définies
quel que soit x € R. Ces fonctions sont définies sur R.

2° La fonction réelle : y = Vx(1 — %) est définie dans R pour 0 << » <C 1. Elle est donc

définie sur le segment [0, 1]. De méme y = :—:—t—a-‘: est définie sur l'intervalle [— 1, 4 1[,

tandis que y = 4/5® — 1 est définie sur la demi-droite [+ 1, 4 oo[.
3° La fonction y = v/— 1 — &% n’est pas une fonction réelle dans R.

Les fonctions telles que y = % — 4%, =z = %_—?73» u = x —4/22% I 5 sont
2e o
des fonctions algébriques de x tandisquela fonction y = colsi—--——s—i-—:%-ic est une fonction

trigonométrique de x. Une fonction non algébrique est dite transcendante.

Une fonction f() est dite paire si f(— %) = f(»), impaire si f(— x) = — f(x), pério-
dique de période p si f(x + p) = f(x) donc si f(x + kp) = f(x) quel que soit 'entier
relatif %.

ExempLes, — 10y = ot — 3 4 3, y = f(x?), y = f(cos x) sont des fonctions paires.
20y=xb—42+2x y=uxf(x%), y=sinx.f(cos x) sont des fonctions impaires,

3° Les fonctions y = f(sin %, cos x), y = f (tg ;) sont périodiques et ont pour période 2 .
La fonction y =1 4 cos*r & a pour période 4 1.
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* 295. Croissance d’une fonction. — Lorsque la variable x €[a, b] passe de la
valeur initiale x, 2 la valeur finale x,, elle subit I'accroissement Ax = x, — ;. Toute fonc-
tion y = f(x) définie sur le segment {a, b] subit alors I'accroissement correspondant :

Ay = yy — 3, = flo3) — f(xy).

Une fonction y = f(x) est dite croissante sur tout intervalle oit, quels
que soient x, et ¥,, les accroissements correspondants Ax et Ay sont de
méme signe. Elle est décroissante sur tout intervalle oti ces accrotssements
sont de signes différents.

y ﬂxz) “‘f(xl)

On étudie le signe du rapport : g
s~ %1

cla b Ay | positif = f(x) croissante sur [a, b].

V1, %3¢ la, 8]; 3% négatif ==> f(x) décroissante sur {a, b}.

EXEMPLE. — La fonction n == x™ oit y est un entier positif est croissante sur Uintervalle [0; 4 oo [.
En effet ;
Ay x% — &%
22 0 3x . P 3 xn-l
Ax Xg — % x) + "I + 1 +

quels que soient x; > 0 et x, > 0, ce rapport est positif.

Une fonction f (x) qui conserve la méme valeur sur un intervalle donné [a, b] est dite
constante sur cet intervalle :

Yxe[a,d): f(x)=C<=>Af=0.
La fonction y = | x + 1]+ | x-— 1] est constante et égale 3 | 2 sur le segment
[—1, + 1]
Une fonction qui est soit croissante, soit décroissante sur un intervalle
donné est dite monotone sur cet intervalle.

Etudier 1a variation d’une fonction f, c’est rechercher les inteivalles oti la fonction
est monotone (voire constante) et le sens de variation de f sur chacun de ces intervalles.
Une fonction f(x) croissante pour a < % < b, décroissante pour b <& < ¢, admet sur
Ja, ¢[ le maximum f(b). Si cette fonction est décroissante pour @ < x < b, croissante pour
b < & <, elle admet f(b) pour minimum sur ]a, .

296. Théorémes généraux de variation. — Deux fonctions y = f(x) et # = £(%),
monotones sur un intérvalle donné ]a, b[, varient dans le méme sens ou en sens contraires
suivant que leurs accroissements Ay et Az correspondant au méme Ax sont de méme signe
ou non. Désignons d’autre part par A et C des constantes :

1o Les fonctions y = f(x) et z = f(x) 4 C varient toujours dans le méme sens.

Ay et-Az sont égaux & Af = f(x,) — f(%,) et sont donc de méme signe.

20 Les fonctions y = f(x) et 2 = Af(x) varient dans le méme sens pour A positif, en sens
contratres pour A négatif.

Ay = Af et Az = AAf sont de méme signe pour A > 0, de signes différents pour A < 0.

En particulier y = f(x) et 2 = — f(x) varient en sens contraires.
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30 Si les fonctions f(x) et g(x) varient dans le méme sens sur [a, b) il en est de méme de leur
somme y = f(x) 4 g(x).

Ay = Af 4 Ag est du méme signe que Af et Ag.

40 Les fonctions y == f (x) et z = f—(lgc-) varient en sens contraires dans tout intervalle ot
S (%) conserve un signe constant, .
11 nf(*"l) — f(xs) - Ay
Sxs)  flx) f(x1) - f(x2) J(®1) (%)
Puisque f(x,).f(x,) est positif, Ay et Az sont de signes opposés.

En effet : Az =

—_ N . .
En particulier la fonction 5 vatie en sens contraire de x. Elle est donc décroissante

dans chacun des intervalles ] — o0, 0[ et 0, 4+ oo [

297. Graphe d’une fonction, — Soit y == f(¥) une fonction définie sur le segment
[a, d). Le plan étant rapporté 2 un repére cartésien #0y construisons pour toute valeur de x
de [a, d], le point M de coordonnées x et y = f(x).

L’ensemble des points M [x,y = f(x)] est le graphe de la fonction :
¥ = f(x) sur [a, d].

Ce graphe est en général un arc de courbe ABCD (fig. 49). Les arcs AB et CD corres-
pondent 4 des segments [a, b] et [¢, d] sur lesquels 1a fonction est croissante tandis que
I'arc BC correspond 4 un segment [b, c] sur
lequel la fonction est décroissante.

Le point B correspond au maximum f(b)
et le point C au minimum f(c).

Rappelons que le graphe de toute fonc-
tion impaire admet le point O pour centre
de symétrie (fig. 50) car les points M [#, f(x))
et M'[— x, — f(x)] sont symétriques par
rapport & O.

En coordonnées rectangulaires, le gra-
phe de toute fonction paire admet Oy pour
axe de symétrie (fig. 51) car les points M[x, f(x)] et M’'[— x, f(x)] sont symétriques
par rapport 3 Oy,

Fig. 50. Fig. 51. Fig. 52.

Enfin dans tout repére, le graphe d’une fonction périodique, de période p se compose
d’une infinité d’arcs égaux (fig. 52), chacun d’eux se déduisant du précédent dans la trans-

lation de vecteur V (3, 0).
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Plus généralement, I'ensemble des points du plan dont les coordonnées x et y
vérifient une relation F(x, y) = 0 est le plus souvent une courbe (C), appelée courbe repré-
sentative ou graphe de la relation F(x, y) = 0. Réciproquement la relation F(x, ¥) == 0 qui
caractérise les points d'une courbe donnée (C) est I'éguation de la courbe (©).

LIMITES

298, Définitions, — 1° On dit que la variable réelle x tend vers le
nombre donné a (ou admet pour limite a) lorsque la valeur absolue de la
différence x — a devient et reste inférieure @ tout nombre réel positif ¢
fixé a Pavance.

On fait tendre x vers a, si on I'astreint 3 vérifier, quel que soit le nombre positif arbi-
trairement petit ¢, I'inégalité :

¥ —a|<e ou a—e<x<a-+te

On écrit : x — a (lire « x tend vers a »), Précisons que :
¥ — a d droite (ou par valeurs supérieures) si : a < x < a + e.
¥ — a agauche (ou par valeurs inférieures) si:a —ec < x < a.
On écrit parfois x — a 4+ 0 dans le premier cas et ¥ — a — 0 dans le second cas.

Notons que lorsque ¥ — g, la différence x — a tend vers zéro, car sa valeur absolue
devient et reste inférieure 2 celle de tout nombre positif.

2° On dit que la variable réelle x, de signe donné, devient infinie si
sa valeur absolue devient et reste supérieure & tout nombre réel positif
arbitrairement grand A, fixé a Pavance.

% — 4 oo sifinalement: x> A,
% — — oo sifinalement: x < — A,

299, Limite finie d’une fonction. — 1° Considérons une fonction réelle f(x)
définie sur un voisinage du point donné a (sauf peut-étre pour ¥ == @). Dire que f(¥) tend
vers b, lorsque x tend vers g, signifie que I'on peut choisir x suffisamment voisin de a pour
que la différence f(x) — b soit inférieure en valeur absolue & tout réel positif ¢, si petit
soit-il, fixé 2 I"avance. D’une fagon plus précise :

La fonction f(x) tend vers la limite b lorsque x tend vers a, si a tout
réel positif arbitrairement petit ¢« on peut faire correspondre un réel
positif « tel que la relation |x — a| < « entratne : If(x) — 8] <.

Donc  f(x)—b lorsque x-—+a ou limf(x) =b si:
x*a

¥e>0, 3a>0 tel que |[¥—a| <a=>|f(x) —b| <e
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EXEMPLE. — Montrer que y = A/x + 3 tend vers 2 lorsque x tend vers 1.

ly—2l = | ViTi—2 = st el

Vit 3+2 2
l\/x+ 3~*—2| < ¢ est réalisée pour : |x — 1] < 2¢ ou x€ )l — 2¢, 1 + 2¢[.
Ainsi pour obtenir : 1,99 < \/ x -+ 3 < 2,01 il suffit de prendre : 0,98 < x < 1,02.

2° On dit que la fonction f(x) tend vers la limite b, lorsque x tend
vers -+ oo (ou vers — ), si a tout réel positif arbitrairement petit ¢,
on peut faire correspondre un réel positif A tel que la relation |x|> A
entraine : |f(x) —b| <.

Donc f(x) —b lorsque x— ¢ oulim f(x) ==b si:
_ e

¥¢>0, 1A>0 telque |x|>A=>|f(x)—b| <e.

ExeMpLE. — Montrer que y = -zki_f—-—l; tend vers 2 + O lorsque x — + oo.
) 3 . . 3 ,
Yy - 2 == ST Pour ebtenir 0 << y — 2 < ¢, il suffit de prendre 0 < g < € c'est-A-dire

x4+ 1> -2- ou simplement x > -2-

300. Limite infinie d’une fonction. — 1° On dit que la fonction de
signe connu f(x) tend vers l'infini, lorsque x tend vers a, si @ tout réel
positif arbitrairement grand B, on peut faire correspondre un réel positif «
tel que | x — a| < « entraine :|f(x)| > B.

Par exemple f(x) — + o lorsque x——>a si:

¥B>0,3a>0 tel que |x—a| <oa=>f(x)>B.
1

EXEMPLE, -~ La fonction y = v 3 tepd vers 4 oo lorsque x tend vers - 3 par valeurs
% —
supérieures car pour obtenir y > B il suffit de prendre \/ x—3 < B
soit : 0<xx—3< T;; clest-a-dire I <x <3+ %-

2° On dit que la fonction de signe connu f(x) tend vers Pinfini lors-
que x tend vers 1 o (ou vers — co), si a tout réel positif arbitrairement
grand B, on peut faire correspondre un réel positif A tel que | x| > A
entraine : |f(x)| > B.

Ainsi: f(x) — - o0 lorsque x—>-— oo si:
¥B>0,1JA>0 tel que x <<— A==pf(x)> B.

ExeMmPLE. — La fonction y = 42 — x tend vers 4+ 0o lorsque x tend vers — ¢o0 car pour
obtenir y > B il suffit de prendre 2 — x > B? ce qui est réalisé pour x < — B%,
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301. Remarques. — 1° Si une fonction f(x) admet une limite déterminée
lorsque x tend vers a, cette limite est unique.

Supposons que x->a entraine : y —>b et y — ¢ avec ¢ > b par exemple. On
pourrait trouver deux réels positifs o et o' tels que :

¢:-~bt , c—b
5 ¢ |x—~a|<oc==>|y-—c|<———2 .

En prenant |# — a| inférieur au plus petit des nombres « et «', y appartiendrait 2
deux intervalles disjoints, ce qui est impossible. '

|x —a| <a=> |y —b| <

20 Si une fonction f(x) prend ses valeurs dans un intervalle ]«, B[ lorsque
x varie dans un voisinage [¢, d] du point a, sa limite, lorsque x tend vers a,
ne peut étre qu’une valeur b du segment [« £].

Par exemple : b < & << B == f(x) — b > a— b. I serait alors impossible de réaliser
| f(¥) —b| < e=]a—bj. Par contre on peut trés bien avoir b= a ou b= . Ainsi
une fonction positive sur [c, d] ne peut admettre de limite négative lorsque x — a € e, d}.
Elle peut admiettre pour limite b == 0 ou + oo,

30 Une foriction f(x) ne peut tendre vers + o ou vers — o que lorsque
son signe est finalement bien déterminé. :

Ainsi la fonction y = ey n’a par de limite lorsque ¥ — - oo, bien que

S| = # — + oo, car on ne peut lui affecter de signe défini.

302. Théoréme. — Si la fonction f(x) tend vers une limite b lorsque
x tend vers a (fini ou infini) toute fonction g(x) vérifiant I’'une ou lautre
des relations : b < g (¥) < f(*) ou f(x) < g(*) < b, tend également vers b.

L’une et Pautre de ces relations entrainent : 0 < | g(x)—b | <|f(x) —b] et, quel que
soit ¢ positif, toute valeur de x qui réalise | f(¥) — & | < e réalise également | g(¥) — 8| <.

Autrement dit :
g el f() et f(x) —b=>g(x) —b.

303. Opérations sur les limites, — La recherche des limites de fonctions est facilitée
par les théorémes suivants que nous admettrons en nous bornant a donner les conclusions
sous forme de tableaux.

304. Limite d’une somme. — Lorsque x tend vers x, ou vers =4 oo :

St f(x) tend uérs : a a a + & —-— 00 + oo
et si g(x) tend vers ¢ b + oo — 00 + o — 20 )
F(x) + g(x) tend vers : a4+ b 4 oo — 00 4 o0 ‘ — 00 ?

Dans le cas ol les fonctions f(x) et g(x) tendent 'une vers + oo et I'autre vers — oo,
la limite n’est pas déterminée et nécessite un calcul direct. On dit que :

La somme  f(x) 4 g(x) = se présente alors sous la forme indéterminée oo — oo,
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Ce cas mis 4 part et en étendant la notion de somme au cas ol 'un o1 autre des termes
devient infini, on voit que :
La limite d’une somme est la somme des limites de chacun des termes.
Ainsi : lim (u, + v, —w,) = limu, + limo, — lim w,,
lim[f(x) 4 C] = lim f(») + C.
305. Limite d’un produit. — Nous supposons connu le signe de chacun des facteurs

S (%) et g () et nous donnons seulement la valeur absolue de ces facteurs ou de leur produit
lorsque cette valeur absolue est infinie.

Lorsque x tend vers xq ou vers +- oo ;

St f(x) tend vers ¢ a a#0 0o 0
et si g (x) tend vers : b oo 00 o
f(x) . g(x) tend vers : ab 0o 00 ?

Nous voyons apparaitre la forme indéterminée O X oo. Ce cas mis A part on peut dire que :

La limite d’un produit est le produit des Iimites de chacun des facteurs.
En désignant par A, B, C des constantes, on voit ainsi que :

lim [Af(x) + Bg(x) + C] = A lim f(x) 4- B lim g(x) +- C
lim [Ax, + Bv, —Cw,] = Alimu, + Blim v, — C lim w,,.

306. Limite d’un quotient. — En supposant connu le signe de chacun des termes
f(x) et g(x), nous ne donnons que leur valeur absolue ou celle de leur quotient lorsque
cette valeur absolue est infinie. Lorsque x tend vers x, ou vers -} oo :

8¢ f(x) tend vers : a [ a#0 a 0 (<5

et si g (x) tend vers : bF£0 b#£0 0% oo 0 o0
I-(—x) tend vers : 2 0o o0 0 ? ?
g(x) b

Le symbole 0* indique que g (x) doit tendre vers 0 2 droite ou 3 gauche, pour que le
. . . , . ey, 0 00
quotient ait un signe déterminé, Le cas des formes indéterminées p ¢t 55 mis a part on peut
dire que :

La limite d’un quotient est le quotient des limites de chacun de ses
termes.

Ainsi: lim %2 = M8 0 i(%) == m%- Donc :

v, limuy,

Lorsqu’un nombre positif tend vers -+ oo, son inverse tend vers O et lorsqu’un nombre positif
tend vers zéro, son inverse tend vers -+ oo.

307. Limite d’une puissance ou d’une racine. — Il résulte du n° 305 que :
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Si f(x) tend vers a, [f(%)]” tend vers a”.

Inversement, en supposant '\p/ jT(-;)' définie pour f(x)voisin de a :
LAV P/

Si f(x) tend vers qa, \/ f(x) tend vers \/a.

Ces limites sont nulles si a = 0, infinies lorsque a est infini,

308. Théoréme. — Lorsque x tend vers zéro, sin x tend vers 0 tandis
que cos x tend vers + 1 par valeurs inférieures.

10 Quel que soit le nombre positif ¢ < 1, il existe ZA
. LA
un arc « compris entre 0 et 3 radians, tel que

sin « = ¢ (fig. 53). Pour obtenir | sin x | < ¢ cest-a-

dire : sin | | < sin « il suffit de prendre | x | << o car € M, ()
la fonction sin x est croissante sur le segment [0, «]. , M(x)
Donc sin & tend vers 0 en méme temps que x. o) A%
~€
. Lg% -

20 On sait que : cos & = 1 — 2 sin? 3 Lorsque M)
x tend vers 0 il en est de méme de 5 8in 5 et 2 sin? 5-
Par suite cos x tend vers 1 & gauche. Fig. 53.

309. Limites des fonctions circulaires. — Lorsque x tend vers %, les fonc-
tions sin x, cos x et tg ¥ tendent respectivement vers sin %, cos X, et tg x.

On sait que pour x = x5 + A : _
sin x == sin (% -+ %) = sin %y cos & -+ cos x,sin &
cos ¥ = cos (¥ + k) == cos xy cos b — sin x, sin A.
Lorsque & tend vers xg, & tend vers 0, par suite sin & tend vers zéro et cos % tend vers 1
(n° 308). 1l en résulte que sin x tend vers sin x, et que cos x tend vers cos x,.
sin %,
o8 ¥,

, sin & . . , . . .
D’autre part : tg x == cos w2 Pour limite ) C’est-3-dire tg x,, si toutefois cos xy 70,

donc si xy 7 > kr. Cette limite devient - oo lorsque % —» = + An 3 gauche, — o
2 1 2

lorsque x tend vers 7—2' + kw & droite.

310. Résumé, — Il résulte des théorémes nos 305 a 309 que:

Lorsque x tend vers %, toute fonction algébrique de x ou de sin x et
cos ¥ admet pour limite sa valeur pour x = x, si toutefois elle ne se présente
) p . . 0 o
pas sous lune des formes indéterminées ; co — c00; 0 X oo} 0% =
(10 +4/F—2 16+
2x —3 3 -
L T 2 sin® x + cos & 324172 2
orsque ¥ —> 73 : (smx,cosx)——l_}_\/ﬁ—tgz—;c 1+ V4 =1

Ainsi lorsque ¥ — + 3 : F(x) = 7.
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FORMES INDETERMINEES

311, Définition. — Trouver la vraie valeur d’une fonction F(x) qui se
présente sous une forme indéterminée pour x = x,, c’est en déterminer la
limite lorsque x tend vers x,

. . . 0 o
Quel que soit le symbole d’indétermination ; o0 — 00,0 X oo, 5% = on cherchera

une fonction G(x), équivalente 3 F(x) pour x 7% x, et de la forme A.B.C ou A—CI-; dans
laquelle on sait déterminer les limites des facteurs A, B et C lorsque x ~— #,,

312, Limite d’un polyndme. — Le polynéme : F(x) = agx" +- ax*1 ... -} a,_, x 4 a,
se présente souvent sous la forme oo — oo lorsque & tend vers - oo, Or !

Or:  F()=aam. (1+ A et )
Lorsque x devient infini, I'expression entre parenthéses tend vers 4 1, Donc :

Un polynéme en x devient infini, avec le signe de son terme de plus
haut degré, lorsque x tend vers + o ou vers — oo.

On peut méme ajouter que le rapport -g—%), tend vers 1 lorsque ¥ — - co.
0

313. Limites d’une fraction rationnelle. — Une fraction rationnelle

F('x)____A(x) @y X" + a, & - ... - a,
T B(x) by x? + by x*1 .+ b,

. &0 0 .
se présente sous la forme = lorsque x devient infini et sous la forme p Pour toute racine ¥,

commune aux polyndmes A(x) et B(x).

14 22 s,+ o

ay x" ao x

Bo %%

1° On peut écrire: F(x) ==

La seconde fraction du second membre tend vers 4 1 lorsque % devient infini, On en
déduit que :

La limite d’une fraction rationnelle, lorsque x devient infini, est celle
du quotient des termes de plus haut degré de son numérateur et de son
dénominateur.

On voit que la limite est nfinie avec le signe de g_g x¥*? pout n > p, égale d %‘-’ pour
o 0
n = p, nulle pour n < p.

20 Si xy annule A(#) et B(x), la fraction F(x) qui se présente alors sous la formeg
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vt A(x) (x — %) C(x)
s’écrit : F(x) = ) = = x: DG)
x)

Elle est donc, pour ¥ 5= %, équivalente 2 la fraction (I;E )qm admet, en général la

.. 0
limite I—)Eogj lorsque x —» x4. Si J——-) se présente sous la forme 5 on recommence 'opé-
ration.

La vraie valeur d’une fraction rationnelle, pour une racine x, commune
a ses deux termes, est la valeur de la fraction simplifiée par x — xy

ExeMPLR, — Limite de F(x) = :—;—E%J%Ji-]z lorsque x tend vers 1.

- 0 clet: Fa) — &= D+ 2
Cette fraction prend la forme = pour x = 1 et: F(x) = Py )

0
(x 4 2) . 142

Pour x 7 1,onadonc: F(x) == GTY expression égale 2 arn pour x = 1.
Donc : F(x) —~» % lorsque x — 1.

314. Limites d’une expression irrationnelle. — On est souvent amené 2 faire
entrer (ou sortir) un facteur d’un radical. Ne pas oublier par exemple que pour A > 0:

VAR estégala xy/A pour x>0 e¢tda —x4y/A pour x<0

-\-/;é est égal 2 /\/% pour’ x>0 et —'\/% pour x <O

Jom — A b B
D’autre part il y a souvent avantage A remplacer 4/ A — vB par A o \/ﬁ.

VETR

ExempLe L. — Limitedey = 3——3 7 lorsque » — 2.

Cette fonction n’est pas définic pour — 2 < x < 2, Donc x — 2 & droite et pour x > 2:

- Vi—2vz¥3 _ Vetd
Y G D AT D a3t x )

Six — 2 4 droite : y — 4 o0.

EXempPLE II. — Limitede y = x /\/

Cette fonction est définie sur ]0, 1]. Donc x — 0 3 droite et pout x > 0:

lorsque x — 0.

y=’i\-/-—17-_-——-¥ =% V1T = % Six — 02 droite : y — 0.
Vx
ExempLE I1I. — Limite de F(x) = A/4® + 3% — A/ 5E T 1 lorsque x tend vers - oo
ot — 00,
Sous cette forme F(x) — 00 — oo, Ecrivons :
(x2 4+ 3x) — (x2 + 1) 3x—1

F = Ly ey~
@ Ve t3x+VeEF1 VaFia+Aat+1
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Maintenant F(x) — oy Divisons ses deux termes par x :

31

. . s
3 -1 2
\/1+§+\/1+$
1

3 —=

Pour ¥ > 0: F(x) =

lorsque x — + oo,

3
-— — = lorsque x — — oo,

X
— — 3
"\/”5“\/”;3

Pour x < 0: F(x) =

ExempLE IV. - Limite de G (x) = (”_ilj}{c" + 1 lorsque x — + 3.
G(x)—-—- (x-l)z"'(x'l'l) - x® — 3x — 1 .
(=3 fr—14+Vx+1] @B—30)[x—-14+4xF1] x—1+4xF1
Donc : G (x) — 2_:_———5 = j:-_lorsque x— 4+ 3,

315. Limite de s_l_;-x lorsque x tend vers zéro.

Si x désigne la mesure d’un arc en radians, le rapport §1_r£~x tend vers 1
par valeurs inférieures lorsque x tend vers zéro.

Supposons d’abord x positif tel que 0 < x < _;_‘ et soit M 'extrémité de I'arc AM = »
radians du cercle trigonométrique (fig. 54). L’aire du secteur circulaire OAM est comprise
entre celle du triangle OAM et celle du triangle OAT :

% OA.PM < %b‘Kz.x < -12- OA.AT. 4

Soit, puisque OA = 1,
PM =sinx et AT =‘tg x,

la relation :

sin x < x < tg x. X

o
T
>

KY

Comme sin x est positif, on obtient par division
par sin ¥ puisen passant aux inverses :

1 x < 1 . sx<sinac<l
<sinx cos X co x

1) Fig. 54.
Cette relation est également vérifiée pour x

. T sin
négatif tel que —3 << 0 car le changement de x en — x conserve cos x et -5 Par

. sin x . .
suite, lorsque x tend vers 0, le rapport —,~ compris entre + 1 et cos x qui tend vers + 1

par valeurs inférieures (n° 302), tend lui-méme vers + 1 2 gauche.
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REMARQUE. — Si I'arc AM = x rd vaut y grades ou = degrés, on obtient :

LI S ¥ & LN i .
In = 400 = 360 = 3 = 200 et z 180 Par suite lorsque x — 0 :
sin;}_sinxy.f_»l et sinz___sinxxf__»L_

y x Ty 200 Py x z 180

316. Corollaire, — Lorsque l’arc x mesuré en radians tend vers 0, le
1—cosx

tg x ,
rapport =— tend vers 1 par valeurs supérieures et le rapport s

1
tend vers 5 par valeurs inférieures.

La relation (1) du paragraphe précédent, vérifiée pour 0 < |x| < -, donne aprés divi-
g ¥ 1
< cosx

tg x . 1 .
Lorsque x tend vers 0, le rapport —g;—, compris entre 1 et os % qui tend vers 1 2

sion par cos ¥ qui est positif : 1 < =~

droite tend lui-méme vers 1 par valeurs supérieures (n° 302),

2

ot in ¥

Dautee part: —28% 2sm2_l 22 13 gauche

autre part : o2 =g 3 p -3 gauche.
2

Les limites précédentes montrent que pour un petit angle o exprimé en radians :

. _ ol
El—:?—'1‘;45l,t—g;ﬂ';zﬁ'flet:1 oosa#z <==> sinaFa tgato et wsa#l-—-é--

Dans les calculs approchés on assimile sin x et tgx 2 &, cos ¢ 3 1 — %— (ou a 1).
317, Limites des fonctions trigonométriques. — Pour lever l'indétermination

d’une fonction trigonométrique, il est recommandé d’écrire cette fonction sous forme d’un
produit de rapports dont on connait la limite.

ExempLe I. — 1° Limite de st!gn 32 ; lorsque x tend vers 0.

On pourrait exprimer sin 2x et tg 3x en fonction de tg x = ¢. I est plus raplde d’écrire :

sin 2x _ sin 2x 3x Xg - 1.1 2_2
tg3x  2x tg 3x T3 3
tgx tg
ExempLe I, — Limite de F(x) = =-————=2— lorsque x tend vers a.
__sin(x — a) 1 sin (x — a) 1 1 1
F(x)-cosxcosaxx—-a x —a ircmne 1 X oia T wta

ExemeLe 111, — Limite de _t_g_x_—;ame lorsque x tend vers 0,

tgx-—-smx=tgxx1—-cosx__>1X_1_=1‘

8 x x? 2 2
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ExempLg IV. — Limite de F(x) = %f%”é—%lilﬂ?c lorsque x tend vers g
2sinx — 2gina
2co8s 2a — 2cos 2x

Posons 165 = a. La fonction s’écrit : F(x) = c’est-a-diré :

F(x) = sinx — sina sin x — sin a 1 ]
28in*x — 2sinfa 2 (sin x — sin q) (sin ¥ 4+ sina) 2 (sin x 4 sin @)

1

1 —
4 sin a 2

Lorsque x —> g = 16-5» F(x) >

FONCTIONS CONTINUES

318. Continuité en un point. — Une fonction f(x), définie sur un seg-
ment [a, b], est dite continue au point x, de ce segment si elle admet pour
limite f(x,) lorsque x tend vers x,.

La fonction f (x) est donc continue en x st (n° 299) :
Fe>0, Ja tel que |x—xp| <a==>|f(¥)—f(x) | <e

Une fonction peut étre discontinue pour x = x, soit parce qu'elle n’est pas définie au
point x,, soit parce que I'une au moins des limites f(x, — 0) ou f(x, + 0) est différente

de f(xo).

ExgmpLgs, — 1° La fonction f (x) =

— est discontinue au point g car elle n’est pas définie

en ce point et d’autre part : f(a —0) — — oo et f(a 4 0) = 4 oo.
XY <+

20 La fonction f(x) = \/_'.x est discontinue pour x == 0, car f(0) n'est pas défini et elle
X

admet pour limite -+ 1 ou — 1 suivant que x tend vers 0 3 droite ou A gauche.

3° La limite, pour x donné de (cos? x)*, lorsque n — 00, est une fonction f (x) égale a2 + 1
pour x = k (entier relatif), égale & 0 pour x # k. Elle est donc discontinue pour ¥ = % car sa limite
lorsque x ~» k est égale 2 0 3 f (k) = 1.

. . sin x

Notons que I'on forme une fonction continue pour x == 0 en prenant f(x) = -
pour x % 0 et f(x) = 1 pour ¥ == 0. Il en est ainsi pour toute fonction indéterminée pour
x = x, A laquelle on affecte, par continuité, sa vraie valeur pour x = x,.

319. Théoréme. — Pour gu’une fonction f(x) soit continue au point %,
il faut et il suffit que laccroissement Ay = f(x) — f(x,) tende vers 0 en
méme temps que Ax = x — x,,.

Ce n’est qu'une autre fagon d’énoncer la définition ci-dessus, On dit également que
Ax et Ay sont des infiniment petits simultanés.

320. Continuité sur un intervalle. -—— Une fonction f(x) définie sur un
intervalle donné, est continue sur cet intervalle si elle est continue en
chaque point de cet intervalle.
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D’aprés le n° 310 il en est ainsi de toute fonction algébrique de x (ou de sin x et cos x)
dans tout intervalle ou cette fonction est définie. On déduit, des théorémes sur les limites
(n°s 304 2 309), les théorémes généraux suivants permettant de former de nouvelles fonc-
tions continues A partir de fonctions f(x) et g(x) supposées contenues sur un segment

donné [a, b].
1 La somme f(x) -}- g(x) de deux fonctions continues sur [a, b] est une
fonction continue sur [a, b].

2° Le produit f(x).g(x) de deux fonctions continues sur [a, b] est une
fonction continue sur [a, b].

39 Le quotient ﬁ—g

tion continue sur [a, b] si g(x) conserve un signe donné sur ce segment.

de deux fonctions continues sur (4, b] est une fonc-

40 Si f(x) est une fonction continue sur [2,b], il en est de méme de
toute puissance d’exposant entier positif [f(x)]* de cette fonction ainsi

| Vv .
que de toute racine \/ f(x) si toutefois cette racine est définie sur [a, b].
En particulier, la fonction y = & étant continue sur Pintervalle ] — oo, +4 oo [, il en
est de méme de la fonction : y = " et de la fonction : y = 4/% ou n est un entier naturel.

D’aprés le théoréme (n° 309) les fonctions circulaires sin x et cos » sont des fonctions
continues de x pour toute valeur de .

La fonction tg * est continue sur Pintervalle ]—— 'ga + g[ et plus généralement sur
. kg ™
tout intervalle ](Zk — 1) 3 2k + 1) i[-

321. Fonction composée. — Si u(x) est une fonction continue de x sur
[a, b] et @ valeurs sur [, B] et si f(«) est une fonction continue de u sur [«, 8]
la fonction composée y = f[u(x)] est une fonction de x continue sur [a, b].

En effet, quel que soit x, € [a, b] et u, = u (%), 2 tout accroissement Ax = x -— ¥, qui
tend vers zéro, correspond un accroissement Ax = u — u, qui tend vers 0 et un accroisse-
ment Ay = f (1) — f (1) qui tend vers 0. Donc f [« ()] admet pour limite f [« (x,)] lorsque
x tend vers x,.

ExempLEs. — 19 La fonction u = ax + b est une fonction continue de x et la fonction cos u est
une fonction continue de #, donc y = cos (ax - &) est une fonction continue de x.

20 Il en est de méme de y = sinn\/I ~ x2 sur le segment [~ 1, 4 1], de z = tgn\/I -~ x?

sur chacun des intervalles : [— 1, — %2[ ; ]—— 3/2—1 + %—3[ et ]%i l]~

322, Graphe d’une fonction continue. — Nous admettrons la propriété suivante :

Toute fonction f(x), continue sur le segment [a, b], est représentée
graphiquement par un arc de courbe continu d’extrémités A [a, f(a)] et
B[, f (b)) (fig. 58 et 59).

Cette propriété est 2 Porigine de la dénomination « fonction continue » Toute discon-
tinuité de f(x) se traduit par une interruption dans le graphe de la fonction y = f(x). On
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voit ainsi que la fonction y = est discontinue pour x = a (fig. 55) et la fonction
q ¥ —a p g

pour x = 0 (fig, 56). La fonction y = E(x) o E(x) désigne le plus grand entier

y= x2 +—§x
X
inférieur ou égal & x est (fig. 57) une fonction discontinue pour tout x€Z.
Ly p/4) ¥
' / 2o
! 1
1 fhr—t
AN B
=03 Z ~1\\0 x Ao 1 o 3%
—1 ‘_ _1
Fig. 57.

Fig. 55. Fig. 56.

323. Propriété fondamentale. — Si une fonction f(x), continue sur le
segment [a, b] prend des valeurs numériques f(a) et f(b) de signes contrai-
res, elle s’annule pour au moins une valeur %, de ¥, comprise entre a et b.

f(@).f(0) <0 ==p-Jxy€]a, b[ tel que f(x) = 0.

Ce théoréme peut se démontrer algébriquement, Il est évident géométriquement car

(fig. 58) on ne peut joindre par une ligne continue les points A [a, f (a)] et B [b, f (b)]

situés de part et d’autre de P'axe x'x, sans traverser cet axe.

y
y
B - S B
ﬂb)""""'c'AB :.
/ / ." m e/ !
o a_ N/ | x o
fol--q ZyC b fool A .
OLF---=-2 OI a ¢ b &
Fig. 59

324, Corollaire. — Toute fonction f(x) continue sur [a, b] prend au
moins une fois, toute valeur | comprise entre f(a) et f(b).
Si nous appliquons le théoréme précédent 2 la fonction f (¥) — I continue sur [a, d] :
f(@) —[f) —!} <Oe==>3ce)la,b[ tel que f(c)—1=0.
Autrement dit f (x) prend la valeur ! pour x = ¢,
St la fonction f(x) admet sur [a, b), pour minimum absolu « et pour maximum absolu B, on
peut méme dire que f(x) admet, au moins une fois toute valeur | du segment [a, B),
Une fonction f(x), continue sur [a, b), réalise donc (n° 12 ) une application surjective

du segment [a, 8] sur un segment [«; B).
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325. Fonctions continues monotones. — Si la fonction f(x), continue sur (a, 5]
est monotone sur ce segment (n°® 295), la relation :
fla) < f(x;) < f(x3) < f(b) sif(x)est croissante
@ <x <wg<b==> )y fx) > f(x)> f(B) sif(x)est décroissante.

La fonction f (¥) ne peut donc prendre qu'une seule fois une valeur donnée du seg-
ment [f (a), f (b)). L’application f du segment (a, 5] sur (f (a), f (b)] est donc injective.
D’aprés ce qui préceéde (fig. 59) :

1° Toute fonction continue et monotone sur (4, 5] prend une fois et une
seule toute valeur m comprise entre f(a) et f(b).

20 Si la fonction f(x) continue et monotone sur (4, b], prend des valeurs
f(a) et f(b) de signes contraires elle admet une racine unique x, comprise
entre a et b.

Notons que cette propriété permet de calculer effectivement cette racine x, 4 une
approximation décimale donnée en encadrant cette racine 2 une unité prés, puis 2 dixi¢me
prés, un centi¢tme prés, etc.

326. Fonctions réciproques (ou inverses). — Toute fonction f continue et
monotone sur un segment [a, b] admet une fonction réciproque ¢ continue
et monotone sur un segment (o, 8] et qui varie dans le méme sens que
la fonction f.

Soit y = f(x) une fonction continue et monotone sur {a, b]. Désignons par a et § les
valeurs f (a) et f (b). Il résulte du numéro précédent que :
Yxe(a, b), 1y unique € [« B] i _
Vye(« B, Ixunique € (a, d) tel que y = f(x).
La fonction f réalise donc une correspondance bijective (n® 13 ) entre les éléments du

segment [a, 5] et ceux du segment [«, B]. Elle admet donc une fonction réciproque ¢ telle
que(n® 14:):

y=f@x) | <==> | x=90) | ou | x=/7()

et réalisant les identités : ¥ == o[f(x)] et y = flo(¥)].

L’arc de courbe continu AB (fig. 59) est aussi bien le graphe de la fonction y = f (x)
définie sur [a, b] que celui de la fonction réci-
proque : ¥ = ¢ (¥). On en déduit graphiquement
que la continuité de I'une des fonctions entraine

. A .
celle de l'autre. Comme le signe de D est celui
g Ax

A . .
de Z% les fonctions f et ¢ varient dans le méme

sens. _

327. Remarque. — Si les fonctions f et
@ sont ainsi réciproques, les courbes y = f(x)
et y = ¢(x) construites dans un méme repére
normé sont symétriques par rapport 2 la premiére
bissectrice (y = &) de 'angle Oy (fig. 60). En
effet 2 tout point M (¢, v) de la premitre corres-
pond le point symétrique M’ (v, ¢) de la seconde et réciproquement du fait des relations :

¥ = fle) <==> ¢ = o(Y)

Fig. 60.
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328. Exemple. — Etude de la fonction : y = /%, n enticr supérieur & 1.

La fonction y == x" est définie, continue, croissante sur I'intervalle [0; -}- oof et appli-
que cet intervalle sur lintervalle [0; - oo[. Son graphe C passe par l'origine O et est tan-
gent en O A 'axe Ox. En effet, le coeflicient directeur
de la droite OM qui joint O 3 un point du graphe

13

. %
d’abscisse x vaut : == a1 et tend vers zéro lorsque

x tend vers zéro (fig. 61).

La fonction réciproque de y == 4™ notée x = /'y
est donc définie, continue, croissante sur lintervalle
[0, 4+ oo[ et applique cet intervalle sur I'intervalle
[0; -+ oof. La fonction y == {¥x posséde les mémes
propriétés et son graphe C’ dans un repére normé Oy
est symétrique du graphe C de y = & par rapport
a la premitre bissectrice, I1 est donc tangent en O a
Fig. 61. I'axe Oy. Les graphes C et C’ se coupent en O et en

A1 1)

Notons que si # est impair la fonction y = 4/ est définie, continue, sur Pintervalle

] — o0; - oof et que son graphe est symétrique par rapport a lorigine O.

T

sY

EXERCICES

— FEtudier le domaine de définition des fonctions suivantes :

150. y = 451.y=7}._—,f=1 452y = -1 —
453, y = /x =5 4+ 4/7T—x 454, y = /(x — 1) (x — 2) (x — 3)
455, v = 1/tgfx — 1 456, y = 4/cos 2x

457, y = 4/cos’s - 458. y = /= %% + 3% — 2

459, Connaissant lc sens de variation de la fonction ¥ = x — 3 en déduire celui des fonctions
suivantes :

1 S 1

Yy = H y:\/x'"g; y = y"‘(x_s)g

. = — 3)%
— y=(x—23)

— Réduire les fonctions suivantes et étudier leur variation :
460, vy = /a2 F 2x + 1+ /2 —2x+1—- 2
461 y = V32 + 16 + 8 V/x® — V/x* |- 16 — 8 4/x?

462.y=«\/l:Lci°i2;x; y:,\/l—-—czosz.v

- Trouver, pour la valeur de x indiquée, la vraie valeur lorsqu’elle existe, des fonctions sui-
vantes :

xt—1 % — 1
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485. E;-H | (x=—1 466, ’ix;—“:’i;—"—;r’fl_i;—' (x=1)
467, T 3":: i z:’x =< & = a) 468. 2 4 3a:: i gsa’x 4 a® ®=—a
400, TSIy e R (= 1)
m, B =0 A BRARS N1y
473, [x—-}v—i - % + 2:;3‘4:'_51)] [xzz_’:_ :: 2]' pour x = 1.
PR T p—
ar5, T i A2 (=1 476, LA (v = 1)
471, ;;;,";:""} (x = 1); p et g entiers positifs.
478, :::':—‘-:'{IF_—% (x = —1); p et g entiers positifs.

— Trouver, pour la valeur de x indiquée, la limite, si elle existe, des expressions irrationnelles

suivantes :
ag, YA IV Ly
—5

1. -—~..—_-_£—-__._-—-—-- = §
Bl T3 (= =3
483, -.-—Jf— = ()
B VETT= =9
485.'\/1+x—;-'\3/1+x (x = 0)

ViFil+vVeE—1—v3EFI1

487, —
Vae—14 4+ 1 —4/5F 1

1+ VB F1—Ad—1—428 <1
V2 + 11—/ 41

488.

180. ‘/J:—-E:i{—“—? = 1)
482. %74%/%%—1_:3 @ = 1)
484, f/_f”;_'_z (x = 1)
486"\/x+1+x'\/x+4-——3 =0
(x = 1)
(x = V)

— Trouver les limites, si elles existent, des expressions suivantes, lorsque x tend vers 4- 00 :

489. V& ¥ 5 —x
P11 Vi —4dx + 3 —A/xF—3x+ 2
493, V@ F x4+ 1 — /@ —x—1

490. 2x——-1———'\/z—x_§—-4x~—-3
492, V/x* F I—Vx”—-l
494, V& T 2% — YE I+ 34

495, ZVx‘ 4 43— 4/a2 —|—'2x——-'\'/x’ 4 3t

495 VEaFxt+1+VeE ~—x+1
x4+ Vx+1
498.\‘/x“+x+1—-—x—-3

97, VP FxF+1—VEF 3z + 4

499, /5T mé — /2t — md
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500 WS WL
¢ x—1 x*—1
~— Trouver les limites, si elles existent, des expressions suivantes ol a est un nombre positif
donné, dans les cas suivants :

501. 7;—-:% x = a) 502, Vai::-—a\s/; x = a) 503. H x = a)

a— @ = ’\/a’—-x“'-l—a—-x
o T ————— =0 5.—-——-—-—————__._
504 = (x ) 50 Vi veo—=

~— Trouver les limites, si elles existent, des expressions suivantes, lorsque I'arc ¥ exprimé en
radians tend vers la valeur indiquée :

(x = a)

sin 2x sin 4x cos X =
506, 3.2 G=0 S0TSRHE -0 s 2t (=3
x.—._
2
1—cosx _ x + sin® x _ tg ¥ — sin x _
0. e G- SyT—s ¢ =0 ST =0
(1 — cos x) sin x _ cosx—-\/cost _
514, (1 + sin %) tg? x (x — __‘12‘_) 515‘_\/2.1: + :in—;\/x +1 = 0)
. X . a
516 sinx — sin a = a) 517, stnz —sin3 & = a)
‘tgx—tga ®=a * sin x — sin @ ¥=a
in 3
518. (1 4-cos2 x)tg » (x-=—21-‘- 519.1__3_12—-——-—‘:%;; (ac====E
520 s—-——-—in( -3 (+=3) sa1, 2onx—3 =z
*1-—2cos x ¥=3 *4cosbx -~ 3 ( —6)
sin® 2x 4+ cos 2x 41 _x \/isinx—l ( _x
Y FE T S8 reos +—1 =3
1
524, tg x cotg (; + g—) (x = 12_:) 525. -(’:_—m:—)-,f (x =m)
1—tgx =« tg3x—1 _r
526. 1 — cotg x (x . Z) 521. 2 sin 2x — 1 (x 12
528, sin (@ + x) cos x — sin (@ 4 b) cos b ( = b)

sin (x — b)

529, Limite lorsque x — 2 de Pexpression :

{/w-u:&-wn Y =4/ T 60
x+2 V= VUt T 60

530. En posant x = 1 + ¢, trouver la limite, lorsque x tend vers 1 de :

——»\/2—;;4—3x
2

1
y == —‘-__—_.—..
1~/\/ _\/3—2x

— Simplifier les expressions suivantes, aprés ‘réduction au méme indice, et trouver leurs limites
lorsque l'entier # tend vers -+ oo :
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3/ 1 5/ -1 5/~
s31, Yt I—Vn o s32. Vot L=V

ViET—va Vi
’\4/n+1-—-4; 12/ ’\/n-l—l—s/; 5
Jyrtl—vn 534, Vit 1=V g5

538 Vn+1—/n v \/n«,—lw-\/n "

v/ + 1 \/— /3 Vo 1—"Wn | plotyy~
§38. A/ 536.
\/n-i-l—\/n \/ {/n-}—l—V;

‘“ 3 —
537. On considére 1a fraction : y = = = %:am;ni n—: pr 4

réels a, b, m, n, p sachant que les conditions suivantes sont remplies simultanément :
1° Le numérateur a deux racines égales et deux racines opposées.
2° y tend vers Pinfini torsque x tend vers 3.
3° La fraction est indéterminée pour x = 2 mais sa vraie valeur est alors 2.

n (p entier)

Déterminer les coefficients

§38. Déterminer les coefficients réels a, &, m, n, p de 1a fraction :
xt - 453 4+ ax® + bx — 36

= ’
B -+ mx® A onx - p
fes conditions suivantes étant simultanément remplies :
19 Le numérateur a deux racines égales et deux racines opposées.
2° y tend vers P'infini forsque x tend vers — 4,
3° La fraction est indéterminée pour x = — 3 mais sa vraie valeur est alors — 3.

; . .1 . .
§39. Montrer que ta fonction y = sin 3 ne tend vers aucune limite lorsque x (mesuré en radians)

tend vers zéro. Si ! est un nombre donné €(— 1; -+ 1], 1a fonction y prend une infinité de fois 1a
vateur [ forsque x varie de — ¢ & - g, si petit que soit le nombre positif e.

§40, 1° On considére ta fonction y égale & x sin i pour ¥ 7= 0 et égaled zéro pour x = 0, Est-
elte continue pour x = 0?

2° Montrer qu’elle s’annule une infinité de fois sur tout segment [— ¢; + €] si petit que soit €.

3o Reprendre les mé&mes questions pour les fonctions nutles pour ¥ = 0 et respectivement égales

pour x # 0 &: x cos 1; x tg -1-; x3 sin 1 et «f cos'l-
x x x x

— Dans fes exercices qui suivent E (x) représente la caractéristique du nombre réel x, ¢'est-d-dire
te plus grand entier relatif inférieur ou égal & x, soit : E(x) < ¥ < E(x) + 1.

Etudier et représenter graphiquement sur te segment [— 4, - 4] les fonctions suivantes :
541, y = E(%) i y=x—E(@x); y=[x—E]—1.
4x 1
542. y = xE(x) Y= gm ¢ Y=l )P
543. y =[x —EWP; y=2'—(EMP; y=[E()+1—2]P

544, Montrer que la fonction y = E(x) + [¥ — E(%¥)]® est une fonction continue et que son
graphe se compose d’arcs de parabole égaux.

545. Montrer que ta fonction de Darboux :
y=[E@P + [2E@®) + 1}[x— E®)]

est une fonction continue, paire dont le graphe est une ligne polygonale inscrite dans une parabote.
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329. Dérivée en un point. — Considérons une fonction y = f(x) définie et continue
sur le segment [a, b] et soit x, une valeur donnée de ce segment. Lorsque, sur ce segment,
x varie de xoa x, = x, + k, le rapport des accroissements correspondants Ay et Ax, s’écrit

by _ flx) —flixg) _ fl%e + /2 —J().

Ax Xy — %

Faisons tendre x; vers x, (ou k& vers 0). La fonction f (x) étant continue pour x = ¥,
A . .
le rapport K—‘Z se présente sous la forme indéterminée 0 (no 311),

Si ce rapport admet une limite finie m, on dit que la fonction f(x) est dérivable au
point %, et que sa dérivée en x, est m;

On appelle dérivée de la fonction y = f(x) au point x, la limite lors-

Ay f(xx) — f(%o)

qu’elle existe, du rapport = Ax — lorsque %, —+ x,.

On symbolise cette dérivée par y,' ou f’(x.,). Donc :

P PR R PR TR

x) — Xo

330. Signification géométrique. — Soit (C) le graphe de la fonction y = f(#).
Désignons (fig. 62) par M, le point fixe de coordonnées x, et y, == f(x,) et par M, le point
de coordonnées x, et y; = f(x,). Le rapport

Ay f(xl) f(xo)

A= e est le coefficient directeur de
la sécante M.,Ml

Lorsque x, tend vers x,, le point variable M,,
se déplacant sur la courbe (C), vient se confondre
avec le point fixe M. Si la droite MM, tend vers
une position limite M, T, cette droite M,T est, par
définition, la tangente en M 2 la courbe (C). Son
coeffficient directeur est la limite, lorsque x; tend

N X,
vers x,,du coefficient dlrectem:f( ) — ﬂ ) de la

sécante MgM,;, C’est donc la dénvée de la fonc-
tion f(x) au point x,,




DERIVEES 187

La dérivée de la fonction y = f(x) au point x, est le coefficient directeur
de la tangenite a la courbe y = f(x) au point M, d’abscisse x,.

Il en résulte que P'existence de la dérivée au point x, entraine celle de la tangente au
point M, et détermine sa position.

REMARQUE. — Signalons que lorsque M, est au point O (fig. 63), le coefficient directeur de la

. - 0 s g -
tangente en O est la limite du rapport Jf—(;-l-——b—— c’est-a-dire la limite du rappott’-:-: lorsque x tend
L —

vers 0, ce qui donne f'(0) == lim 2
z>0 X

De méme le coefficient directeur de la tangente aupoint A [a, f(a)] est f' (a) = lim "1—’%—:—%@-
[ A ) -

Ky

Fig. 63. Fig. 64.

331. Théoréme. — Toute fonction f(x) dérivable au point x, est conti~
nue en ce point.

En effet si f(%;) — f(,) ne tend pas vers 0 lorsque x, tend vers x,, le rapport

Slxy) — flxg)

Xy —— X

ne peut admettre de limite finie et la fonction n’est pas dérivable au point x,.

332. Extensions de la notion de dérivée. — 1° La définition de la dérivée
— f{%
suppose que le rapport E%:—{‘S——Q admet une limite unique lorsque x,
0 , ‘

tend vers x, a gauche ou d droite.

Si I'ine des limites n’existe pas, on peut définir une dérivée d droite (ou & gauche)
du point x, envisagé. Lorsqu'il y a deux dérivées distinctes 'une 2 droite et 'autre 3 gauche,
la courbe y = f(x) admet un point anguleux pour x = x, avec deux tangentes distinctes.

Ainsi (fig. 64) la courbe y = x3 + \/ % admet au point x = 0 une demi-tangente 3 droite :
y = x et une demi-tangente i gauche y = - &, car i’ tend vers 4+ 1 ou — 1 suivant que x tend

vers 0 & droite ou a gauche (n° 330).



188 ALGEBRE ET ANALYSE

20 Si le rapport AL _—S\70 flx ') f( ) tend vers + % ou vers — o lorsque ¥,

tet;id vers %, dans un sens donné on dit que la dérivée correspondante est
infinie.

Cela signifie quela courbe y = f(x) admet, du c6té envisagé une tangente paralléle 2 Oy.

Ainsi, au point d’abscisse x = 0 la courbe y = 4/x admet une d¥mi-tangente A droite confon-
due avec Oy (fig. 65); la courbe y = ‘V; + 1 admet deux demi-tangentes opposées suivant Oy
(fig. 66) tandis que la courbe y = vs x® admet deux demi-tangentes confondues suivant Oy (fig. 67).

¥ /) ¥
A 1
/o x o) x 70 x
Fig. 65. Fig. 66. Fig. 67.

333. Fonction dérivée. — Lorsque la fonction y = f(x) est dérivable en tout point x
d’un intervalle donné, elle est dite dérivable sur cet intervalle. Sa dérivée qui est fonction de
la valeur x, attribuée 2 x est une nouvelle fonction de x appelée fonction dérivée de f(x) ou
mmplement dérivée de f(x). On la symbolise par y' ou f'(x) (symbole de Newton) ou par

?l% (symbole de Leibniz). Donc :

1) =) _ e & B =l

Y =rfie) = alul-?; * k>0

Y _ lim 2.

ou simplement : de =m 3
Le calcul d’une dérivée s’effectue en supposant x constant,
ExempLE. — Pour calculer la dérivée de y = &% on écrit :

dy af — b
Ay x —x

A
= &% 4 %% - »% Lorsque »; — %, on voit que Z%: — 9y’ = 3aB,

CALCUL DES DERIVEES

A C— C
334. Dérivée d’'une conmstante. — Si y = C, A{c i: ___% popgn = 0-—0.

La limite de ce rapport est donc nulle, Donc : y' = 0,
Une fonction constante admet en tout point une dérivée nulle.

y=C == y =0
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é—Z:y———-—él— =x——-_1*‘x—_—1:>limézzl.
Ax  x—ax 2 —x Ax

335. Dérivée de y = x.

La fonction y = x admet en tout point une dérivée égale a + 1.

y=x fR— y':l

336. Dérivée d’une somme. — Soient u (x), v (x), w (x) des fonctions de x admettant
sur un segment donné les dérivées u' (x), o' (%), w' (), et soit Ia fonction: y = u -+ v + w,
Ay (m+o+tw)—@+o+w OduddotAw  Au _A;v+§£;.
Ax % — X o Ax T Ax T Ax ' Ax
Ay

Lorsque Ax tend vers 0, (n° 304) : v iamd i e w'.

La somme de plusieurs fonctions dérivables admet pour dérivée la
somme des dérivées de chacune de ces fonctions.

y=u+v+tw = y=u 49+ o

On dérive une somme terme i terme. En particulier :

y=f®)+C | = | ¥y =, ()

337. Dérivée d’un produit. — 1° Soient u (x) et v (x) deux fonctions de x admettant
pour dérivées u'(x) et o' (x) et soit le produit : y = wuo.
Ay ww,—uy (g —w)o, +uly,—v) Au Ay
Ax  x —x x — X =0t g,

A
Lorsque Ax tend vers 0, (n° 305) : A—% — u'v + uv'.

y = uv — y =u'v -+ uw'

20 Si y = uvw on obtient : y' = (WV)w=—=>y' = (uv)'w + (vv)w'.
Soit : y' = (#'v + wv)w 4 wow' = w'vw + wv'w + uvw',

Yy = uvw — y = Zu'vw et de proche en proche :

Le produit de plusieurs fonctions dérivables admet pour dérivée la
somme des produits obtenus en remplacant successivement chaque fac-
teur par sa dérivée.

En particulier, si A désigne une constaate :

y = Af(x) e ¥y = Af(x)

Si on multiplie une fonction dérivable par une constante, sa dérivée est multipliée par
la méme constante. Ainsi :

y=—fx => y =—f(x)
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338. Dérivéedey =2". — y=ux.x.x...x  (nfacteurs)

entraine : ' == g1 f gm-1 | an-1 # termes
y

Donc y = Kl => y' = -1 |

APPLICATIONS: ¥ = Ax™! = ' = m Ayl

Le polynéme : y = A, a™ + A,,_, a1 - .+ Aja + A,
admet pour dérivée : ,
Yy =mA "t (m— 1) A, ™2+ 2A, %0 AL
Ainsi : y=ax-+b => y' =a
y=a+bx+c => y=2ax+5b
y=24pxtq —> y=3x+p
y=axt 4 bx¥+f¢ => y =4ax®{ 2bx.

339. Dérivée d’un quotient, — Soient u(x) et v(x) deux fonctions de x dérivables

. . u
sur un intervalle sur lequel v(x) 7% 0, et soit y = oy

Ay 1 (ul u) 0o — uv, (4, — u)v — u(v, — v) { (Au Av)
— T ee—ese—— — e - = = = . v ——— u —
Ax  x,—x\yy 9 oy (X, — X) 0, (%, — %) o0, \Ax Ax
Ay 1 w'v — o'
Lorsque Ax —» 0, A R (#'v — uv') = —
, U , - . #'v-—uv'
Le quotient 5 de deux fonctions dérivables admet pour dérivée : P R
L BN , _ we—uy
y=g Yy ="

u'

1
340. Corollaires. — 1° La dérivée de v =- gesty = — -5

12
. . u . v’
Siu=1,u" =0, la dérivée de y = 5S¢ réduit en effet 3 : y' = — 7
g e r—
Y=z y = by
En particulier :
: 1 , 1
y=53 —> YV =— e
20 La dérivée dey == x" est y' == — n x~#-1
o 1 , —nxvl  —p el
Yy =X ::;x_ﬁ = § = o —:—'W:—ﬂx
y - .%" =3 lll = —n x—n—l
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341. Fonction composée (ou fonction de fonction). — Soit #(x) une fonction
de &, dérivable sur [a, 5] et & valeurs sur [«, p] et soit f(1), une fonction de ¥ dérivable sur
[«, B]. La fonction y = f [u(x)] = fou (x) est une fonction composée de x définie et conti-
nue sur [a, b] (n° 321). Posons «, = u (x,) et y, = f(1,), on obtient :

yl“”yzf(“l)"‘f(u)=f1“1)“‘f("),“1—“ soit dy _Af du

x* —x X — X wW—u X —x Ax ~ Au Ax

Nous admettons que Ax 7 0 ==> Au £ 0, c'est-3-dire que le graphe de la fonction
u(x) ne présente pas de segments paralléles A ’axe x'x.

. A
Lorsque #, tend vers x, les accroissements Ax, Au et A f tendent vers 0. Le rapport Z—;
tend vers u'(x) et le rapport A-A—i tend vers f*(x). Donc % admet pour limite f*(x).u'(x).

Lorsque u(x) est une fonction dérivable de x et f(v) une fonction déri-
vable de u,lafonction composée y = flu(x)] admet pour dérivée y' = f'(u).u'(x).

| y=flu@)] | = | ¥y =f(w).v(x)

Ce théoréme est trés utile, car il permet de passer aisément de la dérivée d’une fonc-
tion f(x) A celle de la dérivée de la fonction f(u), avec # fonction de x. Ainsi :

1 1 1 1
o = - 4 o Y _- 4 IS e wam "
1 s = o donc y s = Y
PAREVIESIPY LS y = mxm-1 done y=u™ —=> y = mum!. 4d.

342. Fonctions réciproques. — Soit y = f(x) une fonction continue et monotone
sur [a, b] admettant en tout point x de ]a, b[ une dérivée non nulle y' = f*(x). Si on pose
« = f(a) et § = f(b), 1a fonction y = f(x) admet une fonction réciproque x = o () conti-
nue et monotone sur f«, B] (n° 326) : y = f(x) <==> x == ¢(y).

Lorsque les accroissements correspondants Ax = x, —x et Ay = — y tendent
. A .
simultanément vers 0, le rapport Z% admet pour limite y, =f’(x). Il en résulte que le

. A - . .
rapport inverse A_;f admet pour limite f’(—13c‘j Donc la fonction ¢ est dérivable et admet,

compte tenu de ¥ = (), pour dérivée x, = ¢'(y) = 1;7:75
Si la fonction y = f(x) continue et monotone sur [a, )] admet en tout

point de la, b, une dérivée non nulle y' = f'(x), la fonction réciproque
¥ = ¢(y) est dérivable sur )f(a), f(}) et au point y = f(») sa dérivée est égale

1
dm'

y=f¥) =>x=9¢(3) | = | f(®.9() =1 ou yp.a=1

8i, lorsque x —> a, la dérivée f'(x) tend vers une limite finie /, nulle ou infinie, on voit

par suite que ¢'(y) tend vers une limite finie -}, infinie ou nulle.
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ExgmpLE, — La fonction y = f(x) = \/ 2x — x® est monotone croissante sur [0, 1] et elle
admet pour fonction réciproque x = ¢(y) = 1 — 4/1 = 3? définie sur [0, 1]. On vérifie que :
—x

ey o 1 Py y _ V2x— =\/2x——-x*=_l_'
f(x) '\/2————_—-—9:3’ ¢P(y)—'\/1—y2 '\/1——2x+x2 1 — x f’(x)

Lorsque x — 0, on voit que ¥ — 0, f' (x) — 4 oo et ¢'(y) ~— + 0.

Lorsque x — - 1, on voit que y — + 1, f'(x) — O et ¢'(3) — + o0.

343. Interprétation géométrique. — Si y = f(x) et x = ¢ (») sont des fonctions
réciproques, les graphes C et C' des fonctions
¥ == f (%) et y = ¢(x) sont, dans un repére normé
symétriques par rapport 4 la premitre bissec-
trice (n® 327). Les tangentes aux points
M (¢, yv) et M' (v, ¢), homologues dans cette symé-
trie, ont pour coefficients directeurs respectifs

fl(c) et o' (c) = f'L(c) Ces tangentes sont donc

symétriques par rapport a la premiére bissectrice
(fig. 68), ce qui résulte géométriquement du fait,
que ces tangentes sont les limites de deux sécantes
symétriques.

344. Remarque. — Pour obtenir la dérivée d’une fonction y = ¢ (x) = f"I(x), il
suffit de savoir que sa dérivabilité résulte de celle de la fonction réciproque x = f(y), et
d’aprés le théoréme des fonctions composées (n°342), on peut écrire en dérivant par

rapport &  : () =x=>f(9)-y' =1 cequidonne: y' =fm'[¢1(x)]

1
345, Dérivée de ¥/x. — Pour x positif on peut écrire que ¥ = %/x = %" équivaut 2
. 1

x = y* La fonction y® étant dérivable par rapport & ¥, la fonction y = &" est dérivable par
rapport 4 ¥ et " = x donne :

1 ‘ " gL
nyn—ly'=1=..—_7;>y':-—————:—=-—-:;x" 'D’oﬁy:*\/};—.#y’:-—x" :

B

. 1
Donc pour u (x) positif et dérivable : | ¥ = u" == y = U u'.

346. Dérivée de y = V/u. — En particulier :

EXEMPLE. — ¥y = \/; 1 i est une fonction de x, définie sur }—oo0, —1] et sur [+ 1, 4 oof.

x—1 D=1 2
e (x 1 1) PERT

Posons x =

On obtient : ¥ = Vu.
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y = u - x-l-l' 2 . 1 - 1
2v/u 2 =1 G+ D /G—DE+ 1 Ix+ 1]V —1

—1 1
S y T s ,=—"_’—“—‘—_—_— 1, y A —
ur - o0, =11, ¥ x4+ DVao—1 st sur [+ 1, + oo, ¥ (@ + DVE—1

347. Dérivée de y = e = '\V w. — Quels que soient I'entier relatif non nul p et

Pentier positif ¢ premlers entre eux, la fonction y = “ = \/ u? = ('\/ u) est définie pour
positif. 8i ¢ est impair, elle est également définie pour u négatif. En supposant u (x) déri-
vable, posons u” = v ==> o' == pul~lu’' (n° 341). La formule du n° 346 montre que

y == '\/ uP = '\/v admet pour dérivée :

Pour toute valeur rationnelle irréductible de m, et sur tout intervalle
oit elle est définie la fonction vy = u™ admet pour dérivée y' = mu™' u'.

Ym = azrréducttble €eQ: y=u™ > y = mu™ly
— 2 -1
ExemPLES ———1°y—-x/x’_-x8 ——— y’=§x 3:3”,2
%
1 3 3 .5 3
2°y= =x 2 == y’=-——-—-x 3 = . em———m—
x\/; 2 2x2\/;
— - 3 r 3 -
3°y=\4/x‘-Pourx>0,onobtienty--—-\/x”:x" = y’==%x?:§'\/x.
— 3 3 1 [ J—
Poutx<0,posonsv=—-—x,d’oﬁ:y==\/ga==yn b y'=§v§v’=__.i\/_.x

348. Théoréme. — Lorsque x est exprimé en radians, les dérivées
des fonctions sin x et cos ¥ sont respectivement égales a cos ¥ et — sin .

10 Soit y = sin ¥ et Ax = k; nous obtenons pour Ax % 0 :

28 h k . h
é_z_sin(x—}—h)——sinx__ sm-écos x+§ —s‘“'é 2
Ax 2 = ) T Tk °°s(”+2)'
2
‘ sin
Lorsque Ax = A, en radians, tend vers zéro, le rapport 5 tend vers 1 (n® 315) et
h 2
cos (x + 2) tend vers cos x, car la fonction cos & est continue pour tout x. Donc :
8y Y T
Ag — cosx et y=sinx => y =cosx

2° De méme soit y = cos x et Ax = h:
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. ho, K . h
Ay_cos(x—l—h)——-cosx__—Zsmism(x+2)__ sins i
oo DMl Sl

2
. Ay . .
sih => 0: Ag —> —sinx et: y=cosx ==> y = —ginx

349, Corollaire. — Les fonctions tg x et cotg x ont respectivement
1

pour dérivées oz ¢ T aEy
0y = tgxzf%j_: — = cos X cosx:—osg;- sin #) sin x (0 339).
Donc : y=1tgx = y'=coszx=1+tg2'x
20 5 ootg % = :;:; : — oy == sin x.sins;cn;—; COS X.CO8 & (n° 347).
Donc : y=cotgx => y = — sil:,,x=—(1+cotg2x)

350. Dérivées de fonctions composées des fonctions circulaires.

10 Les fonctions sin #, cos u, tg u et cotg # ol « est une fonction dérivable de 1a
variable ¥ (en radians) sont respectivement (n® 341) :
. , ,
u' cos u; — ' sin u; ——lf,-,-— et s
cos® u
Ainsi : y=sin3x => 9y = 3cos3x

sin® u

2 ! 1
Y =tg (*?) =—> y———Zacm(x2
y =cos V¥ = y’=—§-i-/-;sin'\/a_c.

20 Les fonctions f(sin x); f(cos x); f(tg x); f(cotg x) ol la fonction f (1) est dérivable
par rapport 2 la variable u sont respectivement (x en radians) :

‘ 1 1
4 L] ! 1]
Ju cos x; — fusin x; fu cost x et — S s x
Ainsi pour tout rationnel # : y = sin® x == y' = 7 8in"~1 », cos x
Y = cos" ¥ ==> y' == — n cos" 1 x.8in x

y=tgtx => y =ntg"lx(l 4 tg?x)

351, Corollaire. — Les dérivées des fonctions sin (ax + b) et cos (ax -+ b) oit
x estexpriméenradians sont respectivement: a cos(ax + b) et — a sin(ax + b).

Pour : u=ax +b ==> u' = a, on obtient donc :

y=sin(ax 4+ b) => 3y = acos(ax 4 b)
y=cos(ax +b) == y' = — asin(ax + b)
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352. Cas ou1 la variable x n’est pas exprimée en radians.

o Si i . i X X LXK = B
10 Si x gr désigne 1a mesure en grades d'un arc de X radians on a: 300 = 2% donc : 700

La dérivée par rapport & x de y = sin x gr est donc celle de y = sin -56(-)' soit :

, w X
~ 366 306 = 306 °°° * &
De méme 2z = cos x gr admet pour dérivée ; 2 = — E}O sin %: - 5—3—6 sin x gr.

2° On verrait de méme que x degrés = -1-8-6 radians et que les dérivées de y = sin a0 et

. ]
% = cos x® sont ¥ = == cos &0 et 2’ = — mrx sin O,
Y =180 et 18 ¥

353. Tableau des dérivées. — Nous donnons ici le tableau des dérivées qu'il importe
de connaitre.

FONCTION DERIVEE FONCTION DERIVER
y=C ¥ = y==x y=1
=utov+tw Y =uv+v +w y=f+c Yy =f
y = uv y = v + uw' ¥y = uvw y' = Z uow
7, — '
y="= == y = Af(x) Y = Af'()
v v
_1 ¥ _1 1
Y= yo= u? y_-x o x®
y=um Yy = mu™t o y= y = mam-1
i
" = 1 1, — u
y =3t = ub =~ un y=\/u = —
n Y 2\/u
— 2 » -
='{/u1’=u' y’:gu;—lu’ =\/x "’"
_ . q Y 2\/"
. 1
== % ¢ — f . '_ = = f=1 /==
y =S y=r@. u y =) =f1) Y = e
y = sin x ¥ =cos x y = cos X y = —sinx
1 —1.
= (- — -
y=tex VT Costx Yy = cotg ¥ sin%x
y = sin (ax + b) y' = acos (ax+ b) y = cos (ax + b) y' = — asin (ax 4 b)
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DERIVEES SUCCESSIVES

354. Définition. — Si la fonction f(x) est dérivable sur un intervalle [, 5], sa dérivée
J'(x) est une fonction de x appelée dérivée premiire de f(x).

Si la fonction f'(x) = g(x) est elle-méme dérivable sur [a, 8], sa dérivée g'(x) est
appelée dérivée seconde de y = f(x) et s'éerit y" = f*(x).

On peut ainsi définir une dérivée troisiéme y” = f"(x) dérivée de f"(x), puis une

dérivée quatriéme y'V = f1V(x) dérivée de f(x), puis de proche en proche une dérivée n*me
ou d'ordre n : y(m =f(n)(x)_

ExemMpLES. — 1° Le monéme y = x™ admet pour dérivées successives :
y' = mxm1; ¥ = m(m— 1) x™83,; V' =m(m—1) (m—2)x™3..
YW=m(m—1).. (m—p+ 1)a™?, et y™ =m(m—1)..212°=ml

Les dérivées suivantes sont toutes nulles.

. 1
20 La fonction y = o admet pour dérivées successives

1 12, 1.2.3 4! p!
y/ — e F" yu — _x? yu P __;‘__, ylv = ;‘, y(p) — (,_ 1)12 ;.H__i
. 1 LA 1 Lo 1.2 . (D) P!
30 4 = st admet pour dérivées 3y’ = =" y' = G—=F Y == a—wpr
ce qui permet de calculer les dérivées successives d’expressions telles que :
A B C A B C
y*a——x+b-x+c—x ou y“a——x+(a—-x)’+(a——-x)’

Py=uw=>y =uv+u, y =uv+2uv +uw
¥ =" + 3u"v + 3u'v" + w”, d’ol par récurrence la formule de Leibniz :

Y = (o)) = yly 4 Clutn-Vo' + Clutn-3¥ | .. 4 Ci-lu'vn=D 4 ypt»),

Toute fonction f(x) admettant sur [a,b] des dérivées successives
Jusqu’a Uordre n est continue sur [a, b] ainsi que ses (n — 1) premiéres déri-
vées.

Cela résulte du théoréme n° 331. Il en sera ainsi de la plupart des fonctions que nous

rencontrerons et qui seront indéfiniment dérivables. Notons que les dérivées d’ordre supé-
rieur 4 #, d'un polynéme de degré n, sont toutes nulles.

355. Dérivées successives de sin x et cos .

10 y =siny ==> y =cosx ==sin(x+—;)

Yy =cosx = y'! =-—sinx=sin(¥x+ n)
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17 H 11 M 37t
Y' = —siny ==>y =—-—cosx=sm(x+7
Y= -—cosx ==p> 9V =sina = sin (* + 2 n).

Ainsi, les dérivées successives de y constituent une suite périodique : sin ¥, cos x
~— sin ¥, — cos ¥... et suggére 'existence de la formule suivante ;

y=sinx — y(n)=sin(x+ng) I
I

Elle est vraie pour # = 1; en la-supposant vraie pour l'entier n — 1 :
YD = sin [x + (n—1) g] => "™ = cos [x +n—1) ;] = gin (x + n;)
Elle est donc vraie pour tout n.

2°Deméme : y = cos x ==> ¥ = —sin &; y'' = — cos x; y"' = sin x, YV = c0s &...

On retrouve la méme suite périodique commencant 2 cos x et :

| nwn
y=cosx =z y‘”’==cos(x+—2-)

39 On vérifie également que :
y =sin(ax 4 b) == ™ = g*sin (’ax+b+£21‘\’
Z = cos (ax + b) ='=--@>.z""=a"cos(ax+b+n—2“)'

356. Racines multiples d’un polynéme. — Si un polyndme P (x) admet le nombre
réel a comme racine d’ordre «, il s'écrit :

P(x) = (x —a)*Q(x)  avec Q(a) #0O.
D'od: P'(x) = o (x — a)*1Q(x) + (x — a)*Q’'(x)
Soit : P'(x) = (x — a)* [« Q (¥) + (» — a) Q'(¥)]

Le crochet prenant pour » = a la valeur non nulle «Q(a) :

Toute racine d’ordre « d’un polynéme P(x) est racine d’ordre o — 1
de sa dérivée.

Ainsi a est racine d’ordre « — 2 de P’ (x), d’ordre « — 3 de P” (#)... d’ordre 1 de
Pe(x) et tel que P@(a) 3 0.

L’ordre de multiplicité de la racine x = a de P (x) est donc I'ordre de la premitre
dérivée non nulle pour ¥ = a:

Pour qu’un polynéme P(x) soit divisible par (x — a)* il faut et il suffit
que :
P@=0;, P)=0; P()=0 ... Pla-1(g) = 0,
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ExeMpLE. — Déterminer a, b, ¢ pour que P(x) = x* + ax® + bx + ¢ soit divisible par (x — 1)3,

P(x) = x* -} ax* + bx -} ¢ PA) =1+a+bte=0
P'(x) = 5x% + 2ax 4 b . It faut donc : Pl)=54+2a4+b6=0
P"(x) = 20x* | 24 5 P'(1) = 20 + 2a =0

Cequidonne:a =—10,b=15,¢ =—6 et :
P(x) =4"—10a" + 155~ 6 = (x —1)*(* + 3% + 6).

357. Formes indéterminées g — Lorsque la fonction f(x) est dérivable au point @

f() —fla),
X

on peut écrire (n° 329) : f'(a) = lim
z>a —a

Considérons deux fonctions f(x) et g(x) dérivables au point a et telles que
f(a) = g(a) = 0. Lorsque x tend vers a on peut écrire (Remarque n® 330) :

limf_‘(_ﬂ = lim Jf(*) — fla) — lim x-—a =f’(a).
z>a §(%) ) —gl@) ~ ) —5(@) ~ £(a)

xX—a

Si, lorsque x tend vers a, le rapport ’:;{%v de deux fonctions dérivables

[(a)

0
au point a se présente sous la forme o il admet pour limite 7(a)

Pour des fonctions f(x) et g(x) dérivables sur un voisinage de @, cette limite g,g——‘%
est donc la valeur pour x = a, du rapport {;’783 Mais on ne peut rien affirmer, d’aprés la
démonstration ci-dessus, lorsque ce dernier rapport se présente lui-méme sous la forme

indéterminée g ou — (cf. ex, n® 647).
«©

EXeMPLE ¢ Limite de G (x) = ’g%g- = ’i:?lc‘:'-‘__—la’;——ii lorsque x —> + 3 (n° 314, exemple IV),

0 ) — 1 = —
Le rapport se présente sous Ia forme g pourx = Orflix)y =1 — TVFTT et g'(x) = 2x — 3,
1
1 — -
IR, i_ 341

[ — e e e

Done: 7@ " 7® —6—=3~ 3 — 3

358. Notion de différentielle. — On appelle différentielle d’une fonction
dérivable f(x), le produit f'(x) h de sa dérivée f'(x) par un facteur arbitraire h.

Cette différentielle est représentée par le symbole df(x) ou simplement df (lire d, f).
Lorsque y = f(x) on écrit indifféremment :

dof =f@)h ou dy=Ff(x)h

Pour f(x) = x, on obtient : dx = 1.k soit h = dx. Le facteur k est la différentielle dx
de la variable x. D’ol finalement :

y=fx)| => |dy=f(x)dx
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La différentielle dy est le produit de f'(x) par la différentielle arbitraire dx.
Ainsi : y = x" ==> dy = nx"1dx,

D A
y = x 'y x2

359. Théoréme. — La dérivée, par rapport a x, de la fonction y = f(x) est

[ dy
égale au rapport 5

dy = fi(x) dx ==> “-g == fi(»)

Cette notation de Leibniz, pour désigner la dérlvee de y par rapport 3 x, est souvent
plus avantageuse que la notation de Newton ¥’ ou y,.

360. Interprétation géométrique,

Soit C le graphe de la fonction dérivable Y
= f (x) dans le repere cartésien xOy (fig. 69).
Soient M (x; y) et M’ (¥ + dx, y + Ay) deux
points du graphe. La tangente MT en M 3 la
courbe C apour coeflicient directeur y' = f'(x)
(n° 330).

La paralftle 3 Oy issue de M’ coupe la tan-
gente MT en P et coupe en H la paralléle 3 Ox
issue de M. On en_ déduit :

AW — Ay et HP = /() MH =f'()dx O]
Donc : HM' = Ay et HP =dy. Fig. 69.

Remplacer Ay par dy au voisinage de M revient 2 substituer au graphe de la fonction
==f(), la tangente en M 2 ce graphe.

361, Différentielles classiques. — Les théorémes sur les dérivées condutsent aux
propriétés suivantes :

loy=u+t+v4+w => yde=uded vdx + wdx <—=>dy =du+dv-dw

20 y = uv = yldx = v'dx + w'dx <=> dy = vdu + udv
u ; vu'dx — uv'dx vdu — udv
:;OJ):_-—'_5 g)ydx_—:. 92 dy::.-.-—.-;)-é.—_—.
40y =qym =3 ydx = mu Wdx <> dy = mu™'du
- u du

[d] — == / == T ey
50 3 =4/u yds = zomds <> dy =550
60y =f(u) => ydyx=f, u, dx <> dy=f, du.

dy dy du

Ce qui entraine la formule classique : prials vl sl &
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Remarquons que l'utilisation des différentielles peut faciliter le calcul des dérivées.
Ainsi :
(3x — 1)¢ . (#® + 1) d3x — 1)* — (3x — 1)2 d(x® - 1)
PR > dy = =T
Or;: dBx — 1) =23x—1)dB3x — 1) = 6(3x—1)dx et d(x*+1)=d(x*) = 2xdx

S+ Bx — 1) —2xGBx— D L dy_20Bx—1@x+3)
G+ 1 % i e RN s

) =

D’olr & dy

EXERCICES

— Calculer les dérivées des fonctions suivantes et étudier le signe de ces dérivées :

546, y =420 —Tx 4+ 1 B47. y =22*—3x +1 548, y = —422 4+ 3x—S5S.
3x—- 4 1 —=x 3 —4x
549.y=7:|-_——1 550.y=‘=r-_]-_—x' 551y=m
_3x2 4 4x — 1 _ (22— 1\ x + 2
§52, y = P Eta—3 §53. y = fx_—_—bl) 554, y = ( )
— x + 2\ x5(x — 1)
B85, y = (2a+ 1 — (2 — 1 B8,y = (5] 557, y = TE0.
558, y=3x +-82%—12(x34x) 559. y =48 (x—6)2(x—~3) B60. y =a%(x®—3x+ 1)
561, y = x'(x + 1)® 8§62 y = (x —a)®(x + a)} B63. y = xt (x — 2).
564, y = #3(x—1)%(x+1) 565, y = x%(x —a)? §66. y = (x— a)® (x — b)%.
- 22 x* 4+ 1_ (x + a)®
567. 9 = i 568. v =3T3 869, y = 7%
x® x \* X —1
.9 =TTy sty = () B2y = T

— Calculer les dérivées des fonctions suivantes et étudier suivant les valeurs de ¥, le signe de
ces dérivées,

573. y = x /37 T 1. 574 y = \/g

§75. y = x ﬁ 576.y=§§'_—_-1x-

577, y = f—/’iﬁ-‘%- §78. y = V& = 17

579, y = 4/ FEEE]L 580, y — VAT IF T IR
$8L y = iy 582 5 = Vo T VE T

585, y = @Qx— /T F 0% . 586. y = (x + 2) V{x—2p:
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587. y = v/2=4x% 588. y = 2

Ve F2x—3
A 1—4/x—1
8.y = AT T visd

590, y = x (1 — x8) /1 F **

591 ='\/x—“:}-_l+x '\/;r-l-—l—-x 592, __x+l+ X
Y E Tl - T VREL f YE R T VR
a(x®—1)—x(@—1)

oll a est une constante

593. 1o Calculer la dérivée ' de la fonction : y =

donnée.

2° Déterminer les valeurs de x qui annulent y et celles qui annulent »’, Vérifier qu’elles s’expri- -
ment rationnellement en fonction de a.

x? 41

594. Les constantes p, g, r sont des entiers positifs. Calculer les dérivées des fonctions suivantes
de la variable x :

y=(—aP(x—b; y = (ax + b)? (cx + d)?
y=@FE—aP(x—b(x—c)y"; y=(x—a)f (x—b)

$95. Déterminer, en utilisant la régle du rapport des dérivées (n® 358) les vraies valeurs deman-
dées aux exercices allant du n° 463 au n°® 472, du n° 479 au n° 486 ou du n® 501 a 508,

596. 1° Trouver un polynéme du 4© degré en x connaissant sa dérivée seconde : 3" = ax®*+-bx+¢
et sachant qu’il est divisible par cette dérivée seconde.

20 Etudier le cas particulier ol y* = 12x% 4 2,

597. Déterminer la relation quidoit lierles constantes p et ¢ pour que I’équation : ® + px + ¢ = 0
ait une racine double.

598, Déterminer les constantes 4, b, ¢ pour que I’équation : x* + ax? + bx -+ ¢ = 0 ait une racine
triple égale & — 1.

599, Déterminer les constantes a, b, ¢ pour que P'équation : x* + ax® + cx + d = 0 ait une racine
triple égale & .

600. On considére Ia fonction composée : y = f[u(x)]. On suppose u(x) dérivable sur [a; b] et
4 valeurs dans [o; B] et f(u) continue, monotone sur [«; B] et admettant pour fonction réciproque
u — = @ (y) dérivable sur [f(a), f (B))

1
Montrer que : = >y = 2 )
rq () = u(x) Ye =5

601. On donne deux fonctions de ¢ : ¥ = f(t) et y = g(t) définies monotones et dérivables sur
[a, b]. Montrer que y est une fonction de x monotone et dérivable sur [ f(a), f(b)] et que :

ye = %‘r
602. De y = ax?® + b, déduire la rclation : xy” — y' = 0,
603. Dey = g + b, .déduire la relation : xy" 4 2y = 0.
604, 1° Montrer que la fonction: » = %’ peut g’écrire ¢
A B .

y=a + < +

—a  (x—a)?

20 Calculer la dérivée n¥m* de cette fonction. Montrer que cette dérivée ne s’annule que pour
une seule valeur réelle de x, mais qu'elle présente deux changements de signe sur }— oo, 4 oo [.
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a'x® 4 b'x 4+ ¢!
(x —a) (x—b)
A + B

x — a x— b

605. 1© Montrer que la fonction : y = peut s’écrire :

"y =a' +

20 Calculer la dérivée n*™ de cette fonction. Montrer que cette dérivée posséde sur C, n racines
dont les images appartiennent & un cercle variable avec n, qui engendre un faisceau de cercles dont
les points limites sont indépendants de n.

La dérivée y'™ peut-elle avoir des racines réelles ?

606. 1° Démontrer que la dérivée d’une fonction paire est une fonction impaire, que la dérivée
d’une fonction impaire est une fonction paire.

20 Soit f(x) définie et dérivable sur ] o, 4 o [. On pose :

NEICER I BRI L)

Calculer u (x) - v (x) et en déduire que toute fonction définie sur }— oo, - ool est la somme d une
fonction paire et d’une fonction impaire.

32 Que peut-on dire des fonctions u'(x) et v’ (x)?

— Calculer les dérivées des fonctions suivantes ou la variable x est exprimée en radians :

2
607. sin® x; sin x%; sin? (»%); sin x3,
1 oy . 1
608, sin o sin \/x, on \/;. vy
~2
609. cos? x; cos x2; cos? (x%); cos x 3.
610. cos -1-; cos? \/;; L ; !
X cos \/5 cos? ~
2
611, tg? x; tg x2; tg? (x3); tg x5,
1 1 1
612. tg —; tg? \/;; ; —
x tg \/; tg? _1_
x
1
613. cotg? x; cotg x%; cotg? (x3); cotg x3,
614. cotg -1-; cotg? \/E; -——-1——7-_; 1
X cotg V' x COtga .1.'
x

615, sin x - % sin 2x - %sin 3x - %sin 4 x.

616. cos x - —1- cos 2x —l— ! cos 4x -|— ya 4 x.
617. sin® x - cos“ + sm‘ x 4 cost x 4 5sin? x cos? x

618. sin® x - cos® x 4 4 sin? x cos? x — 2 sin? x cos? x

1— cos 2x

619, cos 2« (tg x tg 2x + 1) 620. T
. 1 —sin 2x

621, sin 2x (cotg 2x — cotg ¥) 622. T ein e
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623, Vilmw T Zown T4 62, 4 /2t @ 625. \/ e RIS
626, cos x [\/1 + sin 2% + V/1 —sin2x] 627, sinx [V/T sin 2% — \/ 1T — sin 2}
628, x — tg x; ax — sin ax cos ax; x sin x 4 cos x.

629, sin® x + cos®x; sin nx (sin x)™; :):: :

630. On donne les fonctions : ¥ = a cos & - cosax et © = asinx + sin ax.
7

. u
Calculer et factoriser u', v', u'? }- v'? et b

631. Méme probleme avec les fonctions : # = @ cos ¥ — cos ax et v = g sin ¥ — sin ax,

632, Soit la fonction : y = sin® x,
10 Calculer ' et ",
20 Montrer que : ¥ 4 n%y =n(n —1)sin* 2 x,
3° Trouver une relation analogue pour la fonction : y == cos™ x.

633. On considire les fonctions : # = (cos 2 x)~2 et v = (cos 2 x)~V/e,
10 Calculer o', v/, 1" et v".
2° Montrer que : 4} u” =345 et v + " = 3¢5,

634. 1° On donne : y = V1 —x + V1 F x. Calculer la dérivée y..
29 On pose : ¥ = cos t. Calculer la dérivée ;.

635. 1° On donne : y = T ixa =

2° On pose : x = tg £. Calculer la dérivée y,.

Calculer la dérivée ..

636, 1° On donne ; y = acos w x + bsinw x (x en radians). Calculer les dérivées »' et 3"
de y par rapport 3 x.
2°. Former une relation indépendante de x entre ¥ et »', puis entre y et 3",

637. 10 On donne 1a fonction : ¥ = x sin x + cos x (x en radians). Calculer les dérivées y' et 3"
de y par rapport 4 x.
20 Former entre x, y, ¥', »" une relation ne contenant pas de fonctions circulaires.

638. 10 Calculer 1a dérivée de la fonction :
y == sin x - -1— sin 2x -|- sin 3x —I— sm 4x. (x en radians)
20 Etudier son signe pour x € [0; x].

— Vérifier que les expressions suivantes sont constantes, par un calcul direct, puis par le calcul
de la dérivée : .

639, sin® x + cos x -+ sin® x -+ cost x -+ 5 sin? x cos? .
640. sin® x 1+ cos® x + 4 sin® x cos® x — 2 sin x cos! x.
641, cos2x(tgxtg2x + 1).

642. sin 2 x (cotg 2 x — cotg ).
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VARIATION DES FONCTIONS

362. Théoréme de Rolle. — Si une fonction f(x) continue sur [a,}] et
dérivable sur la,b[ admet des valeurs égales f(a) et f(b), sa dérivée f'(x)
s’annule pour au moins une valeur ¢ de » comprise entre a et b.

f(a) = f(b) ==>Fce]a, B[ tel que f'(c)=0.

Ce théoréme, que ’on pourra admettre,
est évident si f(x) est constant sur [¢, d] C [4, §]

car : fix) = f(c) => f'(x) = 0 sur [, d].

Dans le cas contraire, soit [«, ] I'ensemble
des valeuts de f(x) sur {a, b]. L’une au moins des
bornes « et 3 est différente de f(a). Supposons par
exemple B > f(a). 1l existe au moins une valeur ¢
de Ja, B[ telle que f(c) = B. Cette valeur f(c) est
un maximum de f(x) sur un voisinage (d, e]
de ¢. Puisque f'(¢) = lim 'f(x) f() » on voit
{n° 301, 2°) que :

d<x <c¢ ==>
x —c

¢ < xyg < e ===
Xg — €

y
Bl---- C
f(a) A/. " ‘ B
m/t--.: ..... - =4
! / R
ol a c d b
Fig. 70

f(Ll)__"'f(f_).>o ==> f()=0

f(-"z) "’f(c) <0 => f’((-‘)

E == f'(c) = 0.

On remarquera que le théoréme de Rolle ne suppose pas I'existence de f'(a) ou de f(b)

363. Interprétation géométrique, — Soit AB P'arc de la courbe y = f(x) corres-

pondant au segment [a, b]. D’aprés le théoréme de Rolle, si f(a) =
un point C ol la tangente est paralléle 2 Ox, donc paralltle 2 la corde AB (fig.  70).

f(d), il existe sur ’arc AB

364. Autre énoncé. — Entre deux racines a et b d’une fonction f(x)
continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[ il existe au moins une racine ¢

de la fonction dérivée f'(x).

Clest 'application de 1'énoncé général (n° 362) au cas ou f (a)

(@) =f(4) =0==-1ce[a, §]

tel que

=f@®) =0.
fie) = 0.
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Notons que le théoréme de Rolle reste vrai si b — -+ oo 2 condition (fig. 71) que
J(x).— f(a) lorsque « tend vers -+ oo. Il s’applique de méme si f (x) tend vers + oo lors-
que ¥ tend vers a ou vers b (fig. 72). Par contre on ne peut affirmer qu’il s’applique lorsque
I'arc AB présente un point anguleux (fig. 73) car f'(x) n’est pas définie d’une fagon unique

:n ce point,

foe, Mot o

N u

fle) A'. 4 r c A. ! B

J R ! X J P [ a

ofa ¢ ~x o/ a ¢ p o/ a ¢ b
Fig. 71. Fig. 72. Fig. 73.

365. Théoréme des accroissements finis. — Si une fonction f(®) est

continue sur [a, b] et dérivable sur la, ¥[, il existe au moins un point c de
Uintervalle la, Y[ tel que : '

f0) —fla) = (b —a) f(c)

Considérons la fonction : ¢(¥) = (b — a) f(x) — [f(8) — f(a)] %.
Cette fonction est, comme f(x), continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, blet:
¥(%) = (6—a) f'(x) — [/(}) —f(@)]. Or: o(a) = ¢(b) = bf(a) — af(b).
D’aprés le théoréme de Rolle, il existe un point ¢ de l'intervalle a, [ tel que ¢’(¢) = 0,
C’est-a-dire tel que :

(b — a) f'(e) —[f(5) —f(a)] = 0 <= f(5) — f(a) = (b — @) f'(c).

f(b) '_“f(a) — fl(c) avec ce]a, b[

Relation qui s’écrit également : y yanpran

366. Interprétation géométrique. — Elle est identique 2 celle du théoréme de Rolle.
En effet 1) —fa) _ & n’est autre (fig. 74) que le coefficient directeur de la droite AB

b—a Ax

joignant les extrémités de I'arc AB de la
courbe y = f(x) sur [a, b]. D’autre part f'(¢)
est le coefficient directeur de la tangente 3 cet
arc au point C :

Sur Parc AB de la courbe y = f(x),

il existe au moins un point C ou la
tangente est paralléle a la corde AB.

Si nous menons la droite Ou paralléle 2

AB d’équation y = M %, la fonction

- a

auxiliaire ¢ (x) envisagée ci-dessus s’écrit :
(/)
o(x) = (b — a) [f(x) —-f ) _—];a) x] = (b— a) [yu — yp] = (b — a) PM.
Or PM prend des valeurs égales pour # =g et x = b ce qui explique que ¢(a) = ¢(b).
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367. Remarque. — La valeur ¢ € ]a, 5[ qui intervient dans le théoréme des accrois-
sements finis estrarement connue exactement (cf. ex. n® 643). Elle permet cependant une

évaluation approchée du rapport des accroissements %{c =fbl)) :féa) sur [a, b]. Soit
[, £] le segment formé par les valeurs prises par f'(¥) sur [4, 8]. On a : f'(c) € [«, B] ce qui

avec o < B entraine : o < % < B. On peut méme affirmer que :
A %) — f(x '
¥ xy, 5 € [a, B]: -A—{cmf(—')__——lx{—lle[a,ﬁ].
Af

Cette approximation de Ag Ot trés utile dans de nombreuses applications.

368. Sens de variation et signe de la dérivée. — 1° Si une fonction y = f(x) est
constante sur [a, b], sa dérivée est nulle sur [a, b] car (n° 334):

f6)=C —> f(x)=0

20 Si la fonction y = f(x) est croissante sur [a, b] le rapport % =f(x; —jix)
Y —

est positif quels que soient x et x,. Sa limite f'(¥) lorsque x; tend vers x ne saurait étre
négative (n° 301, 20). Elle est donc positive ou nulle.

Ay

3o Si 1a fonction y = f(x) est décroissante sur [a, b] le rapport %

est cette fois néga-
tif et sa limite f'(x) est négative ou nulle.

Les réciproques de ces propositions ont, jusqu’ici, été admises par réciprocité. Eta-
blissons le théoréme suivant : ’

369. Théoréme fondamental. — Une fonction dérivable f(x) est cons-
tante sur tout intervalle ott sa dérivée f'(x) est nulle. Elle est croissante
sur tout intervalle ott sa dérivée est positive. Elle est décroissante sur
tout intervalle ot sa dérivéde est négative.

10 Sif(x) = O sur ]a, b[, on peut, § x € [a, b}, écrire d’aprés le théoréme des accrois-
sements finis :

f@)—fl@)=(x—a)f'(c) =0 car ce]aa[—=>f(c)=0.
Donc: f(x) = f(a) cest-d-dire f(x)=C.
20 Si f'(x) > O sur Ja, b[, on obtient : § %;, x; € [a, b] et x3€] x;, %[ :

% =) =S f(2g) > O == f(x) croissante sur [a,b].

Xy — Xy
30 Si f'(x) < O sur ], 5[, on obtient dans les mémes conditions :

Ay _ f(xs) — f(%y)

Ax Ny — %y f(%5) < O == f(x) décroissante sur [a, b]

— Remarquons que cette démonstration suppose seulement f'(x) nulle, positive ou négative sur
Pintervalle ouvert Ja, 8 et que cela entraine f(x) constante, croissante ou décroissante sur le segment
[a, b}

D'autre part une fonction croissante ou bien décroissante sur [a, 5] ne peut avoir une dérivée
nulle sur un segment (¢, 4] & [a, b}, sinon elle sérait constante sur [¢, d}. Autrement dit :

La dérivée d’une fonction monotone (croissante ou décroissante) ne peut s’annuler que pour des valeurs
isolées de la variable.
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370. Corollaire, — Lorsque deux fonctions ont méme dérivée sur un
intervalle donné, leur différence est constante sur cet intervalle.

Siles fonctions f(x) et g(x) ont des dérivées f'(x) et g’'(x) égales en tout point du seg-
ment [a, b], la fonction ¢(x) = g(x) — f(») admet, en tout point de [a, b], pour dérivée
¢'(x) = g'(x) — f'(x) = 0. Donc : o¢(x) = g(x) —f(x) = C sur [a, b].

¥+ € [a, B], f' (%) = &' (%) == g(*) — f(x) = C.

371. Application a la variation de la fonction y = f(*). — Le théoréme du
no 369 remplace avantageusement la régle du n® 295 pour I’étude d’une fonction dérivable

y = f(x).

L'existence de f'(x) entraine la continuité de f(*) sur tout intervalle o f*(x) est défi-
nie. Le signe de f'(x) permet de distinguer les intervalles ou la fonction f (x) est soit crois-
sante soit décroissante. On peut alors établir un tableau de variation que I'on compléte
par l'indication des valeurs remarquables de f(x) : maxima, minima, valeurs limites aux
bornes des divers intervalles du tableau, On termine par le tracé de la courbe représenta-
tive ou graphe de la fonction y == f(x).

COURBES D’EQUATION y - f(x)

372. Tangente a la courbe y = f(x). — Rappelons que (n° 330) :

Le coefficient directeur de la tangente au point M(%, y) de la courbe (C)
d’équation y = f(x) est égal a y' = f'(x).

Cette tangente (fig. 75) est donc le support du vecteur MT de composantes (1, ')
ou (a, ay'). On peut ainsi effectuer un tracé précis de (C) par points et tangentes. On conser-
vera sur le graphe les tangentes horizontales(y' = 0) paralléles 3 Ox, les tangentes d’inflexion
(y" = 0) et les tangentes aux extrémités des arcs de (C) situés a distance finie.

Y

Fig. 75. Fig. 76.
Si P (X, Y) désigne le point courant de cette tangente (fig. 75), son équation s’obtient
en écrivant que ; ' '

AY Y—y
R=X—=Y <= | Y—y=y&K—% M

ou en fonction de » seulement : Y = f(x) + (X — ) f'(*) 2
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On peut alors déterminer :

10 Les tangentes a (C) paralléles d la direction (1, m). — On obtient les abscisses des
points de contact en résolvant I'équation : f(x) = m.

20 Les tangentes & (C) issues du point R(a, B). — D’aprés (2), il faut et il suffit que
Pabscisse x du point de contact soit racine de 'équation : B = f(x) + (x — x) f(x).

373. Normale a la courbe y = f(x). — Dans un repére orthonormé les directions
de coefficients directeurs m et m’ sont perpendiculaires si 1 -} mm' = 0, c’est-a-dire si

m = — —;—l 11 en résulte que :

Dans un repére orthonormé, le coefficient directeur de la normale

au point M(x, y) de la courbe y = f(x) est égal @ — l,

y
Cette normale (fig. 76) est donc le support du vecteur MN de composantes (1, — 5,1-,)
ou (— ', 1) et son équation s’écrit :
1
Yoy= -5 (X2 < | X+yY— 23y =0 (1)
ou en fonction de x seulement : X+Yf(s)—x—f(x)f(x) =0 (2)

Les points de la courbe (C) dont les normales passent par un point donné R (a, B)
ont donc pour abscisses les racines de I’équation en x :

o« + Bf(*) —x —f(¥) f(x) = 0.

374. Concavité d’un arc de courbe, — L’axe Oy du repére cartésien xOy étant
supposé vertical, on dit qu’un arc de la courbe y = f(x) tourne sa concavité du c6té des y
positifs ou du c6té des y négatifs suivant qu'il se trouve tout entier situé au-dessus ou
au-dessous de la tangente en 'un quelconque de ses points.

v " SN i
MI Ml M| Ml A [} (y"z 0)

1

=
Y

o] -y o ~ o]
Fig. 77. Fig. 78. Fig. 79.

On vérifie, géométriquement, sur les figures 77 et 78, que le coefficient directeur
y' = f'(x) de la tangente en M (%, ¥) est une fonction de x, croissante dans le premier cas,
décroissante dans le second. La concavité d’un arc de courbe est donc déterminée par le
signe de y” = f" (x) et nous admettrons que :

Une courbe y = f(x) tourne sa concavité du cété des y positifs sur
tout intervalle ott y" est positif, du cété des y négatifs sur tout intervalle
ou y' est négatif.

Signalons que l'on dit alors que la fonction y = f() est convexe sur tout intervalle
ou y” est positif, concave sur tout intervalle ol y” est négatif,
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375. Points d’inflexion. — Un point I de P'arc AB de la courbe y = f(x) est un
point d’inflexion si les deux arcs Al et IB sont de part et d’autre de la tangente en I (fig. 79).
Un ‘tel point correspond donc 3 un changement de concavité, c’est-a-dire & un change-
ment de signe de y”.

La courbe y = f(x) admet un point d’inflexion pour toute valeur de x
pour laquelle y" change de signe.

Les points d’inflexion sont en général des points pour lesquels on a y" = 0, ou éven-
tuellement des points pour lesquels y* devient infini,

SLZAY.

Fig. 80. Fig. 81.

ExempLEs. — La courbe y = x® — x admet le point O comme point d’inflexion car " = 6 »
s’annule en changeant de signe pour x = 0.

. . . 10 _
La courbe y = &% — x admet le point O comme point d’inflexion car 3" = 7w 13 change de

signe en devenant infini pour x == 0. Les deux courbes ont méme allure (fig. 80).

Lorsque y" s’annule sans changer de signe, on dit qu'on a affaire 3 une inflexion non
apparente ou que la courbe y = f(x) présente un point méplat. 1l en est ainsi de la courbe
y = 8 + x pour x = 0 car y" = 12 & (fig. 81). Que I'inflexion soit apparente ou non, il
faut toujours construire tout point d’inflexion ainsi que la tangente d’inflexion correspondante.

Fig. 82. Fig. 83.

BRANCHES INFINIES

376. Définitions. — Une courbe (C) admet une branche infinie si la distance OM
du point M (x, y) A I'origine O des coordonnées devient infinie lorsque M parcourt la courbe.

Il en est ainsi dés que 'une des coordonnées x ou y du point M devient infinie.
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10 Supposons que le point M (x, y) s’éloigne indéfiniment sur une branche infinie
de (C). Si le coefficient directeur% de OM tend vers une limite finie m ou infinie, la droite OM

admet une position limite Oy, appelée direction asymptotique de la courbe (C)
(fig. 82). Ce sera la droite y == mx si% —»m, la droite Oy si%tend vers - oo ou — oo,

20 On dit que la droite A est une asymptote de la courbe (C) si la
distance MH du point M a la droite A tend vers zéro lorsque M s’éloigne
indéfiniment sur la courbe.

On dit aussi que la courbe (C) est asymptote 2 la droite A (fig. 83) (le mot asymptote
s’emploie comme le mot tangente),

377. Asymptotes paralléles aux axes. — La courbe y = f(x) est asymp-
tote a la droite x = a si f(x) tend vers linfini lorsque x tend vers a (a
gauche ou a droite). Elle est asymptote a la droite y = b si f(x) tend vers b
lorsque x tend vers +  (ou — ),

1o Ainsi (fig. 84.) la courbe y == ¥ _ est asymptote  la droite x = 1 car lorsque x
g y 1—= ymp

tend vers 1 3 gauche, y tend vers 4 oo. Le point M s'éloigne indéfiniment sur la courbe
et la distance MH << MK = |1 — x| tend vers 0.

£
Fig. 84. . Fig. 85.
x + x4+ 1 x )
20 La courbe y == E-na 1+ o | est asymptote 2 la droite y =1
(fig. 85)lorsque x tend vers | oo ou vers — oo car MH < MK == le ':J i tend vers 0.

378. Asymptotes obliques. — Soit A une asymptote d’équation y = mx + p de
la courbe (C) d’équation : y = f(x). Désignons par M (x, y) et M, (x, y,) les points de
méme abscisse x de (C) et de A et par « 'angle aigu (Oy, A). On obtient (fig. 83):

MH = MMsine et MM =y —y, = f(x) —(mx -+ p).

Pour que MH tende vers 0, lorsque x devient infini, il faut et il suffit que M,M soit
une fonction e(x) admettant 0 pour limite lorsque x devient infini :

Pour que la courbe y = f(x) soit asymptote a la droite y = mx + p il
faut et il suffit que l’on ait : f(x) = mx + p + (x).

La courbe est située au-dessus de 'asymptote si =(¥) est positif, au-dessous si ()
est négatif.
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Il en est ainsi lorsque f(x) est une fraction rationnelle y = %%; ol A(x) et B(x)

désignent des polynémes de degrés respectifs # et # — 1. On peut écrire :
Clx
A(x) = (mx + p) B(x) + C(x) <=> y =mx 4 p + ng;
Le degré de C(x) étant inférieur 2 celui de B(x), la fraction gg ; tend vers 0 lorsque x
tend vers 4 oo ou vers — oo (n° 313).

25 —x—5
x— 2

ExeMPLE. — La courbe y = ouy=2x-+43- xi- est asymptote & la droite

2

== 2 & + 3 lorsque x tend vers-} co et lorsque » tend vers — 00. Comme ¢ (x) = on voit

1
—2
que la courbe est située au-dessus de I'asymptote pour x > 2, ap-dessous pour x < 2,

379. Théoréme. — Si la courbe y = f(x) est asymptote a4 la droite
y = mx + p, les coefficients m et p sont respectivement les limites sur la

courbe de% et de y — mx lorsque x tend vers + o ou vers — oo.

%
lorsque x — - oo

lim (y — mix) = lim [p -} &(x)] = p.

11 en résulte que m n’est autre que le coefficient directeur d’une direction asymprtotique,

J’=mx+l’+€(x)%==>;llma—czhm[m—{— s(x)]=m

EXEMPLE. — Soit la coutbe y = 2x + 1 4- \/ %% + 1. Lorsque x tend vers -|- 0o :

§=2+£+’\/1+£—§ —- 3. Doncm = 3,
1

y—3x =1—~—(x — /% - 1) =1— e — 1, Doncp =1,
( x+ V1
Comme y == 3x 4 1 U la courbe est située, lorsque x — | co au-dessus de
x 4 \/ x* 41
son asymptote y = 3x 4 1. On montrera de méme qu’elle est située au-dessus de son asymptote
1
y = x + 1 lorsque x tend vers — o0 car y = x + 1 + —ueo—0-
— x4+ V241
380. Corollaire. - L’asymptote y = mx - p est, lorsqu’elle existe, la

position limite de la paralléle M1 a la direction asymptotique y = mx
lorsque x devient infini.

1’équation de cette paralltle s’écrit : Y —y=m (X —x) ou Y = mX + (y — mx).

Comme y — mx tend vers p cette parallele tend vers la droité¢ Y = mX + p (fig. 83).

REMARQUE. — On peut démontrer (cf. ex. n® 648) que si la tangente en M admet une position
limite, lorsque M s’éloigne 4 linfini sur la courbe (C), cette position limite est Pasymptote A. C'est
pourquei on peut dire qu’une asymptote n’est autre que la tangente au point 4 U'infini de la courbe (C).

381. Branches paraboliques. — Si la droite M, parall¢le a la direction asympto-
tique Op. n’admet pas de position limite, lorsque le point M s’éloigne indéfiniment sur la
courbe, il n’y a pas d’asymptote paralléle 3 Op.
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Ceci peut se produire, comme pour y = mx -+ sin ¥, parce que y — mx n'admet
aucune limite. En général, il n’y a pas d’asymptote parali¢le 3 Op. parce que la droite M
§'éloigne indéfiniment en méme temps que M (fig. 82) :

On dit alors que la courbe admet une branche infinie parabolique.

Il en est ainsi lorsque y — mx devient infini en méme temps que x. Par exemple :
y=3x+ 4/x 1 1 admet y =3 x comme direction asymptotique, mais la branche de

courbe correspondante est parabolique car y -— 3 = 4/%x + 1 — 4 o0 en méme temps
que Xx.

¥4
x
la direction asymptotique Oy mais la droite M) d’abscisse » s’¢loigne indéfiniment lorsque »
devient infini. Il en est ainsi pour y = #2, y = a3 + bx et y = P(x) ol P(x) est un poly-
noéme de degré » > 1.

Il en est de méme lorsque Z tend vers I'infini en méme temps que x. La courbe admet

382. Résumé. — La marche 2 suivre pour I'étude et la représentation graphique
d’une fonction peut se résumer ainsi :

10 On étudie les valeurs de x pour lesquelles la fonction est définie et continue.
On calcule la dérivée ¥’ = f'(x) et on étudie son signe.

26 On établit un tableau de variation indiquant dans chaque intervalle le sens de¢ variation par
une fidche 7 ou '\, les valeurs limites de y et 3’ aux bornes de ces intervalles, les maxima et les minima.

30 On calcule 3" et on détermine la concavité et les points d’inflexion de la courbe y = f(x)
(Les résultats peuvent étre inclus dans le tableau précédent.) Puis, s'il y a lieu, on recherche les asymp-
totes non paralléles aux axes.

49 On construit la courbe représentative en utilisant les résultats trouvés ainsi que les éléments
de symétrie ou de translation que la courbe peut présenter. On détermine en plus, autant de points
et tangentes particuliers que cela est nécessaire pour assurer un tracé précis que 'on effectuera d’un
trait noir et bien ferme. Utiliser toujours une échelle assez grande.

Les indications des axes et des coordonnées remarquables seront portées correctement. Les
asymptotes et les tangentes particuliéres seront tracées en trait fin noir ou de couleur.

FONCTION y = ax* + bx + ¢

.. . b\ 4agc—b®
383. Variations de la fonction y = ax? + bx +c¢=alx + 72 + e
Cette fonction est définie et continue quel que soit x. Sa dérivée y' = 2ax + b, qui

, b . .
s’annule pour x = — 7 ot du signe de @ pour x > —55 du signe opposé pour x < — s

1¢r Cas : a positif 2¢ Cas : a négatif

b b
¥y — 0 + + 0 —
4ac — b* 4ac — b*
y | 400N ia A 4 oo ia —_



FONCTION y = ax® + bx +- ¢ 213
. b 4ac — b?
La fonction y = ax* + bx + ¢ admet pour x = — T la valeur i
pour minimum ou pour maximum suivant que a est positif ou négatif,
D’autre part lorsque x tend vers I'infini, y tend vers -+ oo pour a > 0, vers — o pour
a négatif (n° 312).
384. Théoréme. — Dans un repére rectangulaire,la courbey = ax®-- bx +¢

. b
est une parabole admettant pour axe de symétrie la droite x = — 3,
4qc — bz.
4a

Puisque y” = 2 a la courbe tourne sa concavité du cdté des y positifs pour a > 0 (fig. 86),
du c6té des y négatifs pour a < 0 (fig. 87).

et pour tangente au sommet la droite y =

.y 1 -
Soit o [-— -2% » tﬁ‘i—a—i le sommet de la courbe. La translation de vecteur Ow améne
R
le repére xOy en XoY et X =x+ Qb_a 1 Y=y 4“‘“ & La courbe admet pour

équation réduite : i Y =aX?® |-

Si le repére XY est orthonormé, on vérifie que le lieu des points équidistants du

point F (X =0,Y= ;’1&) et de la droite A, d’équation : Y = — 2171 a pour équation :

x=+(Y-—‘—)’—(Y+l-)' — XY ou Y=aX?
4a) 4a =a o =k

\ny Y

En revenant au repére orthonormé xOy, on voit que la parabole y = aa® 4 bx + ¢

— bt — 5 —
a pour foyer F(-—— -2!"—1; t‘i—‘i_—:——ﬂ) et pour directrice A-: y == ﬂc—“g—-——l-

Son paramétre p est tel que X2 =2p Y donc: p = 51;'

Notons que la coutbe partage le plan en deux régions :
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y > ax® + bx + .

La région (I} au-dessus de la courbe ou :
La région (II), au-dessous de la courbe ot : y < ax? 4 bx + ¢.

On pourra donc résoudre graphiquement toute inéquation de la forme
Ax¥® 4+ Bx+Cy+ D> 0,

FONCTION HOMOGRAPHIQUE

ax+b~¢_z+ be — ad
T ofex ¥ d)

385, Variation de la fonction y = i d

. . . . d d
Cette fonction est définie et continue sur les intervalles ]——- 00, — E[ et ]— e -+ oo[.

Sa dérivée : y' = (:l;l ;_— 3;2 est sur chacun de ces intervalles, du signe de ad — be

2° Cas : ad —bc < 0

1er Cag : ad — bc > 0
d d
X | —® —3: ~+ o X | — o0 -z + oo
y + |+ Ly — —
al i a a
Y|z 2 H e —o o Y g N —o +°°\‘E
ax + b
cx +d

ott elle est définie la fonction y =

Sur chacun des intervalles
est croissante ou décroissante suivant que ad — bc est positif ou négatif.
d

Si ad — bc = 0 la fonction se réduit A y = g pour x 7 — =
386, Théoréme. — Dans tout repére la courbey = :%Tfi est une hyper-

bole admettant pour asymptotes les droites x = — cety= g (fig. 88 et 89).
Soit « le point de rencontre des asymptotes et XY le repére qui se déduit de xOy
d a
——z—|-xety'=z+Y

d a)' Les formules : x

—
dans la translation de vecteur Om(——z, -
¢ — ad . .
5 4 I’équation réduite ;
c

conduisent en posant : k =

XY =¢&

ou

» &

Y =

L’hyperbole est équilatére lorsque le repére xOy est rectangulaire. Dans tous les
cas le point © est le centre de symétrie de la courbe qui admet d’autre part pour axes de

symétrie les bissectrices des angles formés par les asymptotes.
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1° La courbe y = Zxx—-l— ll ouy =2+ po i 7 est une hyperbole, admettant pour asymptotes
les droites x =1 et y = 2. Elle est située dans les régions I et 11I limitées par ces asymptotes.

0 =X =1 e .._2_
2° La courbe y P ouy =1 pra| est une hyperbole, dont les asymptotes ont pour
équations ¥ = — 1 et y = 1. Elle est situde dans les régions II et 1V limitées par ces asymptotes.
N

¥ Y? ad-bc<0

¢
——————————— ——"‘w——.——-—-—-—.—i
O |.d x
1 €
i
!
!
Fig. 88, Fig. 89.
n

387, Relation homographique : Axy +Bx+Cy+D =0
C’est une relation du premier degré en x et du premier degré en y. A chaque valeur
de x correspond donc une seule valeur de y et réciproquement,
10 A = 0. — La relation est du premier degré en x et y. Elle est donc représentée
graphiquement par une droite : Bx + Cy 4+ D =0,
20 A 5 0, — En posant 1% = — f3, g = — aet-AQ = v, la relation (1) s’écrit :
X —o ~pr+y=0 (2) ==> (x—o)(y—p) =08—r.

(x—a)(y—p) =k

3

afp —y =Fh o=>

. . k
Si x 54 « on obtient 2y=p+
La courbe représentative est une hyperbole d’asymptotes : x = ety =B.
Cette hyperbole se réduit A ses asymptotes pour k = 0 == (x — a) (y — B) = 0,

soit en posant

Si B = C, la relation (1), symétrique en x et y, est dite involutive,

REMARQUE. — On obtient y==x si:a*—(«+B)x+yv=0.
D’ou, sur C, deux racines a et b, appelées valeurs doubles, distinctes ou confondues telles

a+b=atp et ab=y. La relation (2) s'écrit alors :

que:
—a x—a g—a__a—b -

° y;_—ﬁ*;‘:b avee A= Tp T g Pour aFb

20 1 —_— 1 —I—;]i avec u:@,——a:a—-a pour a=b-

y—a x—a
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FONCTION y = ax’ + bx* 4+ ex 4 d

388, Fonction générale du troisidéme degré, — La fonction du troisiéme degré
y = ax® + bx? 4 cx + d est définie et continue quel que soit x.

Sa dérivée y' = 3 ax® 4 2 bx -+ ¢ est un trindme de 2¢ degré dont le signe dépend
de A = b% — 3 ac. Il est donc possible d’étudier les variations de cette fonction.

1T cas : A = b® — 3 ac < 0. Le trinéme 3 ax? + 2 bx 4 ¢ n’apas de racines réelles

. b . .
ou une racine double ¥ =—g Il est du signe de a sur chacun des intervalles

]—— 00, — 3% [ et ] - gb_; + oo[- Doncy = f(x) est une fonction monotone sur]— oo, 4- 00|,

croissante de — oo 3 + o0 pour 4 > 0, décroissante de } 00 3 — oo pour a < 0, ne pré-
sentant ni maximum, ni minimum, La courbe y = f(x) qui admet deux branches parabo-
liques de direction Oy et Oy', a la disposition de la figure 90 pour a < 0, la disposition
symétrique par rapport &8 Ox pour a > 0,

2¢ cas : A = b2—3 ac > 0. La dérivée y' = 3 ax® + 2bx + ¢ s’annule en changeant
de signe pour deux valeurs distinctes « et 8. On obtient :

a positif I a négatif
x| —o o« 8 + oo ;l x| — o0 o B + o0
y + 0 — 0 + % y - 0 4+ 0 —
—oo A2 M NxNm » 4o 5 +o0o N m 2 M N —o

La fonction présente cette fois un maximum M, un minimum m et la courbe y = f(x)
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qui a deux sommets A et B comme sur la figure 91, admet encore deux branches parabo-
liques de directions asymptotiques Oy et Oy’.

— La dérivée y" = 6 ax 4+ 2 b s’annule en changeant de signe pour »x = — 3%'
La courbe y = f(x) admet toujours pour point d’inflexion le point o d’abscisse x = — 3-%
et d’ordonnée y = f (-— -b—-) = E% — = + d. Rapportée au repére XwY se déduisant

de ¥Oy dans la translation de vecteur 04.0 et compte tenu des relations :

b
Kootk ves—g(- )
on obtient I'équation réduite :
3ac —b*
3a

Y est donc une fonction impaire de X. La courbe y = ax® + bx® -+ cx - d admet
donc son point dinflexion pour centre de symétrie.

= gX3 .- X.

389. Discussion de I'équation du 3° degré. — Il résulte de 'étude précédente que
la fonction f(¥) = ax® + bx® + cx 4 d varie d’une fagon continue soit de — 00 & 4 o0
soit de + 0o & - eo. Elle admet donc au moins une racine réelle (n° 323). Elle en admet
trois dans le seul cas ol f(x) admet un maximum f(«) et un minimum f() de signes
contraires.

EXEMPLES.

10 f(x) = 3x* — 3 &% + x 4 2 = 0 auneseule racine réellecarf’(x) = 923 —6x + 1 = (B x—1)?
ne change pas de signe =t f(x) est monotone sur }— ¢, 4 ¢ [,

20 f(x) =2x%—3 x2—12x + m = 0.La dérivée f'(x) = 6 x® — 6 x — 12 = 6 (x -+ 1) (x—2)
s’annule pour ¥ = —letx = 2.0r f(—1) f(2) = (m + 7) (m — 20). On en déduit que pour
— 7 < m < 20 ’équation a trois racines distinctes, uneseule pour m > 20oum < — 7.Pour m = — 7,
ona:f(—1) = f’(—1) = 0, on en déduit(n® 356) que — 1 est racine double, De méme pour m = 20,
ona: f(2) =f'(2) =0, c'est + 2 qui est racine double.

390. Cas de I'équation : x* + px + g = 0. Montrons d’abord que I'on peut tou-
jours ramener 3 cette forme I’équation générale : ax® + ba? 4 cx + d = 0 qui 8’écrit :

b ¢ b\3
x"‘+ax2+ax+d=0 <=;‘>(x+§-z) 4+ ax 4+ pu=0.
En posant : x ;;:X on obtient : X3 4- pX -+ ¢=0.

Ceci dit, 'équation f(x) = 23 + px + ¢ =0 a trois racines distinctes si et seu-
lement 8if (¥) admet un maximum et un minimum de signes contraires. Or f'(¥) = 3 %% - p

s'annule si p est négatif pour x = a = ——15 et poury=—a.

La condition f(«). f(—a«) < 0 8’écrit puisque p = —3«?:

(o + pat g) (— o® — po + q) <0<=>(—2a+ @22+ 9 <0 ou——4a.°-|—q’<0
ce qui donne : 4%} 274% <0, condition qui implique p < 0.
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Si4p%4-27¢*=0ona: f(«).f(—a«) = 0. I y a donc une racine double (« ou —)
vérifiant (n® 356) f(x) = f'(x) = 0 et une racine simple #,. La racine double x, vérifie :

3f(x)—xf'(x) =0 donc 2px + 3¢ =0, ce qui donne : x, = — %—g En identifiant

S(x) et (x— ;) (x — x,)? on trouve x, = — 2 x, donc x, = %? En résumé :

4p3 4 27¢* << 0 : 3 racines réelles distinctes.
4p® 4 27¢* = 0: 1 racine simple %‘l» une racine double — %—;—
4p% 4 279 > 0: 1 seule racine réelle.

FONCTION y = ax* 4 bx?* + ¢

391, Trindme bicarré.— La fonction y = axt -- bx? 4 ¢ est un trinéme du second
degré en a2 Cette fonction est définie et continue quel que soit x. Sa dérivée :

Yy =4ax®+4 2bx=2x2ax®+ b)

admet dans tous les cas la racine x = 0. Elle admet deux racines opposées si @ et b sont
de signes contrajres,

" 73

a4
2 \
M, M ‘_5/

y | X e\ -a J: ;._\:I 8 Ivs
v

Fig. 92. Fig. 93.

Y&
[}
Y&

\
a
o
S

Lab variation et le graphe de la fonction : y = axt 4 bx* + ¢ dépendent du
signe de .

lo g = 0. La dérivée y’' = 4 ax [x’ + 2%;] a une seule racine x = 0 et est du signe

de ax. La fonction admet un minimum ou un maximum pour x = 0 suivant que a est
positif ou négatif. La courbe représentative, en forme de U, est concave du c6té des y po-
sitifs pour @ > 0, du coté des y négatifs (fig. 92) pour a < 0.
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20 é < 0. La dérivée s’annule pour x = 0 et x == 4 \/ ——b—- La courbe représen-

tative, symetrlque par rapport 4 Oy, posséde trois sommets et presente la disposition de
la ﬁgure 93 pour a > 0, et la disposition symétrique pour a < 0.

Dans tous les cas, les intersections avec Ox ont pour abscisses les racines réelles de
Péquation : axt | ba 4 ¢ = 0.

EXERCICES

643. 1° Soit f(x) = ax? + Bx - y. Démontrer que :

F6) — fla) = (b~ a)f’(

a+b_
2

2° En déduire que, dans le cas d’une fonction du second degré la valeur ¢ telle que::
+ b

FB) —fla) = (b— a) f'c) est égale & “ 5

644. Soit f(x) = Ax® + Bx? + Cx 4 . Démontrer les égalitds suivantes :

10 £0) — (@) = ® + r@l— 5L 1w — @1
— )3
2 £ - f@ = (@] — (——ﬁf’— e

645. Soit la fonction f(x) = Ax5 4+ Bx*. Démontrer que :
b (b — a)? » »
fb) — f(a) = "‘1—2—'[f ® — @] +

Généraliser pour tout polynéme du 5¢ degré en x.

¢ —

(a)] — f"’

646. On considere les fonctions f(x) et g(x) définies, continues sur [a, b] et dérivables sur Ja, .
On envisage la fonction : @ (%) = [¢(5) — g(a)) f(x) — [f(b) — f(a)] g (x).
f®) — f@@) _ f(),
ey —¢@  £@
2° Retrouver le théoréme des accroissements finis d’aprés la formule précédente.

10 Montrer que ¢ (a) = ¢ (b) et qu'il existe ¢ € Ja, § tel que :

647. On considére deux fonctions f(x) et g(x) continues et dérivables sur Ja, 8 et telles
que f(a) = g (a) = 0.
10 Démontrer, en utilisant le résultat de I'exercice précédent qu'il existe X, € la, x] tel que si

f& _ @),
x € la, b : ——
} g dxy)
20 En déduire que si ,Ex) admet une limite finie ou infinie / lorsque x — a, il en est de méme
de L (2), [ (x)
(r) Ce résultat reste valable méme si f(x) et g (x) ne sont pas dérivables pour x = g ou si 70
. ., 0 o) :
se présente sous une forme indéterminée M % lorsque x —> a.
3% On suppose que f(a) = f'(a) ==« = f*=D(q) =. O et que g{a) == g' @) = g M(a) = 0.

(n)
Démontrer que si f(mz ; - I lorsque x > q, il en est de méme de ‘If—(ic—)

g(x)
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648. Le graphe I' d’une fonction f (x) définie, continye et dérivable sur [a, o[ admet pour
asymptote la droite A d'équation y = mx L p. La paraltéle 3 A passant par A [a; f (a@)] coupe Oy au point
P (0, B). Soit M [x, f ()] un point quelconque de I'.

1° Caleuler de coefficient directeur ¢ (x) de la droite PM et montrer que ¢ (x) admet pour limite
¢ (@) = m lorsque x — + o, En déduire qu'il existe ¢ > a tel que B = £ (c) — ¢ f'(¢).

2° Montrer qu'il existe sur I' un point C dont la tangente passe par P. Quelles sont les posi-
tions limites de P et de la tangente PC lorsque a tend vers + o .

3% En déduire que si 1a tangente en M admet une position limite lorsque x tend vers + o, cette
position limite est I'asymptote A. Quelles sont les limites de f/(x) et de f(x) — x f' (x)?

649. On considére une fonction f (x) définie et continue sur [5, ¢] et admettant sur ce segment des
dérivées premiére et seconde f'(x) et f”(x). On suppose f” (x) > 0 sur }b, c[.

10 Montrer que pour tout @ € ]b, ¢[, 1a fonction ¢ (x) = f(x) — (x — a) f'(a) est continue et
dérivable sur [b, ¢] et qu'elle admet un minimum égal 4 0 pour x = a.

2° En déduire que le graphe BC de la fonction f (x) sur [, c] est tout entier situé au-dessus de la
tangente en 'un quelconque A de ses points.

650. Reprendre P'exercice précédent en supposant cette fois S (x) <0 sur 15, c[.

651, Un polyndme sécrit : P (x) ="'x* Q(x) + ax? + bx + ¢

10 Calculer P (x) et ses dérivées P’ (x) et P (x) pour x = 0,

2° Montrer que la tangente 4 la courbe y = P (%) au point B (x = 0) s’écrit y = bx + ¢.

3o Déterminer suivant le signe de a la position de la courbe par rapport 3 sa tangente au voisi-
nage de B,

a #0.

avec

— Construire la tangente en O aux courbes suivantes et étudier, au voisinage de O la position
de la courbe par rapport A cette tangente,

652. y = x3; y = xt — x4; y = 4x3 — x.
653. y = V'x; y = Vx; y = Vak,
654. y = V/2; y = Vx5; y =V

3 7
655, y = x% — x; y = x% — x; y = x—

— Construire les tangentes aux graphes des fonctions suivantes, aux d’intersection avec Ox.

656.y=f£~——1; y = (2% — 1)%; y==\/:—cT::i.
_x—=2 - x—2 B Gt )
657.y-;——+—§, y-~’\/x+2, y = x & 2
-2
658. y = x® — x; y = Vs —x; ¥y = (3 — )3
2 .1 2.4
669. y = (x* — 1) (a2 —4); :ch::;: y=z=_ i

— Déterminer lorsque x —» 00 ou —- 0o les asymptotes aux courbes suivantes et préciser dans
chaquec cas la position de la courbe par rapport & son asymptote.

x4 1 a4 3x 44 _ Bt x—4
660.y---x__1, "“xg_*_x_l__]) y = 2(&"!‘3)
661, v - Vi <~ 4x; y= Vx| x 13 y = VI =x 1.

662, y = x + 2+ 4 —1;

y=2x + Va3 -I—.l;

y=§—-\/x’+3.
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. ;"—:—1 _ Tx . 8 tx 1
663'y#x/\/x~~2’ 3—~x\/;:——-—1-, y_xz——-x-kl

664. A. — On propose de prouver que les courbes (C) d’équation :
y =%+ 2px 4 (p— 1)

restent tangentes 4 une droite fixe quand p varie. On donnera deux démonstrations indépendantes
Pune de Pautre, en utilisant successivement les deux méthodes suivantes :

10 Ecrire en fonction de p I’équation de la tangente au point d’abscisse x de la courbe (C), puis
déterminer cette tangente pour qu’elle ne dépende pas de p.

20 Déterminer d’abord p pour que la courbe (C) passe par un point M donné de coordonnées
x = a; y == B. Chercher dans quelle région du plan le point M doit étre situé pour que le probléme

soit possible; cette région est limitée par une droite. Vérifier que (C) reste tangente & cette droite quel
que soit p.

B —— Inversement déterminer b et ¢ en fonction de a pour que la courbe y == ax® -} bx + ¢ reste
tangente, quel que soit a, aux deux droites d’équations respectives : y = — 2 x; y = x— 3.

1 . .
665, 1°0n considére lacourbe (C)dont!’équation esty = " M, et My désignantlesdeux pointsdela

courbedont les abscisses sont respectivement, x; et x,, montrer que I'équation de la droite M;M; est:

Xdxgap ¥ — (% + x) = 0 1)

20 Soient A et B les deux points ot M;M, rencontre OX et OY. Montrer que les segments
M, M, et AB ont méme milieu. Peut-on en déduire une construction par points de la courbe (C) si on en
connait un point?

39 Montrer que Pon peut déduire de I'équation (1) I'équation de la tangente 4 la courbe (C) au
point M, d’abscisse x;. Retrouver cette équation en calculant, directement, le coefficient directeur de la
tangente en M;. Soient Ty, T} les points oi1 cette tangente rencontre OX et OY. Démontrer que M,
est le milieu de T,T;. Aire du triangle T,0T,.

4% Dans un repére orthonormé, M, (x;) désignant un troisiéme point de la courbe (C), calculer
les coordonnées du point de rencontre H des hauteurs du triangle M;M,M, et montrer que, quels que
soient les points M, M, My sur la courbe (C), H est aussi sur la courbe (C).

— Représenter graphiquement les fonctions suivantes :
1 1
666, y = — 667. y = ———— 668. v == |x* — 4x + 3
[+1 YT RTE v +3
1

670. y = «* —4lx[ + 3 67l y = Fm——y

672, 10 Etudier la variation de ¥ = x2 — 5 & -}- 6.

669. y = [x2 — 4x] + 3

2° En déduire le graphique des fonctions suivantes :

y=x———5'\/;+6.; y = x* — 5x% | 6; y=;1§-§+6-
- Tracer sur une méme figure les graphes des fonctions suivantes :
673. yy = 45 4 1 et y, = JF{-—I;-—T-—I
6. 3= — 23 +1 e 3= g—5—7
1

675. 31 = x* — 3% + 2 et 3y = Gy
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— Résoudre graphiquement les inéquations ou systémes d’inéquations suivants ;
2 $ __ x>0
676, (x* — N G2+ 8 —1)>0 677’zx’+y 6>0
679. zy-—-x +3x—2<0

678. (y —x*+H (B + 31 —Ny + 4+ <0 JNY BN

680. Déterminer les régions du plan xOy ol doit se trouver P (#, 3) pour que ’équation en u
16w+ 4x—5u+y—3x4+5=0 ait:
1% une racine comprise entre 0 et 1,
2° deux racines comprises entre 0 et 1.

681, Dans un repére orthonormé les coordonnées d’un point M du plan sont données par les
équations
x 100 £ cos
y == 100 ¢ sin o — 4,922
ol ¢ est une variable, & un angle donné,
10 Eliminer ¢ entre les équations, étudier les variations de y en fonction de & pour les valeurs
positives de ces nombres. Quel est 'angle de la tangente & I'origine avec Ox? Construire Ia courbe

dans le cas particulier o = T

6

29 On donne maintenant x et y et 'on demande de calculer tg «. Dans quelle région du plan doit
se trouver le point M pour qu’il y ait des solutions ?

30 Application : On donne x = 600; ¥ = 100. Calculer les valeurs de a et de £.

682. 1o Ecrire Péquation de la tangente & la courbe y = ax? + bx + ¢ au point d’abscisse x,.

Vérifier que le systéme formé par I'équation de la courbe et par celle de sa tangente a une racine
double.

2° Réciproquement, calculer p en fonction de a, b, ¢, m pour que le systéme
y=axt+ bx + ¢
y=mx +p
ait une solution double (x,, 1o). Calculer x4 en fonction de m, a, b. Vérifier que la tangente 4 la courbe
d’équation : y = ax® 4 bx + ¢, au point d’abscisse x, a pour équation : y = mx - p.
30 Application aux trois questions suivantes.
a) Tracer les deux coutbes d’équations respectives :

5 1 49
3’="’_"'2'x+i3 et y-'—x-l- 3% 16

Trouver les équations de leurs tangentes communes et les coordonnées des points de contact.

b) Prouver que la courbe d’équation : y == x3 4 2 bx -}- (b — 1) reste tangente 4 une droite fixe
quand b varie.

¢) Calculer b et ¢ pour que la courbe d’équatxon y = x8% + bx + ¢ soit tangente aux droites
d’équations : y = —2x et y=x—3,

683. Sur la courbe (P) qui représente 1’équation : y = ax3 + bx + ¢, on considire le point A
de coordonnées (xy, o). Ecrire Péquation sous la forme y = g (¥ — xp)® + b (x — x0) + €',
Déterminer b' et ¢’ en fonction de @, b, ¢, &y, 3. Montrer que I'équation de la tangente en A 3 la
courbe (P) est : v = b’ (x — x,) + ¢
Application : On donne le point A (xp = — 2, 35 = — 1) de la courbe (P) et le coefficient directeur

= + 3 de la tangente en A. Déterminer a de maniére que (P) passe par le point de I'axe Ox ayant
pour abscisse - 5. Construire la courbe (P) dans ce cas particulier.
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684, 1° On donne les deux équations :

) a®—5x42=0 [racinesxetx];x < ]

) #—2x-—2 =0 [racinesxetx;x; < %3]

Calculer les quatre racines.

Construire, dans un repére orthonormé, les deux courbes définies par les équations

y=a*—5x+42; y=ut-2x5—2

(On prendra le centimtre pour unité de longueur.)

Montrer que ces deux courbes ont un seul point commun & distance finie; trouver ses coordonnées.
En utilisant le signe de 'ordonnée de ce point commun, montrer comment on peut prévoir la réalité et
le classement des racines des équations (1) et (2).

20 Plus généralement, on donne les deux équations

A) 2+ @m—Tx+4—2m=0 racinesX; et X1; Xj <X

0] B+ (m—3)x—@m+1)=0 racines Xjet X;5; X; <Xi

Pour quelles valeurs de m, ces équations admettent-elles simultanément des racines ?

30 On considére les deux courbes (supposées tracées sur le méme graphique) définies par les
équations :

() y=x24+Q2m—Tx+4—2m

(Cy) y = x% 4 (m—3) x — (m + 1).

Montrer que ces deux courbes ont, en général, un point commun A (cas d’exception). Trouver les
coordonnées de A en fonction de m et discuter le signe de 'ordonnée de ¢e point commun.

49 Peut-on déterminer m pour que les équations (3) et (4) ajent une racine commune? Dans ce
cas, résoudre les équations (3) et (4).

50 Comment choisir m pour que T’équation (3) admette une racine et une seule comprise entre
les racines de I'équation (4). Dans ce cas, classer les quatre racines X, X1, Xa, Xy, Vérifier pour m = 1,

6° Trouver la relation, indépendante de m, qui relic les coordonnées de A. En déduire le lieu de A
quand m varie. Construire ce lieu.

685. 1° Ktudier les variations de la fonction : y == : + :
20 En déduire les variations des fonctions suivantes et construire leurs graphiques :
TF = 14 a2 Tr<
y= T— & Y= y='\/1ixg

686. 1° Etudier les variations de la fonction : y = %—i—:——_—;'

20 En déduire le graphique des fonctions suivantes :

_|2x—5]. _ 2|x|—35, _ 2x--—-5'
L rperit y_3'|xl>-4’ Y= e[ — 4

— FEtudier les fonctions suivantes et tracer leurs graphiques :

22— 1—3x 41
881y = Vi—i 688, 5 = LT
689 y=1—-3\/x.+i 690 yg\/(x+1)* + V0~ +1
I RV/ e ) A/xb—Af(x— ) + 2

— Simplifier les expressions suivantes puis représenter graphiquement les fractions obtenues :

25 4 x— 3 235 —6
B+ x—2 ng'y—x’——-4x+4'

/I —3x 13 _xtyE—2,
SRRVE L= By = e Fvies

691. y =
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Q2x— 1P+ 2x—1)— 2 L/ EEEIF ST ME=E T
1 896. y =4/ g )y pry

695, y =

— Résoudre graphiquement les inéquations suivantes :

697. xy—1> 0. 698. x%* —1 <0, 699. (x— V(y +2)> 2
700, xy +y—3x-+4 < E) 701, (xy — 1) (x® + 3% — 9) (x® —y) < 0.
T02. xty? - a9 — 2428 a2 — 32 L 2 <0,

703, 4x%* + 482 —4xHt—x2 37 L 1> 0,

') 1
704. 1° On considére la fonction : y = :‘: _|-|__ Z :,:i s,

Montrer que si les quantités ad — bc et a'd’ — b'c’ sont de méme signe, la fonction y est monotone
dans les intervalles ou elle est définie. Que peut-on dire dans le cas ot les quantités ad — bc et a'd’ — b'e
sont de signes contraires ?

+

20 Etudier les variations de la fonction : y == : I ; : ::: f

30 A quelles conditions la somme de deux fonctions homographiques est-elle identique A une
fonction homographique ?

— 11
705, On considére la fonction y de x définie par la relation: y = ;aTx;_%ﬁ
dans laquelle a désigne un nombre donné.

1° On choisit a = 5. Représenter graphiquement les variations de la fonction ainsi précisée.
Montrer qu'il existe deux tangentes i cette courbe paralléle  la droite d’équation y = — x. Calculer

a %0 prés les coordonnées des deux points de contact. (Indiquer le détail des calculs.)

20 Soit C, la courbe représentant les variations de la fonction y de x qui correspond au nombre
donné a. Chercher pour quelles valeurs de a cette fonction est croissante, décroissante ou constante.

Déterminer a de fagon que la courbe C, passe par le point donné P de coordonnées p et ¢. Dis-
cuter suivant la position du peint P.

Rechercher, suivant la position du point P, si la courbe C, qui passe par ce point correspond
une fonction y de x croissante, décroissante ou constante.

On indiquera les résultats en les traduisant graphiquement.

706. On considére, en orthonormées, la courbe C d’équation xy = 1 et les points A, B, C de cette
courbe d'abscisses respectives a, b et c.
19 Trouver les coordonnées de Porthocentre H du ttiangle ABC.
20 Vérifier que le point H appattient 4 la courbe C.

707. E () désignant la partie entitre du nombre positif x, représenter graphiquement la fonction
XB®
= i 1 ; 2], . 3:4].
¥ G dans les intervalles [1; 2], [2; 3] et [3; 4]
— Représenter sur un méme graphique les fonctions suivantes :
708y =2x; y=+/x; y=a y=a% y=x
709. y = x~3; y = x71; y =%V, y = x~8,
710. y = x%; y = &% y = 232, y == &%,
— Représenter graphiquement les fonctions suivantes :
Ml y=a®+3x 712, ¥y =x*—2x.

73, y =223 —3x 4 1 714,,,,.—=_._§+,,...5.
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5. y =50 + 50— 24 6. y = — 223 + 328 4 125 — 7.
M. y =20 4 55 M y = — 3 + 7 + 35— 4
— Représenter graphiquement les fonctions suivantes :
719, y = o — 2 x% 720, y = x% — 3 a8,
121y = 20— L s 722 y = — A — 258 4 1.
'723.y=——3x‘+4x’——-1. 724, y = 54 — 553+ 1,
725. Nombre des racines de ’équation : ¥ — 4 x? = m.
Résoudre dans le cas ot  m == — -2-227-6
726. 1° Déterminer p et ¢ en fonction de p’ et g’ de maniére que les fonctions
B+ px+g
xa. +P’x + ql

aient la méme valeur maximum et la méme valeur minimum.

20 Etudier dans ce cas les variations de la fonction : y = 3 - px - g — ¢’ et tracer la courbe
représentative.

Trouver les racines du polynéme ¥,
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2
FONCTION y = ff‘—a,—;’l’;p*-‘

2
392. Etude de la fonction: y = %'

Cette fonction dans laquelle nous supposons aa’ 7 0 est définie et continue sauf pour
— 2
son pdle » = _-‘-zb— Sa dérivée y' = (2ax+9) (@ x(ij_)l_ b)a (ax + bx + o) est du

signe de son numérateur aa'x? 4 2 ab'x | bb' — a'c, trinéme du 2¢ degré en x. Nous
pourrons donc étudier la variation de cette fonction.

' 2
393. Cas général. — En posant : b =a, onobtient: y= axal(-l; ﬁf 0—5 %

définie pour x £ a. Or:

-}(axz-i-bx-l— )= (x—a) (mx + p) + kb ==

Fig. 94, Fig. 95.
Le coefficient & n’est pas nul si « n’est pas racine de ax® 4 bx - ¢, ce que nous suppo-

serons par la suite. La dérivée y' = m — L est du signe de m si km < 0. Dans ce
y (x —ay g

cas la fonction ¥ est monotone croissante pour m > 0, décroissante pour m < 0. Cette



_ax® 4 bx ¢
dérivée s’annule pour deux valeurs x, et x, de » égales 3 o - '\/ % si km > 0 et est du signe

opposé & m sur ]x,, x,[. La fonction admet alors un maximum et un minimum : f(x,) et f(x,).

La courbe représentative admet pour asymptotes les droites x = « et y = mx + p

qui se coupenten « de coordonnées ¥ = a et y = B = ma -+ p. La translation 0w
transforme le repére ¥Oy en XY et les formules : ¥ = o + X, y = ma + p + Y donnent

Y=mX—{—3<’i 2

Y étant fonction impaire de X, le point o est un centre de symétrie de la courbe (n° 297).

2
394, Théoréme. — La courbe y = a%—f est une hyperbole.

D’aprés la formule (2) la courbe est égale 4 la courbe y = mx |- gqui admet pour

asymptotes Oy et la droite OX d’équation y == mx. Prenons pour vecteur unitaire sur OX
(fig. 96) le vecteur [ = 7 + m; et posons; = J. Tout point M de la courbe vérifie donc :

> » R\ » * > kx % k
OM=xt+(mx+§)]=x(t—|—m])+;]=xl+;j.

Rapportée au repére XOY de vecteurs unitaires T
et J,les coordonnées X et Y de M vérifient :

X=« et Y=§ <= XY =k

ce qui montre que la courbe est une hyperbole d’asymp-
totes OX et OY et de centre O (n°® 386).

Selon que la dérivée y' s’annule deux fois ou non
on obtient le graphe dela figure 95 oucelui dela figure 94.

ax® + bx + ¢
a'x* + b'x + ¢

FONCTION y -

395. Considérations préliminaires. — Cette fonction ol nous supposons a' 7% 0
est le quotient de deux trindmes du second degré :

f@)=ax* 4 bx +c et gx)=a'x®+bx+c.
[)

Nous supposerons que la fraction 20 est irréductible. donc que :

R = (ac' — a'c)* — (ab’ — a'b) (be' — b'c) £ 0,
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La fonction y est définie et continue, pour toute valeur de x distincte de I'un de ses
poles, c’est-a-dire des racines de g(x). Lorsque ces valeurs « et § sont réelles, la fonction y
devient infinie lorsque # tend vers « ou 8. D’autre part lorsque x tend vers - oo, la fonction y

tend vers -:—, valeur asymptotique de cette fonction (n® 312). Sa dérivée qui 8’écrit :

, (@b —a'b) &% + 2 (ac’ —a’c) x + be’ — b'e (1)
Y= (@’2® + b'x + )3

est du signe du trinéme placé au numérateur dont on sait étudier le signe. Notons que les
abscisses des points d'intersection de la courbe représentative (C) avec une droite :
y=mx+p
sont racines de :
ma's® + (mb' + pa’ — a) x* 4 (me' + pb* — by x + p¢’ —c = 0. (2)

Cette équation du 3¢ degré montre qu’il existe, au plus trois points d’intersection
si m 5 0, deux seulement si m = 0 (cas d’une droite paralléle 2 Ox). Ces remarques permet-
tent d’éviter des erreurs dans le tracé de la courbe.

) ax® 4 bx + ¢

396. Cas général. — La fonction y = 55—

(ab' — a'b) x + ac’ —a'c )
a' (@'x® + b'x -+ ')

Yoris o -2 _
s’écrit : y=2
s - , b
Nous supposerons d’abord : ab’ — a'b = 0 si bien qu’en posant » = — 77 4 X, on

obtient la forme réduite :

a MX4N

y::-a—,-i-m avec M 54 0. (2)

Désignons par A le discriminant 4’2 — 4 a’¢’ du dénominateur a's? -+ b'x + ¢,

1r Cas : A < 0. La fonction y n’a pas de pdle réel et K est positif. Puisque la

— MX3 —
dérivée X’ = 1, on voit que : y' = Mxﬁ-{, -2|-le()2+ MK s’annule pour deux valeurs x,

et x, de . La fonction y est définie et continue quel que soit x et admet un maximum et
un minimum f(x,) et f(x,). La courbe représentative (fig. 97 ) admet deux sommets de part

et d’autre de son asymptote horizontale y = 'E"' Elle présente visiblement trois points

d’inflexion réels. On peut montrer qu’ils sont alignés sur la droite :
(ab' — a'b)x — (b'* — 4 a’¢’)y + b0’ —3 a'¢ —ac' = 0.
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Pour cela, on détermine les coefficients m et p de la droite y = mx 4+ p pour que
I’équation (2) du n° 395 coincide avec I’équation donnée par y” = 0.

A
3
A
2
o)
71
2°Cas: A = 0 ==> K = 0. La fonction y admet un péle double ¥ = — szz_" ets’écrit :
a M N M 2N , 2M 6N
i S Hand i b T A alub -
La courbe (fig. 98) admet R4 A
la droite X = 0 pour asymptote A
double, un seul sommet pour 34----4--
X = 2N I point L
__—.Meunseupom A 0 |
d’inflexion réel pour ! !
|
3N Lo
X = — SV : i E
Cor !
Elle coupe son asymptote hori- i Lt
p a ymp 1\} 01 % 0 _g_ T
zontale y = = pour Xoe== — M »
3¢ Cas : A > 0. La fonc-
tion y a deux pdles distincts «
et B. Par identification, on peut .
écrire Fig. 98.
a A B , A B
y=;l‘,+x__u+xwﬁ==>y=—(x_a)2—*(x__ﬁ)2

+__2A 2B
Y T HE =R T —pp

a) AB < 0, La dérivée ' s’annule pour deux valeurs distinctes , et x, telles que :

SRS
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donc, conjuguées harmoniques par rapport 4 « et B. La courbe (C) (fig. 99) a deux sommets
situés 'un entre les asymptotes verticales » = « et & = B, l'autre 2 Uextérieur.

E B I
a LT
qLoifE 2 % %
Fig. 99.

b) AB > 0. La dérivée y' conserve le méme signe sur chacun des intervalles limités
par « et B. Donc y varie toujours dans le méme sens. La courbe n’a pas de sommet (fig. 100).

JA

ajw

1
3
0 ) Z

Fig. 100.

Quel que soit le signe de AB, la courbe présente un point d’inflexion pour x tel que

3
I é» situé A Pextérieur des asymptotes verticales x = «, x = B pour AB <0,

x-—B = B
entre ces asymptotes pour AB > 0 (fig. 99 et 100). Elle coupe son asymptote horizontale
X 0

pour ;—_:—é= — —B‘
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N

On voitque Y =y — ;za_’ est l'inverse d'un trindme du second degré, La courbe qui pré-
sente I'une des trois dispositions des figures 101 3 103 suivant que A est négatif, nul ou

4° Cas: ab'—a'db =0 w=p M =0.Onobtient y-—

positif, admet la droite X = 0 ou ¥ = — b 5= comme axe de symétrie.

/y\ ] -/“)w:“x

i 1 7 M

Fig. 101, Fig. 102, Fig. 103,

MX + N

REMARQUE. — En posant Y =y ——;a-;, on obtient Y = T¥T+K St N=0,

Y= %II%T( est fonction impaire de X,

La courbe admet alors le point o (x - Y= a) comme centre de symétrie. Ceci

peut se produire dans le cas des figures 97 et 100,

FONCTIONS IRRATIONNELLES

397. Considérations générales. — Toute fonction de Ia forme y = 4/P(x), ot P(x)
est un polyndme, est définie et continue pour P > 0. Sa dérivée y' = ——I:--est du signe de

2v/P

P’ pour P > 0 et devient en général infinie lorsque P— 0. Dans un repére rectangulaire,

le graphe de la fonction y = 4/P(x) et celui de la fonction conjuguée : y = — 4/P(x)
sont symétriques par rapport 3 Ox et leur ensemble est la courbe d’équation : y3 = P(x).

En particulier, les graphes de y = 1/ax® I bx 1- ¢ et de y = — y/ax® - bx - ¢ sont
dans un repére rectangulaire symétriques par rapport 3 Ox et leur ensemble est la conique
d’équation : 3% = gx® -+ bx + .

De méme la fonction y = 4/P(x) -+ Q(#) est définie pour P> 0.

Sa dérivée y' = "2"5—— + Q' est donc du signe de P' + 2 Q'4/P. Rappelons qu'une expres-

sion de la forme 4/A - B est positive pour B > 0 et qu'elle est du signe de A — B?
pour B <0,
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398, Etudedela fonction: y= /% + 1.

Cette fonction est définie pour x => — 1.Sa dérivée y' = 2—75-:_1 est donc positive pour ¥ > — 1

et tend vers + o lorsque x — — 1,

xl-—oo -—1 + o

-
%///////////% 0 A +4 o

La courbe représentative satisfait 3 3 >> 0; »* = x - 1, C'est donc la branche y positif, de la
parabole ¥ = y* — 1, d’axe Ox et de sommet A (— 1, 0) ot [a tangente est paralltle & Oy (fig. 104).

yl

y

Notons que cette propriété se généralise pour toute fonction de la formey = Vax T b;
dont le graphe est la branche y > 0 de la parabole »? == ax 4+ & de sommet

A (x = g, Y= 0) et de paramétre g- Le foyer est donc le point F (x = — g + %:) etla
directrice la droite A d'équation x = — g - g'

399. Etudedela fonction: y = ;\/ TF¥®06—2)-

. . . 2(2—x
—— ! =3
Cette fonction est définie et continue pour — 1 < x < 5. Sa dérivée y 3 TR0 =%

nulle pour & = 2, est positive sur ]— 1; 2[, négative sur ]2; 5. Elle tend vers + o lorsquex -— 14-0
et vers — o lorsque & tend vers 5 -~ 0. Donc :

x — 2

)

1
A+ + o -

%/
7/////////% 0 7 2 N

3
y
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IL.e graphe est, dans un repére rectangulaire (fig. 105), un arc de courbe d’extrémités A (— 1;0)
et B (4 5; 0) o1 1a tangente est paralléle & Oy, admettant pour sommet le point C (- 2, - 2).

En écrivant y = ; ‘\/ 9 — (x — 2)?, on voit que ce graphe est la partie ¥ => 0 de la courbe

(x —2)°

5 + Y = ‘1. Cette courbe est une ellipse de centre

.v’=:;-[9——(x-—2)’]<m—> T

o (+ 2; 0) et admettant pour équation réduite, dans le repére XwY se déduisant de xOy par la

, -> Xe
translation de vecteur O : 5 -l— yl 1.

400. Etude de y= 3 V/F =25 =3 = 3 VET D E—3).

Cette fonction est définie et continue sur chacun des intervalles ] — o0 ; —1]et[-} 3; 4 .
3(x— 1)

44/ + 1) (x—3)

vers + 9 lorsque x tend vers 3 4 0, vers — o lorsque x tend vers — 1 —0,

Sa dérivée y' = est positive pour x > 3, négative pour x < — 1 et tend

x|— —1 + 3 + <0

s — == )t~ +
v|+e N 0 P 0 0o ~ +w

Dans un repére rectangulaire, le graphe se compose de deux branches infinies issues des points
A (—1;0) et B(-} 3; 0) ot la tangente est paralléle & Oy (fig. 106, trait plein).

Soit ® le point x == 1, y = 0. La translation

A A —
4 1 Y de vecteur Qo transforme le repére xOyp en XoY
: et les formules : ¥ = 1 + X et ¥y = Y montrent
IC que la courbey = %1/ (* — 1)® — 4 admet pour
|
1
A : A équation réduite : Y = %\/ X3
-1 0 d’ 3 3k f Y est fonction paire de X si bien que la courbe
',.' : % admet la droite oY pour axe de symétrie.
& I ", D’autre part lorsque x tend vers + ¢ :
I’ = | = "0
",0 e - !D ............ 0,"
",.0 "“,,." i 0." X>0 == o =4 = :\/
'I" "',’ : '~,-.~ ""'
- 1 N 2 Dol : Y =22
Fig. 106. 4 X 4 ‘\/X’ + 4
L . IX 3
a branche de droite est donc asymptote 4 Y = Fouy= 3 (x — 1). Par symétrle la branche de
gauche est asymptote 4 Y = — 21?-{ ouy = — %(x —1).
Cette courbe est la partie y > 0 de la courbe 16 [(x —-1)2 — 4] d’équation réduite :
x_¥yr_1
16 9 4

C’est donc une demi-hyperbole qui a été complétée en pointillé sur la figure 106.
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401. Etude de y=7i\/x*—2x+5=%\/(x-—l)2+4.

3(x—1)

Cette fonction est définie pour tout x. Sa dérivée y' = ‘W———Tﬁ

est du signe de x — 1

— % 1 -[-ool.

ML
|

A ot

NIw ] O

Le graphe est donc une courbe continue admettant pour sommet C (- 1, 4- g) et deux branches

infinies (en trait fin sur la fig. 106). Le méme changement de repére qu’au paragraphe précédent conduit
s . . X2y
a 1’équation réduite 5= -1- avec Y == 0. C’est donc une branche de ’hyperbole conjuguée

de la précédente et admettant les mémes asymptotes y = - % (x — 1),

402. Etude de la fonction: y=x+4+2—2+/% + 1.

Cette fonction est définle et continue pour x > — 1. Sa dérivée s’écrit ;

Elle est du signe de \/x + 1 — 1 donc (n® 397) du signe de (’\/x -+ 1)’ —1% = x. On en
déduit :

— —1 0 +°°|

Z:////////%““ - 0+
YO 17 ~ o » +

La courbe représentative (fig. 107) admet le point O comme sommet et une tangente verticale
au point de départ @ (— 1, 4 1), Le rapport% =1+ % —2 '\/‘% + ;1—2 tend vers 1 lorsque x

tend vers Vinfini. Or y — % = 2 — 2 \/ x 4 1 tend vers — ., La courbe admet une branche
parabolique de direction asymptotique y = x.

Soit XY, le reptre d’origine ® et de vecteurs unitaires'i = : + ; et 3 = ; La relation
v I t * R X x %% »
OM =00+ XI +Y] <= xt+yj=—it+57+XUF5)+YJ
implique : x = — 1 + X et y =1 4 X + Y. L’quation de la courbe devient : Y = — 2\/3_(.

En complétant par la courbe y = x + 2 -+ 24/% - 1 ou Y = 2 4/X (en ponctué surla fig. 107),
on obtient I'équation Y2 = 4 X, qui est I’équation d’une parabole rapportée & une tangente et au
diamétre conjugué de la direction de cette tangente, La courbe initiale est donc un arc de parabole,
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Dans un repére orthonormé, la tangente au sommet S d’une parabole est perpendiculaire 4 la

1
direction asymptotique. Ici: y' = — 1 => § (x = — %, y = Z)

&Y

i

Fig. 107,

403. Etude de la fonction: y = ’—26 + % V12 =342

Cette fonction est définie et continue pour 12 — 3x2 > 0, c’est-3-dire pour — 2 << x << + 2.

1 3x _ A/12 =3 — 3«

27 a/T =3 2412 —3x

Pour x <C 0 cette expression est positive. Pour x > 0, elle est (n® 397) du signe de
(12 —3a%H — (Bx)?=12(1 —x2).

Sa dérivée : y' == est du signe de 4/12 — 342 — 3,

Elle est positive pour 0 << x << 1 et négative pour x > 1, D’ou le tableau :
— ® — 2 1 2 +

Y
Vo =~ 5

La courbe représentative (fig. 108) admet une tangente verticale en A (— 2, — 1) et B (- 2, - 1).

Elle présente un sommet C (1, + 2) et coupe ’axe Ox au point & = — 4/3, I'axe Oy au point y = -+ '\/3

. TR T T B - .
Soit XOY le repére de vecteurs unitaires I = ¢ 4 37 et J = j. La relation :

6—1\-’I)=XT+deonne:x;—|—y;=X(:+%;’)—I—Y; => x =X et y=-)§+Y.
D'ob : y———-;=%'\/12——3x2 <> Y=%\/12—3X2-
Lacourbecomplétéepar:y—-—--%c—-%\/n-—3x2 ou Y=——%\/12—-3X2.

X Y®

admet pour équation : 4Y? = 12 — 3X? <==> % -+ 3= 1, qui est une ellipse de centre O

et de directions conjuguées OX et OY. La courbe y = 3—2‘. -+ '\/ 12 — x? est donc une demi-ellipse.
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404. Etude de la fonction: y = ; + /B4

Cette fonction es? définie ¢ continue pour x == 2 e! pour x << — 2. Sa dérivée :

,=_1_;'_ x ___\/x’—-—4+2x
2T VA= Ve —3%
est du signe de Pexpression 4/x% — 4 + 2 x. Pour x => 2 celte expression est positive. Pour x négasif

elle es: du signe de (x® — 4) — 4 x® = — (3 »* 4 4). Elle est donc négative pour x <, — 2. On en
déduis : '

2 +

— 2
v = =+~ +
7

y[+e N —1

X |- 0

Aé+1 A 4o

La courbe représentative (fig. 109) ess
formée de deux branches infinies issues
respectivemens de A (— 2, — 1) et de
B(+ 2, + 1), poinis ot la sangente es? paral-
ltle 4 Oy.

Pour x > 0,ona:

y_1 4.3
x_2+\/‘ 73

lorsque ¥ — 4 o0. Comme on peut écrire :
3x 4
PO ey 1
2 x+Vii—4

. 3
la branche de droite est asymptote a y = -ix.

Pour x < Oona:

2_1_\/1_1_._—1
x 2 a2 2

lorsque x — — oo, Puisque :
- % 4
TTITVECd —«

la branche de gauche est asymptote a :

y=—-—2--

Le méme changement de repére qu’au paragraphe précéden: conduit i I’équation réduite
Y = \/ X2 - 4 == X2 Y? = 4, La courbe est donc une demi-hyperbole de centre O.

405. Etude de la fonction : y = % + 4/ 4.

Cette fonction es$ définie et continue pour Sout x.
x _ \/ =+ 4 + 2x

VETi Ve T3 est du signe de \/x® F 4 -+ 2x.

Sa dérivée : y' = % +
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Pour x = 0, elle est positive. Pour x < 0 elle est du signe de &* 4 4 — (2x)® = 4 — 3a%

. 3
Elle est donc positive pour x > — 243 et négative pour x << — 2 \'/— On en déduit :

3 3
x| — e _— 2_._.\/3 -} oo
3
¥ — 0+
y]+eo N Vi A 4w
La courbe représentative (en trait fin sur la fig. 109) admet un sommet S (— \/33 » \/ 5) A
tangente horizontale. On démontre comme au paragraphe précédent qu’elle admet pour asymptotes
les droites y = 3—2'—’5 et y = — ; et que, dans le méme repére XOY, elle admet pour équation

réduite Y = /X8 | 4 = X2 Y = — 4,
406. Application aux équations : A + /B = m.

Pour discuter une telle équation ¢l suffit de construire 1a courbe y = A - \/ B et de
chercher ses intersections avec la droite y = m,

ExempLe. — Etudier suivant les valeurs de m Pexistence et la position par rapport aux
nombres — 1 et + 2 des racines de U'équation : x + \/12——3x’= 2m.

Nous sommes amenés & couper par la droite y = m la courbe y = ; + % \/12 — 3t

construite au n® 403 (fig 108). En marquant sur cette courbe le point D) d’abscisse — 1 et d’ordonnée 1
on voit que :

m<<—1 : Pas de racines réelles.

— i< m<1: Uneracine; — 2 x' < —1.

m=1 : Deux racines: x' = —1,x" = 2.
l<m<2 : Deuxracines: —1<x'<1<x"<2,
m=2 : Une racine double : x' = &" = 1.

m> 2 : Pas de racines réelles.

FONCTIONS DIVERSES

X8
P—4x+5
Le dénominateur x* — 4 x + § = (x — 2)® + 1 étant positif, cette fonction est définie et contiuu.
pour toutes les valeurs de x, Sa dérivée :
;32 —4x 5 —B 2x—4) a3 (x* —8x 4 15)
YR T —4x 1 5 = T —4x + 5
qui s’annule pour x = 0, 3 et 5, est du signe du produit : x% (x — 3) (x — 5). On obtient :

407. Etude de la fonction: y =

x| —o00 0 3 5 + o
Y + 0 + 0 — 0o +
N N TN R



238 ALGEBRE ET ANALYSE

La courbe représentative 1 C) (fig. 110) admet deux sommets A (3, 2—27), B (5, 22—5) et 'origine O
comme point d'inflexion A tangente horizontale. En écrivant
. 11x— 20
y=r A TS
on voit que la courbe admet pour asymptote oblique la droite y = x - 4 qu’elle coupe au point

, . _2
d'abscisse x = T

— 11x% + 40x — 25 ot V= 2x (11— 60 - 75)
(x* — 4x - 5)° T (P —4x - 58

D’autre part : ' =1

Outre le point O, la courbe admet deux points d’inflexion : & = is—l 6 L '\/ 3).

I.a coutrbe est une cubique car son équation entiéte : y (x2 — 4 x + 5) — % = 0 est du 3° degré
en x et y. Elle est, pour m # 1, coupée en trois points par la droite y = mx 4+ p. On peut vérifier,

que les trois points d’inflexion sont les intersections de la courbe avec la droite : = 1_54_x
135 A
125} {7
i
Lo
!
I l
L
i
P
i C ot
y - 1 X
P
-4 | !
— oy
O 35 x
Fig. 110. Fig, 111.

408. Etude de la fonction : y = V (* + 2) (x — 1)

. - . . . 1
Cette fonction est définie et continue quel que soit x. En écrivant y = (x® — 3x + 2)3

-2 ? 1
on obtient : Y =-u 3u = 3 b _ s

3 IVE L2 G100 Vet Nec—1)

Cette expression qui est du signe de (x -+ 1) (x — 1), devient infinie pour ¥ = — 2 etx =1, D'ou:

¥ + |+ o — | +

y|—oo )'0)'\3/2.\0 V. + o
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La courbe qui est la cubique : 38 — »* 4 3 x — 2 = 0 (fig. 111) admet un sommet A (— 1, /%),
Au point B (— 2; 0) elle admet un point d'inflexion A tangente verticale car ¥’ prend i gauche et &
droite de x = — 2 la valeur - 0. Au point C (1; 0) elle admet un point de rebroussement car y'
tend vers — oo A gauche de 1 et vers -}- o & droite de 1, Cherchons si la courbe admet une asymptote
oblique (n° 378).

3 2
Six-—»:]:oo:letapport'2= 1+g 1——1 tend vers + 1.
x x x

, . - —3x | 2
D’autre part : y x_‘y’+xy+x’ pr Y |
3,2
vpnrsn . x 0
s’écrit : y—ux ——_I—_- +y et tend vers T 11 0.

La courbe admet donc la droite ¥ == x comme asymptote. Comme y — x est du signe de

3 — % = — 3 x + 2, on voit que la courbe coupe son asymptote au pointx = y = %, qu’elle se trouve

au-dessous de 'asymptote pour x > -i—: au-dessus pour ¥ < %

409. Etude de la fonction : y = « «\/ ate

a—x

En supposant @ > 0, cette fonction est définie et continue pour — a <{ ¥ < a. Pour calculer

2
sadérivéeposonsu=a+x=—-l—— 2e =>u’=—£—-,;v= atx u & pour
a—x x—a (a— x) a—x

. Q — , .
dérivée o' = m m X v\/s-_‘-:’i d’od, puisque y = xv

- _ a+x ax _ (a® — x%) 4 ax .
y=vtw \/a—x Ve=xP@+x AVNo—»la+t»

¥’ est donc du signe de : — x® - ax + a3, Ce trinéme admet deux racines x, = g(l —_— \/'5-)

et xp = ‘-2' (1 4 \/3) visiblement telles que : — a < % < a < x,.
On peut donc dresser le tableau

x| — o -—a x, 0
1

2 )~ — o + 1
y%////////// 0 N~ 3 A O

La fonction (admet pour x; = ‘j a—4 5) #H— 35_a un minimum y, # — 21-6 La courbe

(fig. 112) qui admet le point B (x;, yl) comme sommet, est tangente en A (— a, 0) 4 Ia droite x = — @
et admet comme asymptote la droite x = a.

En complétant la courbe par la courbe symétrique y = — «x ,\ / ﬂifa on obtient une
a—x

cubique d'équation entidre y* (2 — x) — x3(a -+ x) = O appelée sirophotde droite (c’est Pinverse
d'une hyperbole équilatére par rapport 4 un de ses sommets).

~
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, o I

410. Fonction y = |f(x)]. — On peut écrire y = 4/ S3(x). Par suite ' = \’%}—; est
donc du signe de ff' pour tout intervalle o f(x) n’est pas nul. Mais on peut aussi remarquer
que y est identique 2 f(x) lorsque f(x) > 0 et 3 — f(x) lorsque f(x) < 0. On étudie le signe
de = f(x) et sa variation et puisque — f(x) varie en sens contraire de f(x) on en déduit
les variations de y. La courbe y = |f(x)| comprend la partie de la courbe z = f(x) située

au-dessus de Ox et la symétrique par rapport 3 Ox de la partie de cette courbe située au-
dessous de Ox.

A 7\

a x
- .
S
or 1 2 3 =%
/ \
1
1}
1
1}
'
Fig. 112. i Fig. 113.
411, Etude de la fonction : y = 7|3+*—#|-

La fonclion 5 = %(3 x% — %) esl positive ou nulle pour x < 3, négalive pour x > 3. Sa dérivée

est: g = %x (2 — x). On en déduit le 1ableau :

x 0 2 3 + o
P - 0 + 0 — —94 —
|+ N 0 A 1 X 0 N —®
i+ N O A 1 N 0 A+
La courbe représentative (fig. 113) esl la courbe y = 3 (3 x% -— %) pour x < 3 el la courbe

y = —z (3 x® — &®) pour x > 3. Elle admel pour sommel les points O e1 A (2; 1). Le point B (3; 0)

. . 9
esl un poinl anguleux admeltanl une tangenle de coefficient direcleur -3 2 gauche de 4 3

el 3 3 droile de 4 3. Le poin1 I (1, %) est un poini d’inflexion admelian! une tangente de pente 3/4.

. 1
Draprés le graphique on voit que I'équalion : 3 |3 x* — x?| = m admet pour :

m=20 + Deux racines doubles 0 et 3.
0<m<1: Quatre racines.
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m=1 1 Deux racines simples et une racine double + 2.
m> 2 : Deux racines simples.
. X .
412. Etude de la fonction : y = 5 + sin x.

Cette fonction est définie et continue quel que soit x. Posons x;, = x 4 2 &, on obtient :

yl='.’2f-|-1c+sinx soit y, =y +m

KY

0. “+Ynm

Il en résulte qu’a tout point M (x, ¥) de la courbe représentative (fig. 114) correspond le point

Fig. 114.

[ -

M, (%1, 1) tel que MM, soit égal au vecteur constant V (21, 7). La courbe se compose d’arcs se déduisant
-

de 'un d’eux dans les translations de vecteurs &V (k entier relatif). Comme » est une fonction impaire

nous P'étudierons dans l'intervalle (0, n). Dans cet intervalle y' = -12- + cos x s’annule pour x = 2

5
On obtient :
x 0 %15 b
T 0 — =12
b3 \/5 T
y 0 v Im =7 + ' N 3
Comme »'' = — sin x est négatif dans cet intervalle, I’arc de courbe correspondant QO, est

concave du c8té des ¥ négatifs et admet pour sommet le point A(%’f; r -+ .\%5) En complétant cet
arc par symétrie de centre O, on obtient I'arc O_; O, qu'’il suffit ensuite de reproduire par les transla-

tions de vecteur KV comme on I'a vu ci-dessus. Le point O et les différents points O, (kn', k-zf) sont
des points d’inflexion et des centres de symétries de la courbe qu‘i est alternativement tangente aux
deux droites y = '-’25+ lety= ;—- 1 pour x = g -+ kr. Signalons quei—»% lorsque x — 4-

X

3 0e tend vers aucune limite

mais la courbe n’admet pas d’asymptotes car y —
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EXERCICES

— Etudier la variation et le graphe des fonctionis suivantes :

11,y = L1 18 2 129, y - &L

130, y = LEEL gy A S b gy, 2EAD

3, y=TERED Va2 135y =« + 5

136, y = St 737.y=’i(—"—f;,a>o b>1738. y = 2543

739, 3 (713-%-{3% o,y = BB A3 M= =t

42, 5 = ’-fc-r:‘;j‘c——jt—; U3, y = :—xﬂ—fl—lz .y =16

sy =20 ey~ ?&%“}i‘s .y = 2o E=t

8, y = 5 U9, 5 = g 750, y = 3~
(ax + 1)%,

751. On considére la fonction y = ol a et b désignent des constantes données.

(2x — b)
12 Quelles sont les intervalles de définition ?

20 Cette fonction présente un minimum m et un maximum M respectivement pour x = 3 et
x = — 1; pour ces valeurs de x elle admet une dérivée. Déterminer les valeurs de a et celle de b.

3° On donne 2 a la valeur 1 et 2 b une valeur telle que la courbe représentative passe par le point
A (x = 3, y = 4). Déterminer b et écrire la fonction.

40 Etudier la fonction ainsi obtenue et la représenter graphiquement.

Définition et continuité; branches infinies et asymptotes, sens de variation, tableau de variation,
tracé (en axes orthonormés ; unité 1 cm),

On calculera, par exemple f (— 3), £(0,5), £ (1, 5), f(2), f (4) et f (5).

59 On fait le changement d’axes suivant : nouvelle origine : O’ (x == 1, y = 2); nouveaux axes
O'X et O'Y respectivement paraliles 4 Ox et Oy.

Déterminer I'équation de la courbe dans ce nouveau systtme d’axes et montrer que O est
centre de symétrie de la courbe.

x% - mx

Xt — 4

a) Pour quelles valeurs du paramétre m cette fonction n’a-t-elle ni minimum, ni maximum ?
b) Pour quelles valeurs de m a-t-elle un mmlmum et un maximum ?

+ x

Py

752. 1° On considére la fonction : y =

20 On donne a m la valeur 1, soit: y =
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a) Etudier la variation de cette fonction.
1 \
b) Déterminer les valeurs des extrémums; en calculer les valeurs approchées a 106 prés.

¢) Trouver les asymptotes du graphe, (C), de cette fonction.

Déterminer en particulicr la position de (C) par rapport A asymptote de direction paralléle a
Yaxe des abscisses,

Montrer que (C) coupe cette asymptote en un point, dont on précisera les coordonnées.
d) Caleuler les coefficients directeurs des tangentes a (C) aux points d’abscisses — 4 et +- 4,
¢) Construire le graphe (C) par rapport A un systtme d’axes perpendiculaires.

On prendra 1 em pour représenter 'unité sur 'axe des abscisses et 3 cm pour représenter unité
sur Paxe des ordonnées.

x2 4 3x + 2m
x’+(§-m+1)x+3
ol x est la variable et m un paramétre. A chaque valeur de m correspondent une fonction y,, et sa
courbe représentative (C,,) par mpport A un repére orthonormé (Ox, Oy).

10 Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par trois points fixes, indépendants de m, dont on
déterminera les coordonnées (on remarquera que 'un de ces points a pour abscisse 1).

20 Montrer que toutes les courbes (C,) admettent pour asymptote la droite y = 1. Dans toute
1a suite du probléme, on choisira m de fagon que le point P, intersection de (C,,) avec cette asymptote,

753. On considére 1a fonction:y,, ==

ait pour abscisse g Montrer que la fonction ¥, ainsi déterminée est la fonction y,. Etudier ses variations
et tracer sa courbe représentative, (C,).

3° Former Péquation aux abscisses des points d’intersection de (C,) et de la droite (D) d’équation
y = tx. Discuter le nombre de points d’intersection, suivant les valeurs de t. Former les équations
des tangentes issues de O a (C,) et trouver les coordonnées des points de contact. Etudier 1a position
de (C,) par rapport 2 sa tangente en O.

40 Caleuler la dérivée seconde de y et les valeurs de x qui Pannulent. Montrer que les points
correspondants de (C;) sont alignés sur une droite d’équation y == #x.

5° Pour A convenablement choisi, la droite y = A coupe (C,;) en deux points, L, et L', dont les
projections sur I'axe #’Ox sont appelées N et N'. Ecrire Péquation du cercle (L)) de diamétre NN'.
Montrer que, lorsque A varie, (L)) appartient & un faisceau, dont on déterminera la nature et 'axe
radical (A).

Déterminer 1’équation du cercle (L) qui passe par O. Soit MT une tangente menée i ce cercle
par un point M (x, ¥) du plan et H la projection de M sur (A), montrer que, s’il n’est pas vide, 'ensemble
des points M tels que M'T? = k MH ( : constante positive donnée) est un cerele du faisceau précédent
(T est le point de contact de la tangente M'T avec le cercle).

754. 1° Déterminer les coefficients numériques a, b, ¢, d, sachant :

2
— que la courbe représentative de la fonction ; y = fx'-"l-' ‘:1’; + :

est asymptote 3 la droite x = 2,
— qu'elle n’admet pas d’asymptote horizontale,

— qu’elle contient le point A ayant pour coordonnées (-4 1, — 2) et qu’en ce pointla tangente
a pour pente ~ 5, :
. qs . x2 4 x
20 On considére la fonction : y=——
Etudier ses variations et construire sa courbe représentative, (H), dans un repére orthonormé Oxy
(unité : 2 em sur chaque axe). Montrer que (H) posséde un centre de symétrie.
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3° Montrer, sans calculer la dérivée de la fonction 2, que, de 'étude précédente, on peut déduire

., . x — 2
les variations de la fonction : 2 = .
%2 -} x

T'racer la courbe représentative de cette fonction,

40 Déterminer les points de (H) dont les coordonnées sont des nombres entiers, positifs, négatifs
ou nuls.

" 2 _
755. 1° Etudier les variations de la fonction : 3 = f(x) = 8x4—x2_8x1+3

Construire le graphe de cette fonction, par rapport 3 un repére rectangulaire. (On prendra pour
unités : 2 cm sur ’axe des abscisses, 1 ¢cm sur ’axe des ordonnées.)

20 On désigne par o une inconnue appartenant 3 Uintervalle fermé [0, 7] (0 << « < ) et par m
un paramétre appartenant 2 ’ensemble des réels. Etudier graphiquement, suivant les valeurs de m,
et en utilisant les résultats de la question précédente, I’existence et le nombre de solutions de 1'équa-

tion :
42— m)cos?a —8cosa -+ m-+4+ 3 =0.
A l'aide des tables de logarithmes, calculer en degrés, minutes et secondes la valeur de « lorsque

19

m == =

3
— Etudier les fonctions suivantes et tracer leur graphe : _

156, y = VT — 2. 157, y = VE— a2 188, y = /' — 1,
759, vy = /% — 4 760.y = x — 1 + Vx 61 y = v/2x — «*
162, y = V2@ — 2% 763, y = x + V/[al. 164, y = = — V/[xl.
765. y = v/~ — 6x + & 766, y = /% — 6% 1 8

67 y=x—1+ V52— o 768, y = x — 1 + V¥ (x — 2).
169, y = x — 1 — /2@ %), T, y = x — 1 — /3G D).

Ty =q /2 772.y=«\/ .
1 —x x — 1

_ x — 1—a
=/ EERVEAES

_ x—1 - x(2—x)
775. y X ’\/x Ti 776. y '\/m

Ty =1 —x41 + x 718, y = V' (x — 6).
119 \/x—z:‘] " 3x— 12:3
Py =N FE By = T=Gr— 4or

781.y=(x+}c)«\/i~ 82 y = (x — 3) V=

X ————
. ___x'\/x2-—3-—2.
83 y=22x 4+ 1) +3VE—r A Y=
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785. 1° Tracer le graphe de la fonction : y = 2 /1 — %
20 Discuter suivant les valeurs du paramétre m le nombre des racines de I’équation :

2'\/1——-x’=-—x+ m.
786. 1° Résoudre et discuter suivant les valeurs du paramitre m I'équation :
VISP —mx =2 —m.
2° Construire les courbes représentatives des fonctions y; = — %% yo=mx + 2—m.
Etudier les points d’intersection des deux courbes et retrouver les résultats de la discussion du 1°.

787, Soit le demi-cercle O, décrit sur le diamétre AB = 2 R. En A, on méne la tangente AT,
et, d’'un point T de cette droite, la tangente TC. De C on abaisse les perpendiculaires CD, CE sur
les droites AT, AB et on joint les points C, B. Cela posé¢ on demande :

19 de calculer la longueur BE = x pour laquelle les triangles CBE, CDT sont équivalents:

20 d’étudier les variations de la surface du rectangle ADCE.,

788. Etudier les variations de la fonction : y = V/#® — 3x 4 2

et construire la courbe représentative (repére orthonormé).

Elle coupe x’Ox en deux points A et B d’abscisses — 2 et + 1. Construire les tangentes en ces
points. Montrer que quand x croit indéfiniment la différence entre les ordonnées d’un point de la
courbe et du point de la premiére bissectrice situés sur une méme paraliéle & 'Oy tend vers zéro.

789. 1° On considére la fonction : ¥ = /1 — x + V/1 + x
Etudier ses variations. Tracer la courbe représentative (points et tangentes remarquables). En

déduire la résolution et la discussion graphique de I'équation : 4/ 1 — x + 4/1 + x = aoh a est
un nombre donné.

2° On pose & = cos t, en supposant ! compris entre 0 et ®. Exprimer y en fonction de 2.
En passant par I'intermédiaire de la variable ¢, étudier les variations de y en fonction de x et
résoudre I'équation érioncée au paragraphe 1°,

(x + 2) (x 1 6)
V& dx + 3

10 Indiquer dans quels intervalles cette fonction est définie et étudier avec précision ce que devient
cette fonction lorsque la variable x tend vers les bornes de ces intervalles.

20 Etudier les variations de la fonction .

39 Montrer que y — x — 6 tend vers zéro lorsque x tend vers 4 © et que ¥ + x -+ 6 tend vers
zéro lorsque x tend vers — 0, En déduire pour la courbe représentative de la fonction l'existence
de deux asymptotes non paralléles aux axes de coordonnées et placer la courbe par rapport 4 ces asymp-
totes.

40 ‘Tracer la courbe représentative et chercher les tangentes aux poihts ou elle coupe les axes
de coordonnées.

5° Une sécante variable de coeflicient directeur m tourne autour du point fixe A (x = — 2; y = 0).
Discuter suivant les valeurs de m le nombre des points d'intersection de la sécante et de la courbe
représentative. On contrélera sur la courbe représentative les résultats de la discussion algébrique.

790. Soit la fonction : y =

791, Etudier la variation de chacune des fonctions :
y1=x+\/x2-—l; y,=x—-'\/x2-—-l

Construire les courbes représentatives. Quand x est positif et augmente indéfiniment, trouver
la limite de y; — 2 x et de y;. Interprétation géométrique.
2° Montrer que ¥, et y, sont les deux racines de 'équation y2 — 2 xy 4 1 = 0 ol y est considérée
comme l'inconnue. On pourrait construire la courbe H représentée par cette équation en écrivant
»y+1
2y

et en faisant varier y de — % 3 +- % . Quel serait le graphique obtenu ?
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792. On considére dans un cercle une corde et un diamétre perpendiculaires I'un sur 1’autre.
Soient O le centre du cercle, C une extrémité de la corde, D une extrémité du diamétre, L. la ligne
formée par le rayon OC et I'arc de cercle CED (moindre qu’une demi-circonférence), x la distance
des deux points C et DD, ¥ le rayon du cercle, a une longueur constante donnée.

Etudier la relation qui doit exister entre les deux longueurs variables x et y pour que I'aire engen-
drée par la révolution de la ligne L autour du diamétre considéré ci-dessus soit constamment égale
A ma?; en déduire les limites entre lesquelles peut alors varier x, et étudier la variation du volume
fonction de x compris 3 'intérieur de cette aire constante.

793, On désigne par M tout point d’un plan dont les coordonnées rapportées & un repire
orthonormé xOy, vérifient I'équation : (y —2x) By —x)+2x—6y+3 =0.

19 On donne 2 x une valeur variable m. Pour quelles valeurs de m existe-t-il des points M ayant
cette abscisse? En déduire I'existence d’une bande du plan, limitée par deux droites paralléles, ne
contenant pas de point M. Placer les points M sur les droites qui limitent cette bande. Mémes ques-
tions si ’on donne 4 y une valeur variable p.

2° Montrer que, sur chaque droite d’équation y — 2 & = A, il existe un seul point M, sauf pour
une de ces droites D, que I'on déterminera.

Trouver une autre droite D’ ayant la méme propriété. Ot se coupent-elles ?

39 Pour x = m, on a formé au 1° I’équation qui donne les ordonnées des deux points M corres-
pondant A cette valeur de x, quand ils existent. Soient M, et M; ces deux points. Trouver le lieu du
milieu P du segment MMy, I.e construire.

Calculer, en fonction de m, la distance M;Mj. Etudier sa variation quand m varie. Calculer la
distance des points P, et Py, pris sur D et D’ et d’abscisse m. Déterminer la limite de la différence
des longueurs P;Py et M;M; quand m croit indéfiniment.

De ces derniers résultats et du lieu de P, déduire une représentation graphique de tous les points M.,

" — Représenter graphiquement les fonctions suivantes :

1 _ 1 - 1
794.y=x’-—-;- 795.y——x’+;- 796, y = »® p
= 1 _2+1 N Chnlt
797 y = + pe 798, y = 3 799, y = G
3x — a8 x3 — 10x? 9x® — 10
800, y = = 801, y — T 802, y = PrE Y

. ] \ x» — 9x )
803. Etudier les varations de la fonction : y == =T et tracer la courbe représentative.

2° En déduire que I'équation : x* — 9 x — mx? + m = 0 a trois racines quel que soit m.

3 (x—-x").

804, 1° Construire la courbe C représentant la fonction : y = T—om
Discuter, lorsque m varie, le nombre des points d’intersection avec la droite y == mx.
20 On pose : tg a = x3 et tgb=y'\/§- Vérifier que tg b = tg 3 a.

Y
805. 1° Construire dans un repére orthonormé la courbe C : y = %ﬂ .

. , 2 - 2
Montrer ’existence d’une asymptote de pente 3 en cherchant la limite de y — 3% lorsque ||

tend vers I'infini.
20 Donner I’équation de la tangente T' 4 la courbe C au point d’abscisse ~— % ainsi que les coor-

données du point ou T recoupe C.
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. . . . . 3
30 Une droite variable D pivote autour du point C d’abscisse — 2 et recoupe C en A et B.

Trouver I'abscisse du milieu M de AB et construire le lieu de M.

XAty

806. On considere la fraction rationnelle : y 5

Calculer p et ¢ de fagon que le reste de la division du numérateur par le dénominateur se réduise
4 4, et construire dans ce cas la courbe représentative. On coupe cette courbe par la droite y = x 4 a.
Discuter 'existence des points d’intersection M', M” suivant les valeurs de a. Lieu du milieu de M’'M".

)\2
x?—1

. L . 1
10 Représenter graphiquement les variations de la fonction pour A = -

2
20 Calculer en fonction de A les coordonnées des points de Ia courbe oi1 Ja tangente est paralitle
a Ox. Discuter leur nombre suivant les valeurs de A

807. On considere la fonction : y = x® -

3° Montrer que si A varie, ces points sont situés sur une demi-droite et une conique fixe que I'on
construira,

x% — 10 &2
1—x
Etudier les variations de ¥ et construire sa courbe représentative C dans un repére orthonormé,
Cette courbe coupe I'axe des x en deux points dont I'un A a une abscisse positive,

20 Une droite L. de pente m pivote autour de A. Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre
des points d’intersection de C et L. Quelles sont les coordonnées des points de contact des tangentes
a C issues de A?

30 Soient M’ et M" les points d’intersection lorsqu’ils existent et autres que A de la droite L
et de la courbe C, Calculer en fonction de m les coordonnées du milieu I de M'M” et construire le
lieu de I. Quels sont les points communs 2 ce lieu et 4 la courbe C?

& 808. 1° On considére la fonction : y =

809. Soit Ia fonction ¥ = 5 cos & — 10 cos® x - 8 cos® x.

10 Montrer que y = -; cos x —12- cos 5x.

e , 13
20 Variation et graphe de cette fonction sur le segment [0, i]

810, 10 Etudier la fonction y = sin x (7 4+ cos 2 x) sur le segment [0; 1—;]

20 Tracer le graphe de cette fonction pour x € [— ;- n].
811, Construire dans un repére orthonormé fe graphe de y = 2 sinfx — 2 sinx — 1,

812, 1° On donne f(x) == 9 cos®x — 6 (p + g) cosx -+ p® + ¢% ol1 p et g sont les coordonnées
d’un point M dans un repére orthonormsé.

1° Discuter I'existence et le nombre des racines de I'équation f () == 0 suivant la position du
point M.,

20 Etudier la variation et le graphe de la fonction y = f(x) sur [0; =) lorsque p = 6 et ¢ = 3.
813. Variation et graphe de la fonction : y = 2sin3 x + 6sinx — 3 cos 2 x.

814. Soit Ia fonction f (¥) = 4/3 cos 3 x + sin3 & + 1; résoudre dans R les équations :

10 f(x) =0 20 tgx=__ii_“x__,
cosx-l——f&-—
1—4/3
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815. On considére la fonction : y = cos® x —3 cos - 2.
10 Etudier ses variations dans P'intervalle [0, ]. Justifier ce choix.
29 Tracer le graphe sur Vintervalle {—r; + 7.

816. On considére la fonction y == 3 cos (2 x -+ 1:;_:)

10 Calculer 3’ et 3". Former une relation indépendante de x liant 3’ et y et une relation indépen-
dante de x liant y et »". :
2° Représenter graphiquement les variations de y pour — 1 < x < 2 7.
817. On counsidére la fonction y = g_cle_x.
sin x

ey o 1
19 Résoudre I'équation y = V?
— cos x (3 sin?x 4 cos®x)
sin?x
30 Etudier la variation et le graphe de y sur l'intervalle [—=; + =]

2° Montrer que y' =




17¢ Legon

FONCTIONS PRIMITIVES

413. Définition. — Lorsque sur un segment [4, b], une fonction F(x)
admet pour dérivée une fonction donnée f(x) on dit que F (x) est une fonc-
tion primitive de f(x) sur ce segment.

Vxela,b], F (x)=f(x) <= F(x)primitive de f(x).
Nous démontrerons plus loin (n° 426) que toute fonction f(x) définie et continue sur
un segment [a, 5] admet au moins une primitive sur ce segment.
On vérifie par dérivation que f(x) = 2x + 4 admet pour primitives : x® 4 4 x,

(* +- 1) (x -+ 3) ou (x 4 2)%. Une fonction donnée peut donc admettre plusieurs primi~
tives, ‘ '

414. Théoréme. — Si la fonction donnée f(x) admet sar [a, b] une pri-
mitiveF (x) elle en admet uneinfinité donnée par la formule : G(x) = F(x) 4 C
o1 C désigne une constante arbitraire.

Cela résulte du n° 334.

Réciproquement, si F(x) et G(x) sont deux primitives de f(«), les deux fonctions G(x)
et F(x) ayant méme dérivée sur [@; b] ont une différence constante C sur [a; b]:

Vxefa, 8] G'(x) = F'(x) = f(x) —> G(x) = F(x) + C

Deux primitives d'une méme fonction ont une différence constante sur [a, b).

I en résulte que pour connaitre les primitives de f(x) sur [a; 8], il suffit d’en connaitre
une seule, F(x). Les primitives de f(x) se nomment aussi intégrales de f(x) et leur ensemble
se note : ' '

f f(x) dx  qui se lit « somme de f(x) dx » ou « intégrale de f(x) dx »,
ot : f () dx = () + C <= f(x) = Fl(x) <—> dF = f(s) dr.

415. Corollaire. — Toute fonction f(x) définie et continue sur [a, b],
admet une primitive unique prenant en un point donné « de [a, b] une
valeur donnée B.
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Soit F(x) une primitive de f(x) sur [a, b]. Pour que la primitive : G(x) =
soit égale 2 f§ pour x = «, il faut et il suffit que :

G(®) =F(«) + C=p==>C=—F() + B et G(x) = F(x) — F(«) + 8.

La primitive de f(x) qui s’annule pour x = « est donc : F(x) — F (),

Fx) 4+ C

416. Primitives classiques. — En désignant par A, B, C des constantes, on vérifie
par dérivation le tableau suivant dans lequel les primitives de ™ et u™ u’ sont valables
pour m rationnel irréductible autre que — 1.

m41
fAdszx-{—C J.x'”dx=-£:{-_-—1-+C

dx 1
fﬁ=—5+c V~ZVx+C
m+1 1 bm+1
fumu’dx=':+1+C f(ax+b)mdx a%

fcosxdx:sinx—}—C
fcos u.wdx = sinu - C

fcos(ax-l—b)a'x: L gin(@x+8) +C

fsinxdx-——- — cos x4+ C
fsinu.u’dx= —cosu -4 C

fsin(a,x+b)dx-_—--}z-cos(ax+b)+c

f (14 tg’x)dx =tgx+ C f e f (1 4 cotg®) dx = —cotgx - C

cos2x

417. Primitives d’'une somme. — Si F(x) et G(x) sont respectivement primitives
de f(x) et g(x), la fonction F(x) 4 G(x) est une primitive de f(x) + g(x) car la dérivée
de F(x) + G(x) est F'(x) + G'(x) == f(x) + g(x). Donc :

[Ue + g dr = [ ) ds + [ as +

Cette propriété s’étend aisément & une somme de plusieurs fonctions.

418. Primitives de « f(x). — Si F(x) est une primitive de f(x) et « un réel constant,
1a fonction « F(x) est une primitive de « f(x) car la dérivée de o F(x) est o f (x). Donc :

faf(x) dx = aff(x) de 4+ C et (n0417):
J.[af(x) + Bg(x)l dx = « ff(x) de + 8 fg(x) dx + C.

419, Exemples.
4
1of(x8+3x*-4x+5)dx=if4-+x3—2x2+5x+c

xn ¥l X" x?
20 f(aox" 4+ ax®t e g, 0x + a,) dx = a, P | + a, Pl + ayy 5 + a, x 4- C-
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)

3 fcos’xdx=f1—ii?—g—xdx=fi;+%cos 2xa’x=="—;+-1- sin 2x + C.

Y

3
40 fsin”xcosxdx=fsin2xd(sinx)=fu’du==%—+C=:1§ain’x+C.

50 Jsin.zxdx==f—1—:—€2§—2£dx=f%§—-%cos2xdx=g—%sin 2x-}C.

6° ftg’xdx:f(l-}-tg’x)dx—dx=tgx—x+C.

Ix
7° Primitives de f(x) = ————=====. — Rendons rationnel le dénominateut.
x + ’\/ x? — 1

Onobtient : f(x) == 3x? — 3% /%% — 1, Une primitive de 3x% est x®. Pour détemuner une
SR ’
primitive de 3x \/x'——1, posons # = x* — 1, ¢’ = 2x et 3x \/x’-——1 —-usu' (u’)

3 s
Ce qui donne : F(x)—- —u§+C—-x’ (x* — 1) - C.

80 Primitivesdef(x)= '_—'ﬁi En posant ¥ + 1 == X, on obtient : g(X) = 5_—;_52_)_{ ;8 ;,

, 4X — 5 — 1
comme X' = 1 on voit que f(x) = ( X + X) = -——2—}-{7-) = [ﬂf—-if-l_)’] .
Donc f(x) admet pour primitives : F(x) = 2 (x + 1).‘. 4 C.

420. Remarque. — Si on peut écrire f(x) sous la forme uo', on voit immédiatement
en posant % = 4y ==—==>3' = u'v | uv', que uY' = ' — oy’ = (W) — ovu'.

On raméne ainsi la recherche d'une primitive de v’ 2 celle de vu' qui peut étre plus
simple, Ainsi : y’ = (ax + b) f'(%) ===>y = (ax + b) f(¥) —a F(x) + C.

— 2x 1 v 2 __! .
EXemMPLE: f(x) = ( T 1), — En posant u =(_|_-—-—-——1)—,.u i i 1 etu—2(2x k)
' —3 1
76 = o' = (o) "’““[2(:+1>*] T
2x—3
™ R APy Rl = R

On retrouve la primitive du 8° exemple ci-dessus.
p P

INTERPRETATION DES PRIMITIVES

421. Théoréme. — Si la fonction f(x) est définie, continue et positive
sur le segment [a, b], Paire S de la portion de plan rapportée au repére
orthonormé xOy et limitée par la courbe y = f(x), Paxe Ox et les paralléles
a Oy d’abscisses a et x, est une fonction de x, primitive de f(x) sur [a, b].
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Considérons (fig. 115 et 116) sur la courbe y = f(x), 'arc AB correspondant 2
a < x < b, et le point donné M de coordonnées x et y == f(x) de cet arc. Désignons par
A, B', M’ les projections orthogonales de A, B et M sur Ox. L’aire Sy nym du trapéze
mixtiligne AA'M'M est une fonction S(x) de I'abscisse ¥ du point M, dont nous nous
proposons de calculer la dérivée.

g 7\ | "

P
N
\B

/ (20)

_ "
O a X X
Fig. 115, Fig. 11e.

i
!
H
!
b %

A cet effet considérons une valeur x, suffisamment voisine de x pour que la fonction
f(x) soit monotone sur [x, x,] ou [x,, x]. Lorsque x prend I'accroissement Ax == x, — x,
I’aire S(x) prend 'accroissement AS = S, -—S. Or | §; — S | est l'aire du trapéze mixti-
ligne MM'N'N (fig.115¢t 116) visiblement comprise entre les aires des rectangles MM'N'P
et QM'N'N.

10 Pour Ax == %, -— x > 0, on obtient suivant que f(x) est croissante ou décroissante :

a) f%) <f(xy) = (01— *) f(*) <8 — S < (2, — %) f(=y).

et puisque x; —x > 0: f(x) < 2: :i < f(xg). (1)
b) f(x) > flx1) == (1 — %) f(%) <8y — 8 < (%, — *) f(x)
et de méme f(xy) < i::i < f(=). 2)

2° Pour A x = x; — x <C 0 on voit de méme que S — S, est compris entre (x — x,) f(x)
et (x — %) f(x;) ce qui conduit encore A 'une des conclusions (1) ou (2). Comme f(x)
est par hypotheése continue sur [a, b], f(x,) > f(¥) lorsque x; — x, ce qui permet de conclure
que dans tous les cas :

Ra® U J)] = lim 35 =) <= ') =/(0)

La fonction S(x) admettant f(x) pour dérivée sur [a, b} est donc une primitive de f(x).
Puisque S(a) == 0, ’est la primitive de f(x) qui s’annule pour x == a. Notons que la démons-
tration ci-dessus est valable méme si f(a) ou f(b) est nul. Si la fonction f(x) présente un
maximum ou un minimum pour x = ¢, le théoréme valable sur [a, c] et sur [, b] est donc
valable sur [a, 5].
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REMARQUE. — Sile repére xOy n’est pas orthonormé, mais simplement rectangulaire le théoréme
reste valable A condition de prendre pour unité d’aire, I'aire du rectangle admettant pour cotés consé-

> ->
cutifs les unités de longueur utilisées sur ’axe Ox et sur I'axe Oy. Ainsi pour | ¢ [=2em,|f]= 3cm,
Punité d’aire séra : s =3 X 2.cem? = 6 cm?®,

422. Corollaires. — 1° Si F(x) désigne une primitive quelconque de f(x)
sur {a, b] on obtient :

S(x) = F(x) — F(a).

Cela résulte du n® 415 car S(x) = F(x) 4+ C avec F(a) + C =0 d’od C=—F(a).

On écrit en abrégé : S(x) == [F(x)]; et Vaire S(x) = Spanwm est dite associée sur [a, x]
& la fonction positive f(x).

20 L’aire associée sur [a, b] a la fonction continue et positive f(x)
est donc pour a < b:

Saamn = [ = F(3) — F(a).

Cette formule n’est établie que pour a << b et f(x) > 0 sur ]a, b[. Elle est cependant
valable si f(a) = 0 ou f(b) = 0.

423. Aire algébrique associée sur [4, ] & la fonction continue y = f{x).
Afin d’étendre la formule précédente 2 tous les cas possibles, nous ferons les conventions
suivantes @

sb<0 Sb >0

St >0 sb<0

Fig. 117. Fig. 118. Fig. 119. Fig. 120,

10 Si f(x) conserve un signe donné sur [a, b] (fig. 117 2 120), nous affecterons l'aire
arithmétique S,,p/p du trapéze mixtiligne AA’B‘B du signe + ou du signe — suivant que
le sens du contour AA’B'BA est le sens direct ou le sens rétrograde dans le plan orienté
par le repére ¥Oy. L’aire algébrique associée sur [a, 4] 2 la fonction f(x) sera désignée
par St méme si f(a) et f(b) sont nuls.

Fig. 121, Fig. 122,

2¢ §i la fonction f(x) s’annule pour ¢ et d sur [4, ] tels que @ <<¢ < d < b nous
prendrons par définition : S) = S% 4 S¢ 4 S} (fig. 121 et 122).
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Ces conventions étant posées, montrons que :

424. Théoréme. — L’aire algébrique S. associée sur [a, b] a la fonc-
tion continue y = f(x) est dans tous les cas égale a F(b)— F(a) ot F(x)
désigne une primitive quelconque de f(x).

1o f(x} > Osur]a, b[. Sia << ble contour AA'B'B est de sens direct (fig.117)etl’'on a :
JA St = F(b) — F(a) (n° 422, 29),

D Si b < a le contour AA'B'B est de sens rétrograde
(fig. 118) et 'aire algébrique :
St == — 8% = — [F(a) — F(b)] = F(b) — F(a).

o) : > 2% f(x} < O sur ]a, b[. Posons

W f(®)=—g(x) et F(x)=—G(x)
La fonction g(x) étant positive, l'aire algébrique associée
sur [a, b] & g(x) est £ = G(b) — G(a). Or les contours
AA’B’BA et CA’B'DC (fig. 123) étant de sens contraires on
en déduit que :

Fig. 123.
S2 = — 5 = — [G() — G(a)] = — G(®) + G(a) = F(5) — F(a).

30 Si Ia fonction f(x) s’annule pour ¢ et d sur ]a, 5[, on obtient (fig. 121 et 122):
S8 — ¢ + 8¢ + 8% = [F(c) — F(a)] + [F() — F(I] + [F() — F(d)]
soit aprés réduction : 8% = F (b} — F(a).
Donc dans tous les cas :
f(x) = F'(x) continue sur [, b] == St = F(b) — F(a) = [F(x))®

b
425, Notation j f(x)dx. —Par définition, I'aire algébrique 83, associée sur [a; b]
a
a la fonction f(x), se nomme intégrale définie de f(x) sur [a; b] et se symbolise par :
b
5¢ = faf(x) dx lire: «sommede aabde f(x)dx».

L’expression f(x) dx est I'élément différentiel, tandis que a et b sont les bornes (inférieure
et supérienre) de cette intégrale, D’aprés ce qui précéde :

b
St = [ f() dv==¥ ) — F (@
Ce nombre S? est indépendant de la variable d’intégration. On peut écrire :
b )
%:[ﬂﬂﬁ:[ﬂ@m

T
En particulier I'aire algébrique : 52 = F(x)—F(a)= [ Sf(x) dx s’écrit de préférence :
voa

&
Sz = f Sf(t) dt lorsqu’on veut éviter de confondre la variable d’intégration ¢ avec la
a

borne supéricure x.

426. Corollaire. — L’intégrale St = f * £(¢) dt = F(x) — F(a) est une primitive
de f(x) sur [a, b] nulle pour x = a.
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=8¢ est une fonction de x, définie sur [, b] nulle pour x = a ct admettant pour déri-
vée: v = F'(x) == f(x). Ainsi se trouve établie la proposition admise au n° 386 :

Toute fonction f (x) définie et continue sur [a, b] admet au moins une primitive sur cet
intervalle.

10 ff(x) dx symbolise I’ensemble des primitives de f(x).
20 fm f(£) dt; a constant, x variable symbolise la primitive de f(x), nulle pour x = a.

b .
30 f f(%) dx, ot @ et b sont deux constantes réelles est un nombre réel qui mesure
a

I'aive algébrique SP associée sur [a; 4] A la courbe y = f(x).

APPLICATIONS DES PRIMITIVES

427, Surface plane limitée par la courbe y=f(x). — La formule
S0 = fb Ax)dx = [Fx)t] = F (b)—F (a)
du n° 425 donne immédiaterr:ent pour a < b et f(x) > O I'aire du trapéze mixtiligne
AA'B’B. Si f(x) est négatif sur [, b], on change le signe de f(x).
ExemrLE 1. — Aire limitée par un arc de la parabole : y = % (fig. 124).
Une primitive de -23-0—:-) est 2_-1p Z’;: g%- D’ol : Sgura -—J: ;f: dx = [g%]z = %-

2
Or:O0A =a,A'A = -2-‘51—) donc : Soaa =-;- OA’.A'A :% OA'.OK.

4 / M\
B - K —fA
B7 - Yy - A’
a0 a.r

VFig. 124.
On peut en déduire I'aire du segment de parabole OAB, car :
Soan = 2804k = 2 [OA’.OK % OA’.OK] = goz\'.ox = %AB.OK.
1 aire du segment de parabole OAB est les 2/3 de celle du rectangle ABB'A'.

ExemPLE 11, — Aires des segments limités par Ox et la courbe y = x° + x* — 2 x.

La courbe y = &% + x? —~2x = x (x — 1) (x + 2) coupe Ox en 3 points A (— 2), O(0)
4 3
et B(- 1) (fig. 125). La fonction ¥ admettant pour primitive : xz -+ %— — «% on obtient :
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x4

0 x° 0 16 8 8

Som= | . ydx=["s“+§ “”2]_2:0“(?“5‘4)=§

1 BT 1,1 5

R LS S e

428. Surface comprise entre les courbes y = f;(¥) et y = f, (%)

Supposons d’abord que, sur [a, 5], les deux fonctions continues f,(x) et f,(x) vérifient
0 < fi(x) < fo(x). L'aire S du trapéze mixtiligne A,B,B,A, (fig. 126) est la différence

S = f b Jelx)dx — f b fi(x)dx = f b [fol®) — f(#)] dx (1)

io L’aire S de la portion de plan AB;A;B;, n’est autre que laire S?
associée sur [a, b] a la fonction y = fy(x) — f,(x) positive sur [a, b].

Si on suppose A, et A, confondus (fig. 127), ainsi que B, et B, on voit que la formule (1)
permet de déterminer ’aire d’une portion de plan limitée par une courbe non croisée.

20 L’aire S(x) de la portion de plan A;M;M,A; admet pour dérivée la
longueur de la corde M\|M,; d’abscisse x. |

S(x) = [Fy(x) — Fy(x)] — [Fa(a) — Fy(a)] admet sur [a, b] pour dérivée (fig. 126) :
S'(x) = Fo(x) — Fy(x) = fo(¥) — fi(x) = M'M, — M'M,; = M,M, = M;M,.

3° Toute affinité orthogonale de rapport k transforme une portion de
plan d’aire S en une portion de plan d’aire kS.

Dans I'affinité orthogonale d'axe Ox et de rapport &, les courbes p, = fy(¥) et y, == f,(#)
deviennent Y, = kf,(x) et Y, = kfy(x) et I'aire I} correspondante s’écrit :

52 = [hFy(x) — k Pyl = & [Fa(x) — By —> | 32 —#S2

— Ces résultats restent valables lorsque les fonctions f; (x) et f,(x) ne sont pas cons-
tamment positives sur [a, b]. Il suffit d’appliquer A la portion de plan A;M;B,B,M,A, la

translation de vecteur V (0, &) en prenant h suffisamment grand. Les fonctions f;(x) et f,(»)
sont remplacées par les fonctions positives f, (x) + /& et fy(x) -+ k, ce qui ne change pas
leur différence f,(x) — fy(x), ni la longueur de la corde M,;M,,
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429. Exemples.
10 Aire de la portion de plan comprise entre les deux paraboles :

n=uxst—1 et y.=-—-;-(x’———4x——-5).

Ces deux paraboles (fig. 127) se coupent en A (—1;0) et B (2;3) et dans Vintervalle [— 1;2]
on & : ¥y >y D’aprés ce qui précéde 'aire S cherchée est :

2 2 4
s= [ Gui-wds= —F6—s—2ds

La fonction 4 intégrer admet : F(x) = -;x” + %x* + _S?x_ pour primitive,
Dot :

45 2% 8 P 4 2 8
s=[-E+% +3] =-je+v+ie—n+ze+rn=-s

2° Aire d’un segment de parabole. — Considérons (fig. 128) la parabole : y, == ax? + bx, tangente
en O & la droite y = bx et la corde AB, paralltle A cette tangente d’équation yg = bx - k. Les abscisses
de A et B sont racines de ax? = k. Ce sont donc deux nombres opposés — « et - « tels que aa? = &,
ce qui montre que Oy passe par le milieu I de AB.

L’aire du segment limité par I’ arc AOB de la parabole et par sa corde AB est donc :
+o o o
SAOB=f (ya—~y1)dx=f (bx - k — ax® — bx) dx ==f (k — ax?) dx
-0 -0 -0

ta 3
D’otur ¢ SAOB == [kx — E] = 2ko — ?-tﬁl_.
3« 3
. 2, 4 2 i
Or : au? = k. Donc SioB = 2koc—-§ka=-3-a.k=-5AB.Ol.

Ce qui représente les 2/3 de 'aire du parallélogramme ACDB circonscrit au segment de patabole.
En posant AB = B et OH = h l'aire de ce parallélogramme est aussi B.h.

2
Sa0s = 3 Bk |

L’aire d’un segment de parabole est les 2/3 du produit de la longueur de sa corde par celle
de sa fléche.

430. Extensions de la formule S = [F(x)]}. — La formule donnant l'aire S}
attachée, dans lintervalle {2, 5], 2 la fonction f(x) a été établie au supposant a et b finis
ainsi que f(a) et f(b). Montrons comment on peut, dans certains cas utiliser la formule
pour b ou f(b) infini, ce qui permet de mesurer 'aire d’une portion de plan dont tous les
points de sont pas A distance finie.

10 L’aire S§ attachée 2 la .fonction y = &+ 1¢ |2 )2 qui admet pour primitive F(’f) = - = _|2_ 1)
— 27 2
td 1 1S = | ——] = 2 e — ‘ai 1
est donnée par la formule : S§ [x 1]0 2 " i et mesure l'aire de la portion de plan

AOM'M (fig. 129). Or lorsque I'abscisse x de M croft indéfiniment, il n’en est pas de méme, comme
on pourrait le penser, de l'aire S, qui admet la limite + 2. Par définition nous écrirons :
8¢ = [F(¥)ly = F(0o)—F(0) = 2.

59 = [ f00) dn = [P = F() ~ Fla)
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Lie symbole 83 = [F (x)]3 a donc un sens si F (x) tend vers une limite finie lorsque »
tend vers Pinfini.

m/!

1 M “0] 1 MW 2 =x
Fig. 129, Fig. 130,

x
20 L’aire S§ attachée & la fonction y = :/—4===—.-—; qui admet pour primitive
— X

F) = — Vi,
estégale 2 :S§ = [— '\/4 AR = 2 V4 — x%

Or lorsque x tend vers + 2, y tend vers - ©, mais S§ tend vers la limite -+ 2 (fig. 130). Nous
écrirons :

s (P xdy g
So ovm [ '\/4 x]o +2.

Le symbole St = [F(x)]2a donc un sens, méme si f(b) est infini, lorsque F(x) admet
une limite finie pour x == b.

EXERCICES

— Trouver les primitives des fonctions suivantes :

818, 342 — 4x 4 7; 25 — 6x% + 1; Sxt — 3x? + 4,
4 2 1 3
819. 6x’——-;—z, 2x3+4—|-E, 1—“-;-2-}-;
4
820. 4(x -+ 1)4; 8(2x - 5)3; (—37:—2—)—"
821, o3 (x? + 1)2; (2x + 3) (x? + 3x)4; (3x® + 1) (5® + x)52
822, 2x 41 . 2x— 3 ) 2ax + b .
(x? 4 x — 3)2’ (x? — 3x - 73 (ax? + bx -+ )
823. \/4x 4 5 (Bx — 7)%%, ——-'—1———-—-—--
’ ’ Vix ¥ 3
2x — § 453 2x + §

824. '\/x’—5x+4; ’\/x‘+7; Vx=+ 5% —9
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825. Trouver suivant les valeurs de x les primitives de :

VBx —1); AV (4x + 5)°; Vot —4x% et 4510 — o8,

— Trouver la primitive de :

826, 6% — 443 + 250 — 7 égaleé%poutx=%~
827, (x + 2)* égale & 4 pour x = — 1,
828. 3x2(x® 4 5) égale 4 2 pour ¥ = — 3,
M4 | 62 —4x+ 9 3
829, =17 égale 4 0 pour x = 1.
1
830, 7; égale & 5 pour x = 3,
831, 4/x° égale A 1 pour x == 1,

832, 10 Equation d'une parabole P passant par l'origine des coordonnées, dont 1’axe est paralltle
4 Oy et dont le foyer F est sur Ox; on pose OF = a.
20 Aire comprise entre la parabole et I'axe Ox.

4 833, 1° Décomposer en un produit de facteurs du premier degré le polyndme :
P(x) = x* —8x% + 4.

20 Trouver laire limitée par la courbe y = P(x) et I'axe des x dans la région x > 0.

3 2x—3
834, 1° Courbe C représentative de la fonction : y = f——(x—_?-ﬁ,—-

20 Aire comprise entre la courbe C et les axes Ox et Oy.
835. 1° Construire la courbe représentative de la fonction : y = (x3 — 3 x 4 1)3,
20 La droite ¥ = 1 coupe cette courbe en 4 points qui déterminent 3 arcs consécutifs, Calculer
|'aire comprise entre chacun de ces arcs et sa corde,
836. 1° Construire la courbe représentative de la fonction : y = & + -3;

20 Calculer l'aire comprise entre cette courbe, son asymptote oblique et les droites :
=2; x=2A>2
3° Limite de cette aire quand A tend vers l'infini.
837. 10 Construire les paraboles P et P’ d’équations : 2 = 2 py et % = 2p'x (p > O et p' > 0).
Coordonnées de leur point d’intersection autre que T'origine.
20 Calculer I'aire comprise entre ces deux paraboles.

838. 1° Tracer les courbes représentatives des fonctions :
y=a—12x+16 et y=4x3—8x«.
Ces deux courbes se coupent en trois points M, N, P, le premier sur Ox.
20 Calculer l'aire comprise entre les deux arcs MN et I’aire comprise entre les deux arcs MP,

— Calculer les aires limitées par deux arcs ayant mémes extrémités et appartenant A l'une et &
l'autre des courbes d’équations suivantes :

839, y =t —10x2+ 9 et y=a3—3x8—x43:
840, y = x* — 543 4 4 et y==x‘+2x’—-—x—-.2.
841, y = |x*— 522 + 4| et y=|x+2s2-—x—2|
842, y =af —4xt f 4xt—let y=—uab +4at— 421,
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843, 1° Etudier les variations de la fonction y = x® — x — 6. Construire la courbe représenta-~
tive.
20 Calculer I'aire comprise entre la courbe, I'axe des x et I'ordonnée du point correspondant au
maximum de y. '

844. 1° Construire la courbe représentative de la fonction : y = (x — 3) V=,
29 Aire comprise entre r'axe Ox et la partie de la courbe située au-dessous de cet axe.

845. 10 Les coordonnées d’un'point M étant (x, y), dans quelle région doit-on choisir ce point M
pour avoir en méme temps :
N—2x—y—-5<0
x—4x449y—24<0,
20 Evaluer 'aire de cette région.

846. 1° Déterminer a de fagon que la courbe d’équation :
. y=2a"—ax®+1
soit tangente & la droite d’équation y = 5 et construire la courbe correspondante.

29 La droite d'équation y = S touche la courbe précédente en un point A et la rencontre 4 nou-
veau en un point B dont on calculera I'abscisse. Calculer I'aire comprise entre le segment AB et la
courbe.

847. On considire les courbes représentées par P'équation :
y=a—1—m(x—1)
ou m désigne un paramétre variable, .
19 Déterminer m de fagon que la courbe soit tangente & 'axe des x.

20 Construire la courbe en donnant A m les diverses valeurs ainsi obtenues.
Pour chacune des courbes construites calculer 'aire limitée par la courbe et I'axe des x.

848. 10 Variations de la fonction : x = x% (3 — 2 x).
29 Variatlons et courbe (C) représentative de la fonction : y == ¥ V/3 — 2x,
30 Déterminer les coefficients a, b, ¢ pour que expression : (ax® + bx + ¢) /3 — 2x
soit une primitive de la fonction y.
En déduire P'aire de la portion de plan comprise entre la partie positive de 'axe O et la partie
figurative de (C) dont les points ont des abscisses positives.

849, Les équations de deux paraboles rapportées & un repire orthonormé x'Ox, 3'Oy sont :
3 = ax; x* = by ot a est 'abscisse, b ordonnée d’un point C du plan. On demande :
10 de calculer en fonction de a et b les coordonnées du point d’intersection D des deux paraboles
autre que O, le coefficient directeur de la droite CD et de démontrer que I'angle (TD\O est droit;
20 d’évaluer en fonction de a et b I'aire de la portion du plan située 4 I'intérieur des deux paraboles.
Lieu décrit par les points C et D quand a et b varient de telle sorte que cette aire reste constante.

850, 1° Trouver le quotient et le reste de la division du polynéme x* — gx® —a%x -+ § a?
par x3— 2 ax + a*.
29 Construire la courbe (C) représentant la variation de la fonction y =
a étant une longueur donnée. Indiquer ses asymptotes.

3
3° Montrer qu'il existe une fonction de la forme : 5 = E—x‘——-—tt%—l—_ﬁ telle que la dérivée de

*® — gx® — a’x + Sat
x? — 2ax 4 a*

2 par rapport A x soit précisément la fonction y,

40 Chercher l'aite du traptze curviligne compris entre la courbe (C), son asymptote oblique
et deux paralltles 2 Oy d’abscisses 3aetA> 3 a.

Cette aire a-t-elle une limite quand A augmente indéfiniment?

851. On considére un repire orthonormé xOyp et la courbe (C) représentant la fonction

*! (@ donné
y-—;(a onné).
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10 Comment peut-on définir géométriquement cette courbe C?

20 Calculer I'aire comprise entre la courbe C, I'axe Ox et une droite x = x,.

30 Calculer I'aire S (%, x,) comprise entte la courbe (C) et une droite qui coupe (C) aux points M,
et M, d’abscisses x, et ¥;. Que peut-on dire de cette aire lorsque M, et M; se déplacent de fagon que
Xy — X, reste constant?

4° On prend M, et M, de fagon que les tangentes en ces points soient rectangulaires. Exprimer

S (% %,) en fonction de I'une des variables x, ou x,. Etudier les varlations de \3/ § Geor %1)-
' Quel est le minimum de S (%, &y).

852, 1° Montrer que, par une translation convenable des axes, on peut réduire ’équation de
la courbe y = ax? 4 bx - ¢ A la forme Y = AX®. Relation entre q et A.
Déduire de la forme réduite les coordonnées du foyer et ’équation de la directrice de la parabole
donnée par rapport aux axes primitifs.

2° On considdre, sur la parabole donnée, trois points Py, Py, Py dont les ordonnées sont o, ¥1, ¥o;
la projection de Py sur Ox est le point milieu de P;P,. Démontrer que ;
a) la tangente 3 1a parabole en Py est paralldle A la droite PyP,;
b) les tangentes en Py et Py se coupent en Q, dont 'abscisse est 1a méme que celle de Py; le symé-
trique de Q par rapport & Py est sur P;Py;
¢) Paire S limitée par O, les droites Dy, Dy, paralltles & Oy menées par Py, P,, et 'arc de parabole
Xo — X1

PP, a pour expression: S = < 01 + Yo + 430).

30 Si I'on appelle T, et T, les points ol la tangente en P, coupe les droites D, et Dy comparet,
en utilisant les résultats précédents, les aires du parallélogramme TyP,P,T}; et du segment de parabole
limité par Parc PyP; et la corde P,P,.

4° En déduire le rapport des aires du segment de patabole et du triangle QP,P,.

— Trouver les primitives de :

8563, sin 2 x; cos 4 x; sin 2 & cos 2 x.
Lo X X , cos x
854, sin® 3 08 55 sin® x cos x; —_—
sin x

— Trouver la primitive de :

855. cos 3xcos4 x, égale 3 /3 pour x = ’—;

ki

856, cos x cos 2 cos 3 x, égale & 2 pour ¥ = -

857. cosx cos 2 x cos 3 x cos 4 x, égale 4 2 pour x =

~13

858, sin 2« sin 3x, égale & 3 pout x = 1-2!

- L T . .
— Calculer les primitives égalesd @ pour x = i des fonctions suivantes

859, sinxcos2x;, sin2xsin3xsinSx; sinxsin2x cos4 x.

860. sin® x; costx; - sin® x; cost x,
. . x
861, sin® x cos «; sin® 2 x; cost 3
cos? x cotg® ¥

-e

$ xe 2 e
862, tg? x; cotg? x; o o’ *
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863. tgx + tg® x; tg?x + tgh g cotg x - ;:;)tga x.
864. sin® x cos? x; sin? x cos? x; cos? x — sint .
865. cos®x - sint x; cos® x + sin® & -- 3 sin2 & cos? x.

866. 1° Construire le graphe des fonctions : y = 4 cos x et ¥ = | sin 2 x| pour x & [-— g; 1-25]
et dans un méme repére orthonormé.
29 Calculer P'aire comprise entre ces deux courbes.

867. 1° Construire, dans le méme repére orthonormé, le graphe des fonctions : y=4sinxet
¥ =|sin2 x| pour xe[0;n].
20 Calculer 'aire comprise entre ces deux courbes.

868, 1° Tracer dans le méme repire orthonormé le graphe de :
y=d—Smaltamt ot ye=ocosl.

20 Calculer les aires limitées par deux arcs appartenant & 'une ou Pautre de ces deux courbes.

869, 1° Tracer dans le méme répire orthonormé le graphe de :
. y=|a?—mix| et ye=|sinx|
20 Calculer les aires limitées par deux arcs appartenant & 'une ou I'autre de ces deux courbes.




18° Legon

CALCUL DE VOLUMES

431. Volume a bases paralléles.

Considérons le solide limité par une surface latérale donnée X et deux sections
planes horizontales de cette surface (fig. 131) : une fixe de cote a, l'autre variable de cote
2> a. Le volume V de ce solide est une fonction de = et il en est de méme de I'aire S (2)
de sa base supérieure. Calculons la dérivée de ce volume V ().

Lorsque 2 prend la valeur 2, =2 4+ A 2, le volume V s’accroit d’un volume AV de
hauteur |A z|. Lorsque I'accroissement Az est suffisamment petit en valeur absolue nous
admettrons que la surface latérale A X de AV se projette orthogonalement sur le plan hori-

Zh o

M

PERR R LY L LT S
PR S o,
- -,

)

Fig. 131, Fig. 132.

zontal de cote 2 suivant une portion de plan annulaire de contours C,, et Cy. Les cylindres
droits de bases C,, et Cy et de hauteur [A 2|, sont 'un inscrit et Pautre, circonscrit 3 AV,
En désignant par S,, et Sy les aires de leurs bases respectives on obtient ;

Sme |A2] < |AV] < Sy |4 3],

et puisque A 2 et AV sont de méme signe: S,, < AK‘z-£<SM.
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D’autre part, puisque le contour de la base supérieure S(2) appartient A AX on a:

—5(2)

< S(2) < Sy ce qui entralne : 0 < <S8y — S,

Or Sy — S,, est Paire de la projection de la surface latérale A Z. Lorsque A 2 tend
vers zéro, il en est de méme dé cette surface et par suite de Sy —S,,. Par conséquent
AV AV . o dV
i S (2) tend vers zéro avec A z et s admet pour limite S (2), d’ou: Tz = S(2).

Le volume V(2) compris entre la surface T et les plans horizontaux de
cotes a et 2 admet pour dérivée 'aire S(z) de sa section plane de cote z.

Si F(2) désigne une primitive de la fonction S(2) on obtient comme au n° 425 :
%
V@) =[ () ds=F(x) —~Fla)  —> Vi=F(®) —F@) | 4

432. Cas d’un volume de révolution. — Si = est une surface de révolution la
section plane de cote 2 est un cercle de rayon r = f(2) et S(2) = = f*(3).

En désignant par F(z) une primitive de = f%(z) on obtient (fig. 132) :
2
V(s) = f r fY2)ds = F(z) — F(@) et V® = F(b) — F(a)
a
La méthode s’applique au cas d’un volume de révolution autour de Ox ou Oy.

ExempLE I, — Calculer le volume engendré par la révolution autour de Ox de la surface
définie dans le repére xOy par : 0 < x < n et 0 <y < sin x (fig. 133).

av . L .
Ona: = mny? = nsin®x et: Vi= f nsinxdx soit:
0

Vg=nf:-l;£§ig—xdx=n[g—%sin2x]:=n[g =%n’.

¥
| e -

1 M .
y=sunx h
1
A 1
//‘. ]
1444 S !
0] PZ A x E
':
N > _r

Fig. 133, Fig, 134.

ExempLE I1. — Calculer le volume engendré par la révolution autour de Paxe Oy de la
2
surface définte dans le repére orthonormé xOy par : x > 0 et % <y <h (fig. 134).

dv
dy ~

”
En posant : h = -—, on obtient : V2 =%ﬂ:tz h.

2 2
= mat=any et: Vi= nf aydy soit: V} = an[y] _’i‘l’_‘_.

Ona: -
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Ce volume est égal A la moitié¢ du cylindre de révolution de rayon de base 7 et de

hauteur 4. .

433. Volume de la pyramide. — Soit OABCD une pyramide de sommet O, dont
la base ABCD, d’aire B est située dans le plan horizontal de cote (fig. 135). La section
de la pyramide par le plan horizontal de cote 2, se déduit de la base dans ’homothétie de

centre O et de rapport %- Cest donc un polygone semblable 2 la base et le rapport entre

I'aire S (%) de cette section et I'aire B de la base est égale au carré du rapport de similitude.
Donc :

S(z) 2\2  2? B
T -k = s
. - B s B )
Cette fonction S(2) admettant pour primitive : F(z) = B3 =300 obtient le

volume V de la pyramide OABCD (n° 431, formule 4) :

BSP_ BR® _  Bh 1

Le volume d’une pyramide est égal au tiers du produit de Paire de sa
base par sa hauteur.

Ce théoréme, valable quel que soit le nombre des cétés de la base, s'applique en parti-
culier & la pyramide triangulaire c’est-3-dire 3 un tétratdre. On en déduit que :
10 Deux pyramides qui ont des bases équivalentes et méme hauteur sont équivalentes,

20 Si on déplace le sommet d'une pyramide dans un plan paralléle au plan de base son
volume reste constant.

C
Fig. 135, B Fig. 136.

434, Volume du tronc de pyramide a bases paralléles, — Le volume du tronc
de pyramide ABCDA'B'C'D’ 2 bases paralléles (fig. 136) de bases B et B’ et de hauteur b
est la différence des volumes des deux pyramides SABCD et SA’B'C'D’ de hauteurs res-

pectives x et y.

1 1.,



266 ALGEBRE ET ANALYSE
Démontrons que :

Le volume d’un tronc de pyramide a bases paralléles est égal au tiers
du produit de la hauteur du tronc par la somme des aires des deux bases
et de leur moyenne géométrique.

Le probléme consiste 2 exprimer & et ¥ ddns la formule (1) en fonction des données
2

B, B eth Oronsaitque:x —y=h et 1—;—,=;% soit :

x _ Y ___ x— _ h

VBT VB~ VBE—+B ~ /B—F
r _ _hk+/B h/B
D'otr : x—m et y_\/B \/B'

En portant ces valeurs dans la relation (1) on obtient :

yo_BivB __ BhvE _ h(y/BP— (VBY)
3(WB—+PB) 3WB—+vB) 3 +B—+F
et en utilisant Pidentité : e R R
V=41vBr + VEVE + (VB <> | V=5[B+ VEF +B]

Fig. 137. Fig. 138.

435. Volume du céne a base circulaire. — Soit I' un cdne de sommet O dont
la base est un cercle de rayon R situé dans le plan horizontal de cote % (fig. 137). L’aire de
la base est B = = R2. Le méme calcul qu’au n° 433, montre que P'aire de la section plane
de cote & s’écrit : xR2

S(2) = hz 2 = 5 2,

Cette fonction S(2) admettant pour primitive F(z) =
du cbne T’ (n° 431, formule 4) :

v - [an h nRWS
i T P

2
5-313;;5{8’ on obtient le volume V

V =3z=xR2A

b.)lt—l
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On arrive au méme résultat que pour la pyramide :

Le volume d’un céne a base circulaire est égal au tiers du produit de
Paire de sa base par sa hauteur.

Ce résultat s’applique en particulier au cone de révolution.

436. Volume du tronc de cdne a bases paralléles circulaires, — Considérons
(fig. 138) le tronc de céne 2 bases paralléles circulaires X obtenu en coupant un cdne de
sommet S par un plan paralléle au plan de base. Désignons par R et R’ les rayons des cercles
de base (C) et (C'), par k la hauteur du tronc de cdne, Le volume V de ce tronc est la diffé-
rence des volumes des deux cdnes de sommet S, de bases respectives (C) et (C’) et de hau-
teurs respectives SH = x et SH’ = y. Donc :

= :—1;- nR% — % nR'Yy = % n [R% — R%y). Q)]

Or puisque les cercles (C) et (C') se correspondent dans I’homothétie (S, %) on peut
écrire :
xX_y _ x-—y h __Rh ¢ . R'h.
RTRTR=R"R=R ™ *TR=R % YTR=W
En portant ses valeurs dans la relation (1) on obtient :
R8% R'% R —R" 1
— . = = F I} ’

V=%n

Le volume d’un tronc de céne a bases paralléles circulaires est égal d la somme des volumes
de trois cones ayant pour hauteur commune celle du tronc et pour rayons de bases respeclifs
celui de la grande base, celui de la petite base et leur moyenne géométrigue.

En effet on peut écrire: V = % nR% - :-1; rR'2h + -:l; nedh avec p =+4/RR’.

Cette formule s’applique au tronc de cone de révolution,

437, Volume du segment sphérique. — Soit £ une sphtre de centre O et de
rayon R (fig. 139). La section par un plan horizontal de cote ¥ est un cercle de rayon
r = A/RE 3 et d'aire S(2) = n 7% = n (R? — 2?).

3
Cette fonction S(z) admettant pour primitive F (3) == (Rzz—-— %)a on en déduit

(n° 431) que le volume Vg du segment sphérique compris entre les plans horizontaux de
cotes 2, et 2, (fig. 140) est égal & : -

Vo = (PGl = R — 5] = o ey — 20 — 56—

soit : Vs = (52— ) [6R* — 3 (s + a]) + (3 — #)).

Si on connait la hauteur A = 3, — 3, et les rayons de base 7, = VRT3
et 7y = 4/ R% — %3 du segment sphérique:

VemSh3(A+ )+ M —> | Vs=S(rih +rrkh) + g
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438. Volume de la sphére. — La sphére X de centre O et de rayon R (fig. 139)
est le segment sphérique compris entre les plans 3, = —R et 2, = R. D’aprés le calcul
du paragraphe précédent son volume V est égal 2 :

V = [FE)]E = 2[F(a)} = 2= [Rz ~ ?]j = 2n [Ra — %3]

[T N

soit: . i _ V= nR?

Cette formule s'écrit V == 4 = R? X % Or 4 = R? est I'aire de la sphére :

|
7740

-R
Fig. 139. Fig. 140.

Le volume de la sphére est égal au produit de son aire par le tiers de
son rayon. .
Si on désigne par d = 2 R le diamétre de l1a sphére on obtient ;

4 (d\?® . 1
V=§n(§) = V=6n‘d3

On peut ainsi interpréter la formule du segment sphérique établie ci-dessus :
Le wolume du segment sphérique est égal & la demi-somme des volumes des deux
cylindres ayant méme hauteur que le segment et pour bases respectives les bases du segment
augmentée du volume de la sphére ayant pour diamétre la hauteur du segment.

439. Formule des trois niveaux. — Donnons une formule classique du volume
compris entre deux bases paralltles horizontales et une surface latérale Z (fig. 141) lorsque
l'aire S(2) de la section horizontale de cote 2 est un polynéme du troisiéme degré au plus :
S(z) = A2® + B 2%+ Cz + D admettant pour primitive :

F(z) =5 4+ 59+ 34 + Da.

Le volume compris entre les plans #; = —a et 2, = + a est donc (n0 431) :

V = [F(2))%, == [i—\a“ +ga3+(—2:a2+Da] - [%a‘—-?ﬁ-}-ga’——Da]

2
3

Soit : V = 5 Ba® + 2Da =3 (2Ba + 6D).
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Désignons par B,, B, et B,, les aires de la base inférieure, de la base supérieure et

de la base moyenne de cotes respectives — &, + 4, 0 et par k = 2 a, la hauteur totale du
volume V. On obtient ;

By=—Aa*+Ba®—Ca+ D, By=Aa*+4Ba*+Ca+ D et B,=D.

D'ot ; B, + B; -+ 4B,, = 2Ba® 4 6D et puisque g-—?g:

V=5@2Ba 4 6D) — | V=2(8,+ 5, +48,

Fig. 141. Fig. 142.

— On pourra vérifier que cette formule s'applique au tronc de pyramide, au tronc
de cone & bases circulaires, au segment sphérique ou 2 la sphére. Elle s’applique 3 la plu-
part des solides usuels tels que le prismatoide, solide compris entre deux bases paralitles
et des faces latérales triangulaires ou trapézoidales (fig. 142), et donne une excellente approxi-
mation du volume d’un tonneau.

EXERCICES

870. 1° Une pyramide a pour base un rectangle ABCD, de centre O (AB = 2a; AD = aV/3,a
étant une longueur donnée). Son sommet S est sur la perpendiculaire en O au plan de base, 4 la
distance OS = a\/ 3, On désigne par E et F les milicux respectifs de AD et BC.

a) Calculer le volume de la pyramide.
5) Quelle est la nature du triangle SEF ?

2° Un point P du segment SF est défini par la longueur SP = x, Le plan ADP coupe tespective-
ment les arétes SB et SC en M et N.

a) Montrer que la pyramide SAMND admet un plan de symétrie. Quelle est la nature de la
base AMND ? '

b) Calculer la longueur du segment MN.

¢) Calculer Paire du triangle SEP.

d) Calculer le volume V de la pyramide SAMND.

[On remarquera que le résultat du (29, ¢) permet d’obtenir.le produit de deux longueurs interve-
nant dans le calcul de V.] .

30 Etudier, quand P décrit le segment SF, les variations de la fonction y = ‘%- Tracer 1a courbe

représentative pour @ = 2 cm. Déterminer les tangentes aux points d’abscisses-® = O et x = 2 a.
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871. On considére dans un plan (IT) un rectangle ABCD tel que AB = 2 g et AD = g (a étant
une longueur donnée). Sur la perpendiculaire en A au plan (II) on porte AS = 2 a. En un point M du
segment AD, tel que AM = x, on construit le plan perpendiculaire & AD, Soit (R) ce plan.

1° Montrer que le plan (R) est paralléle au plan d’une des faces de la pyramide (S.ABCD).

2° Leplan (R) coupe BC en N, SC en P ¢t SD en Q. Quelle est la nature du quadrilatére MNPQ?
Calculer en fonction de a et de x les cOtés de ce quadrilatére.

30 Calculer, toujours en fonction de a et de x, 'aire y du quadrilatére MNPQ. Etudier et représen-
ter graphiquement la variation de y quand le point M décrit le segment AD.

4° Calculer en degrés 1a valeur du diédre (S. BC. A), d’aréte BC.

5° Le plan (R) partage la pyramide en deux solides. Montrer que celui de ces deux solides qui ne
contient pas le point S peut se décomposer en un prisme droit et une pyramide. En déduire le calcul
de son volume en fonction de a et de x, puis le volume de P'autre solide.

872. On considére le volume V compris entre deux spheres concentriques de rayons x et x - 1.
10 Calculer V en fonction de x; soit V(x) cette fonction.

; rk ol k désigne une

2° Déterminer le rayon x de facon que V(x) soit égal & un volume donné
constante positive. Discuter suivant ia valeur de k.

30 Construire 1a courbe représentée par y = V(x); en déduire une solution et une discussion gra-
phique de la 2¢ question.

873. Calculer 1a hauteur et les bases d’un trapéze rectangle connaissant : la longueur ! du cté
. . 4 .
oblique, Paire a? du trapéze et le volume 3 7b® engendré par la révolution du trapéze autour du cdté

oblique. Discuter. Maximum et minimum de 4%. Cas particuliers : l =g etl = 3 a.

874, Trouver sur un cercle donné un point M ayant 1a propriété suivante : si I’on abaisse de M la
perpendiculaire MP sur le diamétre AB et si 'on trace MA et MO, le volume de I'anneau sphérique
engendré par le petit segment de cercle limité par AM est égal & celui qu'engendrele triangle MPO
quand la figure tourne autour du diameétre.

875. Soit une sphere (Z) fixe, de centre O, de rayon R et dont AB est un diamétre fixe, On consi-
dére un point P variable sur le segment AB, dont la position est définie par AP = 2 x et I'on désigne
par (S) et (S') les deux sphéres variables de diametres respectifs AP et PB, par C et C' leurs centres
respectifs.

10 Calculer, en fonction de R et de x, le volume V,, somme des volumes des sphéres (S) et (S'),
et le volume Vg du solide compris entre la sphére (X) et les sphéres (S) et (S'). [On trouvera
V= ﬂ (R?— 3 Rx 4 3x?)]. Déterminer, si c’est possible, ¥ pour que V, = V,, Nombre de solu-
tions.

. . 1 . .
20 Existe-t-il des valeurs de x pour lesquelles V, = 3 Vg? Existe-t-il des valeurs de x pour

lesquelles V; > % Va?

876. On considére un rectangle QACB, de dimensions OA = g, OB = b. On désigne par I
le milieu de OB et par M un point variable du segment OA et 'on pose OM == x. On fait tourner la
figure successivement autour de CA, CB, OB et 'on désigne par Vy, Vi, Vy, respectivement, les volumes
engendrés par le triangle MCI dans chacune de ces rotations.

19 En la comparant 4 P'aire du trapéze OACI, évaluer, en fonction de a, b, x, la surface § du trian-
gle MCI, Utiliser 'expression ainsi obtenue pour calculer, en fonction de a, b, x, chacun des volumes
V1, Vi, V5. Montrer qu’il existe entre V;, Vy, Vs une relation indépendante de x.

2° On suppose maintenant que @ = b = 1. Représenter sur un méme graphique les courbes repré-
. L. . 6V .
sentatives des variations des fonctions y = = ol V est remplacé successivement par V,, Vg, V; et

ou l'on suppose que x peut prendre toutes les valeurs.
3° Dé¢limiter sur ces lignes les parties qui correspondent aux points M du segment OA. Déter-
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miner les points communs aux trois lignes et construire leurs tangentes en ces points, aprés en avoir
calcul¢ les coefficients directeurs.

877. Sur un demi-cercle de diamétre AB = 2 R on prend un point M quelconque. On dési-
gne par O le milieu de AB, par C le milieu de OA, par Q la projection de M sur AB et par P la pro-
jection de M sur la tangente en B au demi-cercle. On déterminera la position de M par Ja donnée de
AQ=x(0<< x<<2R).

19 Evaluer, en fonction de R et de x, la somme y = MC2 4 MP?. Etudier et représenter les varia-
tions de la fonction y de la variable x lorsque M décrit le demi-cercle AB.

2° En déduire, suivant les valeurs de la longueur /, le nombre des points M du demi-cercle tels
que MC? 4 MP2 = [3,

39 On désigne par V,, Vs, V, les volumes engendrés respectivement par le triangle AMQ, par le
rectangle BPMQ et par le triangle CMQ en tournant autour de AB. Donner les expressions de ces
trois volumes en fonction de R et de «,

Calculer le rapport z = &T-I;—Y-? et étudier les variations de cette fonction de » lorsque M

3
décrit le demi-cercle donné. )

4° On prend OA pour unité de longueur. Construire la courbe représentative de la fonction =.
Préciser la pente de la tangente & cette courbe en son point d’abscisse zéro. Construire cette tangente
avec soin,

~— Calculer le volume engendré dans une révolution autour de Ox par la surface limitée par la
courbe C,qui dans le repére orthonormé #Oy a pour équation :

878. 253492 —~2x=0 879, 2= —3x*—~3x4 18
3
880. 37 = —%+321“—1 881. 3 4% — (x~4) (3 — %),

PR
882, Dans le repére orthonormé xOy on considire Pellipse d'équation : %—F %5 —-1=0.

Calculer le volume engendré par la révolution de la surface limitée par cette ellipse :

1° Autour de I'axe Ox.

20 Autour de P'axe Oy.

883, 10 Ktudier la fonction y = 2 cos ¥ -+ 3 sin x ~— 1 et construire son graphe C dans le repére
orthornomé xOy.

20 Calculer le volume engendré dans une révolution autour de Ox par la surface limitée par la
courbe C, I'axe x'x et les droites d’équations x = —wetx = m.

884, Dans le repere orthonormé O (xyz) on considére le volume V limité par la surface & d’équa-~
2 2 3
ton5 + 5+ 5 —~1=0
12 Calculer P'aire S(z) de la section de ce volume par un plan de cote donnée z.
2° En déduire le volume V.
30 Vérifier le résultat obtenu a Paide de la formule des trois niveaux.



19¢ Lecon

SUITES DE NOMBRES REELS

440, Suites infinies. — On appelle suite infinie ’ensemble des élé-
ments associés aux différents entiers naturels dans toute application de
U’ensemble N dans un ensemble donné E c’est-A-dire dans toute fanction définie
sur N et A valeurs dans E,

On désigne par u,, le terme général de E associé A I'entier naturel 2 :
VneN,ju,€E tlque n-eu,
La suite { u, } s'écrit : u,, w, Uy, g vt Upe.

On fait souvent commencer la suite 3 #, de fagon que l'indice de #, soit égal 3 son
rang ou parfois 3 u,, lorsque les premiers termes ne sont pas définis,

1° Une suite {#,} peut étre définie par la donnée de u, = f(n).
Ilenestainside w,=nl, u,=+4/ 2+ 1, u,= % (suite harmonique)
1 ' :

U, = T ICE) (commengant 3 ug),  u,=sin(2n—1) ; etc,

20 Une suite {u,} peut étre définie par une relation de récurrence
telle que u,= f(4,-1); 4, = f(tty-y, Un—2) Ou une relation mixte u, = o(n, ,_,, tin—s).
Il en est ainsi de la suite telle que %y =3; u, = u,_, + 5, de la suite : %y = 2

et#, =3 Uy, de lasuite : gy = 1; 4y = 2; 4, = -12-(14,,_1 + #,-); de la suite homogra-

441, Suites de nombres réels. — Si la suite u, a tous ses termes réels, elle peut
étre 2 termes positifs ou & termes négatifs. Elle est dite alternée si u,, est alternativement positif
et négatif :

1

e )1 .
1, — %: + -:l;: -3 L—;—)——, ... est la suite harmonique alternée.
Une suite des nombres réels {u,} est dite strictement croissante, si
quel que soit n, on a : 4, < U, strictement décroissante si 4, > ti 4.

Cette suste sera dite non décroissante (ou croissante au sens large) si on a: 4, < 4
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et non croissante (ou décroissante au sens large) si: u, > u, ;.

Il en est ainsi des deux suites { a, } et { b, } des valeurs décimales approchées par
défaut et par excés i T(ISB prés, d'un

nombre irrationnel « (n°® 125).

Les suites croissantes et les
suites décroissantes sont dites
monotones. Notons que la mono-
tonie d’'une suite peut ne se manifester
qu'd partir d’une certaine valeur p 0
de 7. On la rend monotone en suppri-
mant les (p — 1) premiers termes. Fig. 143

’—'1—.—.—4—»
nnizei4 n

—_ N W h o N
—}—e
Vf——o
wh—— e
N ————
vhe——— e
c— e
~Nl—e
0 fg
o 9

Le graphe d’une suite se compose
d’une succession de points et permet de se rendre compte de la croissance de cette suite
§n—1
(fig.143) : u, = T
442, Limites d’une suite infinie. — Le terme général u, d’une suite est une fonc-
tion de l'entier naturel #, qui peut donc admettre une limite lorsque # tend vers 4 oo,
Les définitions des no 299 (2°) et 300 (2°) donnent :

- 1° On dit que la suite {u,} admet la limite finie L. lorsque n~— -+ o
si, @ tout nombre positif arbitrairement petit <, on peut associer un ent:er
naturel p tel que n > p entraine : |u, — L| <.

Donc #,—L pour #-—00 ou limu,=L si:

n>o
Ye>0, IpeN tel que o> p=>u,—L|<e
. 2n 4 3 .
ExempLE, —~ La suite de terme général u, = P admet pour limite - 2 car

Uy — 2 = ﬁ Pour obtenir |u, — 2| < ¢ il suffit de prendre n + 1 > %soit n> % Donc

1 {
P est la partie entiére de .

Notons que :

Tout nombre irrationnel peut étre considéré comme la limite d’une suite de nombres ration-
nels.

Si {a,} et {b,} désignent les valeurs décimales & 1/10" prés par défaut et par excés du
nombre irrationnel , on a en effet : lim g, == lim §,, = «.

2° On dit que la suite de signe connu u,, admet une limite infinie lors-
que n — - o si @ tout nombre positif A arbitrairement grand, on peut
associer un entier naturel p tel que n > p entraine :|u,| > A.

Par exemple : u, — 4 oo lorsque #— - 0o  si @
VAeRY JpeN tel que n>p=> u, > A,

41 = 1
Tn 3 + Tm tend vers + oo lors

EXeMPLE, — Ainsi le terme général de la suite u,, =
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que n — -} 00, cat pour obtenir u,, > A, il suffit de prendre g > Assoitn > 2A. Doncpestha

partie entiére de 2A.
Notons qu’une suite peut n’avoir aucune limite, comme c'est le cas de u, = tg®n0
T . e A Y , TR
pour 06]0,2[- Une telle suite peut alors parfois étre périodigue comme u, = sin 3

qui vérifie la relation u,,,,, = u, et admet pour période 12.

Une suite {u, } est dite convergente lorsqu’elle admet une limite finie L,
divergente dans tous les autres cas.

La convergence de la suite u,, = f(n) s’établit aisément si f(x) est définie sur R+ car :
lim f(x) = L ==> limu, = L.

2>+ nro

(La réciproque n’est pas toujours vraie. Ainsi 4, == cos (27: n 4+ %) admet pour limite
+ 1 tandis que la fonction f(x) = cos (an - i) n’a pas de limite ldrsque x — -+ 00),

La limite L d’une suite récurrente u, = f(u,_;) ne peut étre qu’'une racine réelle de
’équation : x = f(x). La convergence de u, résulte de la convergence de v, = «, —L,
que l'on étudiera.

443, Etude de la suite a".

1° Lorsque a est supérieur ¢ 1, la suite a* admet pour limite |+ .

L’identité : a* —1 = (a— 1) [@* ! + a"2% + ... + a + 1] montre, puisque les #
termes intérieurs au crochet sont au moins égaux 2 1, que ¢" — 1 > n (a — 1), c’est-3-dire

que a" > n (a — 1). Pour obtenir a* > A, il suffit de prendre n > ;—é-—i'
2° Lorsque |a| est inférieur a 1, la suite a" admet pour limite 0.

1 . e 1
= Bl o= R o= |- == -
Posons |a| 7 avec b > 1, On obtient |a®| = |a| (b) B
Comme b —> 4 oo, son inverse | a"| — 0 et a" — 0, par valeurs positives si a est
positif, par valeurs alternativement positives et négatives, si a est négatif,
3° Lorsque a est inférieur ou égal @ — 1, la suite a" n’a pas de limite.

Nous avons affaire 3 une suite alternée (n® 441) et | a” |, égal & 4 1 pour a = — 1,
tend vers + oo pour @ < — 1. Donc a" n'a pas de limite (Remarque n° 301).

PROGRESSIONS ARITHMETIQUES

444, Définitions. — Considérons la suite des nombres suivants :
5, 8 11; 14; 17; 20
Chacun d’eux est la somme du précédent et du nombre 3. Nous dirons que cette
suite est une progression arithmétique dont le premier terme est 5; dont le second terme est
8...; dont la raison est 3. Ainsi :
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On appelle progression arithmétique une suite de nombres tels que
chacun d’eux soit la somme du précédent et d’un nombre constant appelé
raison de la progression.

La progression est croissante si la raison est positive, elle est décroissante si la raison
est négative. Chaque nombre de la suite est un terme de la progression.

ExempLES, — La progression 5; 8; 11; 14 est croissante de raison + 3.
La progression 7; 5; 3; 1 est décroissante de raison — 2,

La raison est désignée par 7, le terme de rang # par u,. La définition se traduit par :

Up = Up 4+ 7

445. Remarques. — 1° Une progression arithmétique est déterminée lorsqu’on
connait le premier terme, Ja raison et le nombre des termes. La progression arithmétique
de 7 termes dont le 1t terme est — 9 et la raison 4 s’écrit ¢

—9; —5;, —1; 3; 7, 11; 15.
2° Lorsqu’une suite de nombres forme une progression arithmétique de raison 7,
on obtient une progression arithmétique de raison — » en P'écrivant dans l'ordre inverse :
La suite 15; 11; 7; 3; — 1; — 5; — 9 est une progression arithmétique de raison — 4.
30 On peut prolonger une progression vers la droite et aussi vers la gauche.

Le nombre des termes d’une progression arithmétique peut devenir infiniment grand;
on obtient alors une progression arithmétique illimitée.

4¢ Si la raison est nulle, tous les termes sont égaux.

446. Calcul d’un terme de rang donné. — Considérons la progression arithmétique :
1y, Ug, Mgy .oy U, de 7 termes et de raison 7. Par définition :

Up==ty 1) Ug=Uy+r=u+27; #y=uy+7r=1u- 3, etc,
Chaque terme est égal au premier augmenté d’autant de fois la raison qu’il existe de termes
précédant le terme & calculer. :

Uy =ty + (n—=1)r

1)

2
Exempies. — 10 Le 1 000° terme de la progression arithmétique de raison 3 dont le 1¢f terme

est 1 vaut: 1 -+ 999 X % == 667.

20 La suite des nombres centiers est une progression arithmétique dont le 1€ terme est 1 et la
raison 1, Le n*™ nombre entierest 1 + 7 — 1 = 2.

30 La suite des nombres impairs est une progression arithmétique de raison 2, dont le 1°¢ terme
est 1. Le n®*=® nombre impairest: 1 - 2 (2 — 1) = 24 — 1.

REMARQUE. — La relation (1) montre que dans une progression arithmétique illimitée,
lorsque 7 tend vers I'infini, u,, tend donc vers -1 oo selon que 7 est positif ou négatif.

447, Insertion de moyens arithmétiques. — La relation (1) montre que I'on
peut calculer 'une des quantités u,, u,, 7, n lorsqu’on connait les 3 autres. En particulier,
insérer m moyens arithmétiques entre deux nombres donnés a et b, c’est former une pro-
gression arithmétique dont le 1°r terme soita, dont le dernier soit b et telle qu'il existe m
termes entre a et b, Le nombre total des termes est m + 2 et I'inconnue est la raison 7 :
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b—a
m 1

U, —
n—1

yn=m-+2 et wu ==a,u,=5b = r=

r =

ExempLE, — Insérer 100 moyens arithmétiques entre 1 et 2.

_2—1_ 1 1 2 100

Y=o =i-6-ietlaprogress1onest: 1;1-[--1_6-1;14__1_61;_,,1_1_1_01_;2'

448. Théoréme. — Dans une progression arithmétique, la somme de
deux termes équidistants des termes extrémes est égale a la somme des
extrémes.

Considérons:la progression de » termes u,, #, ..., #,. Les termes extrémes sont #, et u,,.

Il existe dans la suite p termes avant u,, et p termes aprés u,. ,. Donc 1,y et u,_,
sont deux termes de la progression dguidistants des extrémes. D’aprés le n° 446:

Uy =ty + Pr

sl == .

Uyp = Uy — PV Upr + Upey = th + Uiy

449. Corollaire. — Soient 3 termes successifs a, b, ¢ d’une progression arithmétique :

a=b—r e c=b-+r => b=a-2|—c.
. . a-+ ¢ )
Réciproquement, si b == 7 on en déduit : a4+¢c=2b et ¢ —b =b — aq,

ce qui montre que la suite @, b, ¢ est une progression arithmétique. Donc :

Pour que trois nombres soient en progression arithmétique, il faut
et il suffit que le second soit la moyenne arithmétique des deux autres.

450, Somme des texmes d’une progression arithmétique. — Soit la progression
Uy, Uy, Up,  evereens s Upgs HUpqs MUy
et Upy Upoys Upg, e vy Uy, Uy

la progression obtenue en I'écrivant dans I'ordre inverse. La somme S des termes de chaque
progression est :

S=ututugt.. +to,o+u,3+un
S=u, + s+ thpat . + s+ 13+ 1.

28 =(ny + 1) + (g + o) + (g F Ung) + oo + (g + %) + (g + ).

Dot (n°448) : 25 = n(my - u,) <= | S == M_ZLM : @

La somme des termes d’une progresson arithmétique est égale au
demi-produit de la somme des termes extrémes par le nombre des termes.

451. Exemples.

19 Somme des # premiers nombres entiers, — Ils forment une progression arithmétique den
termes; le premier est 1, le dernier est n.

Donc : ‘ S(n)==1+2+3---+n='—l-£-"—2+—12-
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2° Somme des 7 premiers nombres impairs,
Le 1°f terme est 1; le n®me est 27 — 1, Donc :
1 2n—1
sl(n)=1+3+5...+(2n_1)=H"__;_~lf'

= n?,
3° Somme des carrés des # premiers nombres entiers, — Soit & calculer :
X(m) =124 224-32,.. + 3
Utilisons I'identité (x + 1)® = »® 4 3x* + 3 x -} 1. Nous y remplagons ¥ successivement par

0,1, 2... n. Nous obtenons n -+ 1 égalités que nous ajoutons membre 2 membre; aprés réduction
des termes semblables, on obtient :

13 = 1
P=1 L Gx1)+Gx1)+1
B =224 Bx1H+Bx241
W= — 1P+ 30— 12+ 3(n— 1)+ 1
1) =n4+3n2+3n+1
m+ 1P =312 4+22. .-+ 430424 -+t @R+

ou n° 451 ; (n+1)s=3'2:+.3—'1—(1'2~+—1) + @+ 1)

Fo B+ Dot —3)—1]-0EDEAdD
2 )

ot : Z}(n).—_—.”("+1)(2"+1).

6

Cette formule se vérifie aisément par récurrence car :

Z(m) — Z(n ~ 1) = % [n(n +1)2un+ 1)~ —1)n@2n — 1)] = g8,

PROGRESSIONS GEOMETRIQUES

452, Définitions. — Considérons la suite des nombres suivants :
2; 6; 18; 54, 162.

Chacun d’eux est le produit du précédent par 3. Nous dirons que cette suite est une

Dbrogression géométrique dont le premier terme est 2, dont le second terme est 6 ..., dont la
raison est 3, Ainsi :

On appelle progression géométrique une suite de nombres tels que
chacun d’eux soit le produit du précédent par un nombre constant appelé
raison de la progression.

La raison peut étre positive ou négative. Dans le cas d’une raison positive la progres-:
sion est croissante si la raison est supérieure 2 1, décroissante si la raison est inférieure a 1.
Chaque nombre de la suite est un terme de la progression.

ExeMPLEs, — La progression 2; 6; 18; 54 est croissante, de raison 3.

La progression 1; %; }t; é est décroissante, de raison %
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La raison est désignée par ¢, le terme de rang # par u,. La définition s’exprime par.la
relation :

Up = qQ Uy y

453, Remarques, — 1° Une progression géométrique est déterminée lorsqu’on
connait le premier terme, la raison et le nombre des termes : la. progression de 5 termes

dont le 1T terme est 2 et la raison % g’écrit ¢

, 2.2 2 2
39 77 8l
20 Lorsqu’une suite de nombres forme une progression géométrique de raison g,

. . . .1 . .
on obtient une progression géométrique de raison Een Pécrivant dans l'ordre inverse.

La suite -gZT; -227; %; %; 2 est une progression géométrique de raison 3.

30 On peut prolonger unc progression géométrique vers la droite et aussi vers la
gauche.

Si le nombre des termes d’une progression géométrique devient infiniment grand,
on obtient une progression géométrique illimitée.

40 Si la raison est 1, tous les termes de la progression sont égaux.

454. Calcul d’un terme de rang donné, — Considérons la progression géométrique :
%y, U, Ug, Uy, %, de n termes et de raison ¢. Par définition : u, = u,g; uy = uyg = u,¢%;
Uy = Usg = ,g° ...

Chagque terme est égal au produit du premier par une puissance de la raison dont Dexposant
est égal au nombre des termes précédant celui que on doit calculer.

On a donc : U, ==t ¢"1

Il en résulte que la suite {u,} est convergente et admet pour limite 0 pour |¢| < 1
(n° 443), u, pour ¢ = 1 et qu’elle diverge dans tout autre cas.

ExeMPLE. — Le 64° terme de la progression géométrique dont le 1°F terme est 1 et la raison 2
vaut 1 X 293 == 203,

La relation précédente permet de calculer 'une des quantités u;, u,, g, n lorsqu’on
connait les 3 autres. Par exemple, si uy, u,, ¢ ¢t # sont donnés, on obtient :
" i

th

=t o g

455. Insertion de moyens géométriques. — Insérer 7 moyens géométriques entre
deux nombres donnés a et b c’est former une progression géométrique dont le 1°* terme
soit a, dont le dernier soit b et telle qu’il existe # termes entre a et b.

Le nombre total des termes est m - 2; Pinconnue est la raison. Ona:n=m 4 2
et la relation du n® 454 donne

b m+1 F
% W = 2
=g et g a
Pour m > 1, le calcul n’est possible én général qu’a Paide d’une table de logarithmes.

1 —
EXeMPLE. — Insérer 3 moyens géométriques entre 1 et 625. — On a: g = /625 = 5.
D’oui l1a progression : 1; 5; 25; 125; 625.



PROGRESSIONS GEOMETRIQUES 279

456. Théoréme. — Dans une progression géométrique, le produit de deux
termes équidistants des termes extrémes est égal au produit des extrémes.

Considérons la progression de # termes u,, #,, ..., #,. Le raisonnement fait au n° 454
conduit aux égalités :

Uy = Wy + ¢°
1 4 . = .
Uy = Uy - (a) == fpiy * Upyp Uy * Uy

457, Corollaire. — Soient trois termes successifs @, b, ¢ d’une progression géomé-
trique :

‘a-::b-% et ¢=bg => ac="5%

VIO

Réciproquement : 5 = ac ==> =1§ et a, b, ¢ forment progression géomé-

trique.

Pour que trois nombres soient en progression géométrique, il faut
et il suffit que le second soit la moyenne géométrique des deux autres.

458. Somme des termes d’une progression géométrique.
Posons S ==uy -+t g+ oo thyy + Uy
Sg = w,q + usq -+ Ugq o + Uy 1q + Ung
Par définition u, = u,q; g = Uyg; ... 5 U, = U%,,q; donc :
Sg—~S=tg—1 ou Slg—D=ug—u, g#L

— n __ 1
Drou swtalzf | o | s=ulfol)

Cela résulte aussi de l'identité :

W +g+e... 4+t =u1(9q":11).

Notons que si ¢ == 1, on obtient : S, = nu,.

Pour la progression géométrique : a, b, ¢ ... &, k, ! de raison g,

) lg — a a— 1
on obtient : S = g ou §=2-14
g—1 1—g¢
ExempLe. — Somme des termes de la progression géométrique de raison 2, dont le premier
terme est 1 et qui compte 6+ termes :
64
s L 10%-D _ L

2 -1
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459, Théoréme, — Pour que la somme des termes d’une progression
géométrique converge lorsque le nombre des termes tend vers linfini,
il faut et il suffit que la valeur absolue de sa raison soit inférieure a 1.

. . a(l —¢v a i
Soit#; =4 ; onobtient: S, = (1 _qq)=1_q—1“jq(no458).

Si |g] <1, on sait que ¢* -~ 0 lorsque # — + oo et la limite de S, est alors

T—a_-—-é- Dans tout autre cas, la suite S,, diverge (n® 443).

CSijgl <1: lim S, = =3

B> 40

Ainsi la somme 1 + % + % + % 4 e 21”. <+ o+ tend vers § = 2 lorsque # tend

vers l'infini. On dit que 2 est la somme des termes de la progression illimitée envisagée.
EXERCICES

885, On considire la suile définie par son premier lerme u, el par ia relation :
Upsy = atty + b} a,buy€R el a#1,

19 Calculer u,, en fonclion de u, a el b.
20 Etudier seion ies valeurs de a ia nalure de cette suile et trouver sa limile lorsqu’elle converge.

Un—1
3 — 2u,,__1
19 Montrer que la valeur limile de cetle suile ne peut &tre que 0 ou 1.
Uy — 1

886. Soi1 la suile définie par ia relation : u, = el par son premier lerme réel yy 7% %

20 Caicuier v, = en fonction de v,.; el montrer que v,, = kv,_; ol k esl une consianie

n
réelle.

3° Trouver ia iimile de v, lorsque # 1end vers + oo el en déduire celle de u,,.

887, On considere la suite {u,} définie par la relation de récurrence : wy4q = -12- (i1 + ).

"
1° Monirer que toule suiie de la forme u, = A + B (—~ l) ol A et B sont deux constanies

2
vérifie ia formuie de récurrence donnée. On admelira la réciproque.
2° Déterminer les consiantes A et B sachant que 1y = 0 el u; = — 3. La suite oblenue esi-elle

convergenle el dans ce cas queiie esl sa fimile?

888, On considere la suite {u, } définie par ia relation de récurrence : uy,; == :" : ': el par
]

son premier lerme,
19 Caicuier u,4g en fonction de u,,.
2° En déduire que celle suile esi périodique. Est-eiie convergente?
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au, -+ b

889. Soit la suite définie par : 4,4, = i d

ad — bc # 0.
19 Calculer 4, et u,.3 en fonction de u,.
2° Montrer que ad — bc = (a + d)? ==> uy4y = u,, Y0 € N,

3° On pose alors c = 1} a+d=2x et b = — (3o + B3). Calculer ¢ et d en fonction de o
et de B.

ou a, b, ¢, d sont des constantes réelles telles que

au, — (kB + a?)

890. On considére la suite définie par la relation : u,,y = " "
. —

et par uy #~ a:
19 On pose u, = a + ktg 0,. Calculer u,,, et 4,3

2° En déduire que 1a suite { u, } est périodique et que sa période est 2.

— #y, u,; r désignent le 1€F terme, le dernier terme et 1a raison d’une progression arithmétique
de #n termes. Calculer :

891. u, connaissant g, == 1; r=17; n = 50,
892, u, connaissant u; = 3; r=—2; n=x20
893. u, connaissant 4, = 10; r = g; n = 1000,
894. u, connaissant u, = 117; r = 5; n = 200,
895, u, connaissant u, = —250; 7 = — 2,5; z = 10 000.
896. #n connaissantu; = 1; 4, = 1796; r=>5.
897, n connaissant u; = — 7; u, = 576; r = LL}

3

— Insérer m moyens arithmétiques entre a et b sachant que :

898.a = — 12; b= 18; m=35,

899. 2 = 4,5; b= 78,75; = 100,

900, a = 1/3; b = 6; m = 50,

901.a = 1; b = 50; m = 20.

902. a = 17; b= 84; m = 200,

903, Dans une progression arithmétique de 151 termes, le premier terme est 17 et la sommie
des termes est 8 229,5. Calculer le dernier terme et la raison.

904. Dans une progression arithmétique le premier terme est 11, le dernier est 433 et la somme
des termes vaut 47 064, Calculer le nombre de termes et la raison.

905. Dans une progression arithmétique de 100 termes et de raison 4 1a somme des termes vaut
18 900. Calculer les termes extrémes.

906. Dans une progression arithmétique le premier terme, 1a raison et 1a somme des termes valent

. 1 .
respectivement 2; 3 et 35. Calculer le nombre de termes et le dernier terme,

907. Trouver 3 nombres en progression arithmétique connaissant leur somme 30 et leur pro-
duit 910, .

908, Trouver quatre nombres en progression arithmétique connaissant leur somme 35 et 1a somme
de leurs carrés 334.

909, Calculer les cotés d’un triangle rectangle sachant que leurs mesures sont en progression
arithmétique et que le périmétre vaut 2 p. Discuter,
Application numérique : p = 30,

910. Calculer les trois c6tés d’un triangle sachant qu’ils sont en progtession arithmétique, que le
périmatre vaut 2 p et que l'aire du triangle est m%. Discuter,
Application numérique : p = 45; m? = 1504/6.



282 ALGEBRE ET ANALYSE

\ 1 . . .
911. Montrer que si les nombres f _1|_ ik “l" - et = iy sont en progression arithmétique,

il en est de méme des nombres af, 5% et ¢2,

912. 10 Démontrer Pidentité : (x+ 1) =t + 458+ 622 4 45 -+ 1.
2° Remplacer ¥ successivement par 0; 1; 2.., n; ajouter les égalités obtenues et en déduire que
la somme des cubes des n premiers hombrs entiers est égale au carré de la somme de ces nombres.

913, Une progression arithmétique commence par 6 et la raison est 7. La somme des termes

est 41094,

Quel est le nombre de termes?

914, Quatre nombres forment une progression arithmétique. On désigne par S la somme des
deux premiers et par P le produit des deux autres.

Calculer les quatre termes de la progression, connaissant S et P. Discussion.
Applications numériques :

108=60, P=75;

20 § = 30, = — 15;

305=20, P= —40.
915, Trois nombres entiers positifs sont en progression arithmétique de raison 7 > 0.
On appelle @, b, ¢ ces nombres,
10 Calculer bsia+ b4 ¢ = 18.

20 b ayant la valeur trouvée au 1°, on considere la fraction 5. Peut-elle étre égale 3 un nombre

entier ? Pour quelles valeurs de r ? Quelles sont alors les valeurs correspondantes de a et ¢?

916. Calculer le premier terme u, et la raison r d’une progression arithmétique, sachant que
la somme des # premiers termes est égale 3 4 #2 4 5 # et cela quel que soit #.

817, Déterminer les nombres impairs de trois chiffres divisibles par 45 dont les chiffres, pris
dans leur ordre d’écriture, forment une progression arithmétique,

918. Déterminer les progressions arithmétiques de 5 termes dont la somme est 25 et celle de
leurs carrés 165.

919. On considere des progressions arithmétiques ayant un nombre impair de termes, On désigne
par 2 n — 1 le nombre des termes, par S, la somme des # premiers termes, par S, la somme des n der-
niers.

10 Calculer le terme équidistant des extrémes en fonction de S;, S et 7.

2° Déterminer une progression arithmétique de 9 termes si

Sl = SS et Sg: 135.
30 Déterminer une progression arithmétique, connaissant le terme équidistant des extrémes

égal 215, 8, = 60 et S, = 210.

— Calculer le n*=° terme et la somme des termes d’une progression géométrique de raison ¢,
dont le premier terme est @ dans les cas suivants :

920. a =1; ¢g=3;n=235. a=3;q=;-; n="7
921, a=10;q=s;4=10. a=37.q=-L;n=6
. ’ 25 3 10)

922, Trois nombres a; b; ¢ sont en progression géométrique, Démontrer :
10 que les nombres 4®; b%; ¢® sont en progression géométrique.
29 que les nombres a®; b*; c? sont en progression géométrique.
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1 1 1 .
3¢ que les nombres bl i sont en progression géométrigue.

923. Démontrer que si trois nombres a; b; ¢ sont 4 la fois en progression arithmétlque et en
progression géométrique on a : a = b = .

924, Les trois nombres x; 28; y sont en progression géométrique, Calculer x et ¥ sachant que
leur somme est 119,

925. Calculer trois nombres en progression géométrique connaissant leur somme 19,5 et leur
produit 125.

926. Calculer trois nombres en progression géométrique connaissant leur somme 156 et la
somme de leurs carrés 13 104,

927. Les nombres x; 15; ¥ sont en progression géométrique et les nombres x; 25; ¥ sont en
progression arithmétique. Calculer x et y.

928. 1° Une progression géométrique illimitée décroissante a pour premier terme a et pour
raison g. Montrer qu'en élevant ses termes au carré on obtient encore une progression décroissante.
Calculer la limite de la somme de ses termes en fonction de a et q.

20 Les sommes des termes des deux progressions précédentes ont pour limites respectives i

225
3% Calculer a et ¢.

929. Dans un triangle ABC le périmétre vaut 2 p et Paire m2. On joint les milieux des cdtés
de ABC, on obtient un triangle A’B'C’ dont on joint 3 nouveau les milicux des cdtés et ainsi de suite
indéfiniment.

10 Calculer la limite vers laquelle tend la somme des périmétres des triangles ABC, A’B'C'..,
2¢ Calculer la limite vers laquelle tend la somme des aires de ces mémes triangles,

930. Dans un triangle ABC rectangle en A on donne la hauteur AH = 4 et le c8té AB = c.
10 Calculer en fonction de ¢ et 4 Phypoténuse BC = g et le c6té AC = b,

2° Quelle relation doit-il exister entre les données 4 et ¢ pour que &, b, ¢, a soient les termes suc-
cessifs d’une progression géométrique ?

30 Se plagant dans cette hypothése et en supposant que AH est I'unité de longueur calculer ¢,
b et a

931. Soit une progression géométrique dont le premier terme est égal A la raison et qﬁi comprend
trois termes. La déterminer, sachant que la somme de ses termes est 84.

932. Déterminer deux nombres positifs, & et b, tels que g, a - 2b, 2a 4 b soient cn pro-
gression arithmétique et (b - 1), ab -+ 5, (a -- 1)? soient en progression géométrique.

. 933, Trouver trois nombres relatifs, a, b, ¢, dont la somme soit 3, tels que, dans Pordre a, b, c,
ils soient en progression arithmétique et que, dans l'ordre 4, ¢, b, ils soient en progression géométrique.

934. On considére la progression géométrique de raison 4 dont le premier terme est 3 A partir

de quelle valeur de # la somme des 7 premiers termes est-elle supérieure 2 10 000?
935. Déterminer une progression géométrique de cinq termes positifs,
Uy, U,, Ug, U,, U,
telle que Up Ug=25 et Uyt Ug Uy = §2—5

936. On a une progression arithmétique de raison r et une progression géométrique de raison
1 + 7, toutes les deux commengant par 1.

10 Déterminer le rapport des termes de méme rang n.
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20 Déterminer le rapport des sommes des n — 1 premiers termes.
30 Calculer la valeur numérique des deux rapports précédents dans le cas oii 7 = 0,025 et n = 8.
937. Soit une progression géométrique, de raison x, dont tous les termes sont positifs,. On consi-
dére cinq termes consécutifs de cette progression, que ’on désigne par
Uy, Uy, Uz==a, Uy, Ug
10 Exprimer en fonction de a et de x les sommes S = u; + #5, $= Up-t

et le carré s de s. Montrer que  s* = aS 4 2 a2,
164

20 Calculer @ et x, connaissant § = 20 et S = =

938. Déterminer trois nombres entiers positifs, a, b et ¢, sachant que :
10 a, b et ¢ sont en progression géométrique;

20 2 a, ¢ et b -+ 2 sont en progression arithmétique;

30 a4 1, b et ¢ — 2 sont en progression arithmétique.

. 939. Déterminer les progressions géométriques de sept termes (3 termes réels) telles que la
somme des trois premiers termes est égale 2 2 et la somme des trois derniers termes est égale 2 1250,

940. Trois angles aigus ont pour mesures en radians les nombres a, b, ¢ en progression arithmé-
-tique croissante, tels que
: 3n

a--b +c=-—4—-

Montrer que leurs tangentes sont en progression géométrique et que la somme des carrés de leurs
sinus est indépendante de la raison de la progression arithmétique.
Déterminer ces angles lorsque tg a = \/7 — 1, (On pourra calculer tg 2 a.)

941, Soit une progression géométrique de trois termes, de raison g, dont tous les termes sont
positifs. On désigne par x le terme moyen.

19 Exprimer, en fonction de x et de ¢, la somme, S, des trois termes de la progression et la somme,
S, de leurs inverses,

20 Calculer x et g, sachant que S = 26 et $' = ‘}% Quels sont les trois termes de la progression ?
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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

460. Logarithme népérien. — Nous savons (n°® 416) que pout tout rationnel m 7= —1
xmtl

la fonction #™ admet pour primitive P Nous ne connaissons pas de primitive de la

.1 . . . . ‘
fonction ¥ Or cette fonction étant définie et continue sur ]0, - oo[ admet sur cet intervalle
une primitive, égale 3 0 pour # = 1(n° 415). C’est cette primitive que nous nous proposons
d’étudier directement dans ce qui suit.

On appelle fonction logarithme népérien de la variable %, la primitive

@
de la fonction %, nulle pour x = 1, c’est-d-dire : y = f ‘i—x
1

On écrit : y=Logx, | <= y’=}c et Logl=0
i
A
B
v
0 5 x

Fig. 144,

On dit que y est le logarithme népérien (ou naturel) de » et le symbole Log » (avec un L
majuscule) se lit « logarithme népérien de x » ou simplement « log x »,
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8i nous plagons sur I'hyperbole équilatére y = % rapportée au repére orthonormé xOy
(fig. 144)les points A (1; 1) et M (x, i) on voit que Log « est I'aire algébrique S associée sur

{1, ¥] 2 1a fonction y == ;cl- La fonction y = :—cétant définie, continue et positive sur 0, - oof,
la fonction y = Log x est définie, continue et croissante sur cet intervalle :

x 0 1 +- 00
1
J”=; +eo 4+ 1 4+ 0
y= Log« A 0 A

Tout nombre positif x admet un logarithme népérien, négatsf pour x << 1, positif pour x > 1.
On en déduit, puisque Log & est monotone (n° 325) que :

a=1»% <> Loga = Logb

et 0<a<b <> Loga < Logb

Deux nombres réels positifs sont dans le méme ordre de grandeur que leurs loga-
rithmes népériens. L’ensemble des valeurs de la fonction Log & constitue le systéme des
logarithmes népériens.

461. Formules de dérivation. — Si u(x) est une fonction dérivable de x, on peut
sur tout intervalle ol u(x) est positif envisager la fonction : y = Log u.
1 u'

Sa dérivée g'éerit (n0341) : y' = -’ = =

Sur tout intervalle ol u(x) est négatif, on peut de méme envisager la fonction
!

9 = Log (—u) dont la dérivée s'écrit : 3" = s (—u)’ = .':7

Autrement dit, sur tout intervalle ot #(x) est dérivable et non nulle :

ul
y = Log |« (x)| - |y =—| = dy::_u_

En particulier ¥ = ax avec a> O=w=> ' = a et y = Logax admet pour dérivée
y =%=:—c~ Donc :

]
R
&
[
|

y = Log ax — ¥y
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462. Propriété fondamentale. — Ainsi, quel que soit @ > 0, les deux fonctions
== Log ax et y == Log ¥ admettent pour tout x > 0, la méme dérivée 31-: Ces deux fonc-

tions différent d’une constante (n° 370) et :
Log ax = Log x + C.

Soit pour ¥ = 1 Loga =0 +C = Log ax = Log a + Log .

Lt pourx = b: Log ab = Log a + Log &

Le logarithme d’un produit de deux facteurs est égal d la somme des
logarithmes de chacun des facteurs.

Cette formule peut se vérifier géomé- 7
triquement. Sur la courbe y = i’ considé-

rons (fig. 145) les points A, M, N, P
d’abscisses 1, g, b, ab et sur la courbe

a , .
y=z les points R et S d’abscisses a et ab,

X o

comme M et P et d’ordonnées 1 et %

comme A et N. Les deux trapézes mixti-
lignes MM'P’P et AA’N'N se déduisent tous
deux du trapéze mixtiligne RM'P'S par

affinité orthogonale de rapporti— et d'axes O

respectifs Ox et Oy, Ils sont donc équiva- .
lents (n° 399) et : Fig. 145.

aire (MM'PP) =: aire (AA’N’N) <= Log ab — Log a = Log b.

463. Formules logarithmiques. — Si a, b, ¢ désignent des réels positifs, la formule
Log ab = Loga + Log b entraine les suivantes :.

10 | Log abc = Log a -+ Log b + Log ¢

Car Log (ab) ¢ == Log (ab) + Log ¢ = (Log a -+ Log ) + Log c.
Cette formule s’étend par récurrence 2 un nombre quelconque de facteurs :
" Log ab... k = X Log a.

20 Log;—:::LogawLogb

ngm;-bx=da——=>Logb+ Log % == Log a =» Log x == Log a — Log b.

3o Log}zr-——Loga car Log;—lz=Log1~Loga=0———Loga.

Deux nombres inverses ont des logarithmes opposés.
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40 | Loga™ =mLoga pour m rationnel€e Q et a > 0.

a) Si m est un entier positif : ™ = aaa ... a (m facteurs) et d’aprés le 10 :
Log a™ = Loga 4 Loga 4 ... 4+ Loga(mtermes)doncpourmeN Loga™ = m Log a.

b) Sim= 2 fraction Dpositive, posons & = as = \/ a® <==> x'.= a".

?

Donc Log#? = Log a? <==> ¢ Logx = p lLoga <> Logx— -Log a.
Seit : Log a = 4 Log a, ce qui établit la formule pour m € Q*.
c)Sim=— g fraction négative les deux nombres inverses gt et a5 ont des logarith-

mes opposés (3°). Donc : Log a0 =— Logaf = -—% Loga. La formule est établie
pour me Q.

50 Log\/a -Loga et Log1/a= Loga

n /7 1 - 1
Celarésulte du 4° car \/a:ai et \/a =a,

464. Limites de Log . — 1° Lorsque x tend vers + o, Log » tend de
méme vers + .

Montrons que Log ¥ finit par devenir supérieur 3 tout nombre positif donné A. Soit
aunnombresupérieur 2 1, Pour obtenir Log a" > A<===>nLoga> A, ilsuffitde prendre

. A
I'entier 7 > Toga Donc pour tout x > a" nous aurons Logx > Loga" > A.

Lorsque x tend vers -+ oo, Log & finit par devenir supérieur & tout nombre donné A
et par suite Log ¥ — - oo,

2° Lorsque le nombre positif x tend vers 0, Log » tend vers — .

1 . . A
Posons x = 5 Lorsque x tend vers 0, son inverse 2 tend vers + oo et il en est de méme
de Log 2. Par suite Log ¥ = — Log s tend vers — oo,

465. Limite de ’% Logx. — Lorsque % tend vers 1+ «, le rapport Lc;gx
tend vers zéro.

Pour x > 1, le trapéze mixtiligne AA'M'M (fig. 144) est intérieur au rectangle
BOM'N, ce qui entraine :
- - 1
Logx<x==->Log\/x <1/x<-@>§Logx<\/§,

Logx 2
<V

Soit pour x > 1 0<



FONCTION LOGARITHME NEPERIEN 289

Lorsque x tend vers - oo, la fonction % tend vers 0 et il en est de méme du rapport
positif 1'%3—’-‘

Log »*
xF

REMARQUE, — Quel que soit le rationnel positif %, il en est de méme du rapport

donc de k& I—‘—;%—x et par suite ;

o Logx
lm ==
ae-»l+¢° P 0

Par contre, lorsque » = i—tend vers 0, le produit x* Log & = — -I-'%;g-f tend vers 0
(par valeurs négatives) quel que soit le rationnel & > 0. ”? .
On résume ceci en disant que la fonction Log x croit, en valeur absolue, moins vite

.o . 1 "
que toute puissance de x (ou toute puissance de ;) d’exposant positif,

466. Courbe y = Log x. — Nous pouvons compléter le tableau de variation du
n° 460 :

x 0 1 + o0

Y
e e e ——————
) I, -
|
A ; : -
[e) .;.i 1 2 e 4 5 [) T el I
-1 --'
-2

Fig. 146.

Dans un repére orthonormé la courbe y = Log x a I'allure de la figure 146. Comme
Y= ;15 < 0, elle tourne sa concavité du cété des y négatifs. Elle coupe Ox au point

A (1, 0) ol la tangente a pour coefficient directeur + 1. Elle est asymptoted Oy’ lorsquex
tend vers 0. Par contre, lorsque x —> - oo, elle admet Ox comme direction asymptotique,
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Log«x
®

car tend vers 0, mais n’admet pas d’asymptote y = k puisque y — 4 oo, Nous
avons affaire 3 une branche parabolique.

1.’équation de la tangente au point M(x, Log x) s’écrit (n° 372) :

Y—-Logx‘:zal—c(X—--x) <= Y==§+Logx—-1

Cette tangente coupe Oy au point T (0, Log ¥ — 1), On voit ainsi que la sous-tangente
relative 2 Oy est constante et égale 4 — 1.

467, Base des logarithmes népériens : le nombre ¢. — Puisque Log  est une
fonction monotone sur }0, + oo[, croissant de — oo & + oo, il existe (n® 325) un nombre
positif unique e tel que :

Loge=1

Le nombre ¢ est la base du systéme de logarithmes népériens.
Sur Ja courbe y = Log x, le nombre ¢ est I'abscisse du point E tel que y = 1, et point

de contact de la tangente issue de O, car cette tangente a pour équation : Y = =
L’importance du nombre e est comparable & celle du nombre =, Avec 10 décimales
exactes : e = 2,71828 18284...

Pratiquement on prend : e = 2,718 ou 2,71828,

Pour toute valeur rationnelle de m ona : | Loge™ =m

En effet : Loge™ = m Log e = m.

Les puissances entiéres de e forment une progression géométrique illimitée dans les
deux sens, tandis que leurs exposants ou logarithmes forment une progression arithmé-
tique :

we? v &2 el 1 e & .. e ...
oD w—2 —1 0 1 2 3. m...

C’est la correspondance entre deux progressions analogues qui est & I’origine de I'inven-
tion des logarithmes par le baron écossais Neper en 1594,

468. Limite de 7 Log (1 + k). — La dérivée de Log x étant -1-, il en résulte que :

LOg(x+h)—aLng=£-Soitpourx=1: limL—gg-—(IIT—t-}l—)=l

h>0

lim

h>0

En remplagant 4 par x on en déduit que :

_23_<_:t_x_>

Le rapport tend vers 1 lorsque x tend vers zéro.

Ceci quel que soit le signe de x.
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469. Dérivées logarithmiques. — On appelle dérivée logarithmique d’une
fonction dérivable u(x), le rapport %v dérivée de Log | u|.

On déduit des formules du n° 463, des formules de dérivation, souvent bien plus
faciles 2 manipu'er que les formules de dérivation classiques :

!

2
SR

+

efg

+

10| y=uow => Log|y|l= 2 Log |u] ==> .}’;:

el

La dérivée logarithmique d’un produit est la somme des dérivées logarithmiques de chacun
des facteurs.

QiR

rly= = Log|y| = Log |u| —Log|v|=> | T =3 —3

La dérivée logarithmique d'un quotient est la différence des dérivées logarithmiques du
numérateur et du dénominateur.

- T ___1_ ll_ _1_4_'
En particulier : y=; —_ y = W

yl ul
Jo| y=um pour mGQ:—g»Loglyl::mLoglu|=> }-::m-i‘_

Si on remplace y par sa valeur, on retrouve la formule de dérivation classique.

ExempLE 1 :
N 8 A/T L =2
y =@k 1A F(?_[_\/*__zl)ﬁx i Loglyl=2Log|x-|-1l‘i-%Log(1+x“)~4hog|x+2l-
Y2 x4 x¥3 — x) ,  BE+1E—2%)
Done: o = it a1 s 26T De @ +D > Y Tttt

mn
Exemprr 1I: y=%5 ==» Log |y| ==m Log |u| — p Log |v|.

y' u " mu'v — puv' y = (mu'v — puv’) u™!

Donc:— =m o, praS

LOGARITHMES BASE a

470. Définition.

est la primitive de la fonction o nulle pour » = 1. Cette nouvelle fonction, définie pour

Si k désigne un réel non nul, la fonction F(x) == %k Log x

x> 0, posséde la propriété fondamentale du no 462 car si A et B sont des nombres positifs :
k Log AB = k Log A + k Log B ==> F(AB) = F(A) 4 F(B).
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Cette fonction F(x) définit un nouveau syst¢me de logarithmes dont la base est par
définition le nombre a tel que:

1

ou k:vl-zg—a

el =

F(@) =kloga=1 =—> | Loga=

Cette fonction est dite « logarithme base a de a» et on écrit sans-majuscule :

Log %

y=log,x=kLogx <= | log,x= Tog

471, Théoréme. — Tous les systémes de logarithmes sont propor-
tionnels aux logarithmes népériens et possédent des propriétés analogues.

Toute relation linéaire entre des logarithmes népériens entraine par multiplication

par k = Toga la méme relation entre les logarithmes base a. Ainsi :

logs 1=0; log,a=1; log, ABC = log, A + log, B 4 log, C.
log, % = log; A — log, B; log, }l\ == — log, A et pour m rationnel :
log, A == mlog, A et log, a™ ==m.
De méme : A = B <= log, A = log, B.

Puisque : & =

Lolg - est positif pour @ > 1, négatif pour a < 1 il en résulte que:

log, A < log, B pour a > 1.

A<B log, A > log, B pour a < 1.

472. Changement de base. — Soit b > 0 une nouvelle base :

Logx logx Logb log, %

log, % = Logd Loga' Loga log, x = log, b

Le nouveau logarithme est égal @ lancien logarithme divisé par le
logarithme de la nouvelle base.

En faisant x = a, on obtient :log, a = Eg1—7 S log, b.log, a = 1
a

Si bzééa log, b = —log, a = — 1 et log£x=———log,,x

Dans deux bases inverses, les logarithmes d’un nombre donné x sont opposés.
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473. Etude de la fonction y = log x. — C’est létude de la fonction y = & Log x
k 1

1 e [T
LCoga "% Y =% xLoga
et par suite suivant les valeurs de @ :

- avec k=

o'

1orCasta>1 ou k>0

400 4 k -+ 0
yl—o A 0 s +ool

2Cas10<a<l1 ou k<O

x 0 1 + o0
-2
k ¥y | —o0 — kR — 0
Fig. 147. y | +oo N 0 N — 00

La fonction y = log, » est croissante ou décroissante suivant que la
base a est supérieure ou inférieure a 1.

Le graphe se déduit de la courbe y = Log » par P'affinité orthogonale de base Ox et de
rapport k = Lo (ﬁg 147).

Notons que tracées dans un méme repére orthonormé, les courbes y = log, x et
y = log1 & sont symétriques par rapport 3 Ox car n° (472) : log1 & = — log, .
a [

LOGARITHMES DECIMAUX

474, Définition. — On appelle logarithmes décimaux, les logarithmes
du systéme dont la base est 10.

8i y = logyy », on écrit (sans indice) : | y = log ¥ = ngégl%

1
0npose:M=m=loge=0,43429... — log x = M Log &

La valeur de M, celle de son inverse ﬁ = Log 10 = 2,30259 ainsi que leurs produits

par les multiplicateurs de 12 9 se trouvent dans les tables de logarithmes 2 cinq déclmales
Notons qu'il est utile de savoir que :

log2=0,30103; log3 =0,47712; logr = 0,49715,
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475. Propriétés particulidres aux logarithmes décimaux.

1o Les formules : log,a =1 et log,a™ ==m donnent:

log 10 = 1 et pourmeQ: log 107 = m

Ainsi : log 100 == log 10% == 2, log 1000 = log 10® = 3 etc...
log 0,1 =1log 101 == —1, log 0,01 = log 10~2 = —2 etc...

— g )
log /10 = log 10% = 0,5 log /100 = log 10} = % 0,66 667.
20 Quel que soit A > 0, il existe un entier relatif p tel que :

10° A< 10 <= p<ClogA<p+1

Le nombre p qui est le plus grand entier relatif inférieur ou égal ¥ log A, est appelé
caractéristigue du nombre log A.

30 Posons : A = 107 B. Nous obtenons : 1 < B < 10,

et log A =p - log B avec 0<logB<1

Le nombre positif décimal m = log B, inférieur 2 1 est appelé mantisse du nombre log A,

476. Convention d’écriture. — Si p et m sont rsepectivement la caractéristique
et la mantisse de log A on obtient : log A = p + m.

1T cag: p==13 et m==0,57813 == logA =3 4- 0,57813

On écrit normalement : log A = 3,57813

22 cas: p=—35 et m==0,64732~=>logA=—3540,64732

On convient d’écrire : logA = 5,64732

en plagant le signe — au-dessus de la caractéristique de log A pour se rappeler que seule la

caractéristique 5 est négative, la mantisse 0,64 732 étant positive. Cette fagon d’écrire
les logarithmes est avantageuse pour la recherche et I'addition des logarithmes.

477. Recherche de la caractéristique de log A, — La relation du n° 475 (29) :
107 < A < 107+1 montre que :

La caractéristique p de log A est I’exposant de la puissance entiére de 10
égale ou immédiatement inférieure a A.
0,01 <0,0345 < 0,1 . =>p=—2,
1000 < 3 457,28 < 10 000 ===> p == 4- 3.
10 S5 A est supérieur & 1, désignons par n le nombre de chifftes de sa partie entiére.
Le plus petit nombre analogue est 10", Donc 10" LA < 10%etp=n—1:

La caractéristique du logarithme d'un nombre A > 1 est égale au nombre de chiffres, diminué
de 1, de la partie entiére de A,
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20 Si A est inférieur d 1, désignons par n le rang du premier chiffre significatif non nul
aprés la virgule, Le plus petit nombre analogue est 10", donc 10" < A < 10-#+, Dans
cecas p==-—mn .

La caractéristique du logarithme d’un nombre décimal A < 1, est le rang, affecté du signe —,
de son premier chiffre significatif non nul aprés la virgule.

C’est aussi bien le nombre des zéros (y compris celui qui est avant la virgule) qui pré-
ctdent le premier chiffre décimal non nul. Ainsi :

A = 3,14 159 == p == 0; A =5467,25 =>p = 3;
A=05632 —>p=1; A = 0,00 967 —=>p = 3.

478. Recherche de la mantisse de log A. — D’aprés le n° 475 (3°), la mantisse
de log A est m = log B == log 10-? A. Le nombre B, compris entre 1 et 10 s’obtient en
plagant, dans le nombre décimal A, la virgule immédiatement 2 la droite du premier chiffre
significatif en partant de la gauche.

A =0,00314; A =314 ou A=314000=—> B = 3,14,

La mantisse de log A est indépendante de la place de la virgule dans le
nombre décimal A et ne dépend que du nombre formé par les chiffres
significatifs de A.

Les tables de'logarithmes usuelles donnent, avec 5 décimales, les mantisses des loga-
rithmes des nombres de 1 000 3 10 000 exprimées en cent milliémes.

Ainsi, en regard de A = 3 456 on lit 53 857; cela veut dite que 1a mantisse de log 3 456 est 0,53 857,
ce qui est aussi la mantisse de log 34,56, de log 3,456 ou de log 0,003 456. Lorsque A a plus de 4 chiffres
significatifs, on procéde par interpolation en admettant que :

Entre deux nombres situés dans la table, I'accroissement de A et celui de log A sont proportionnels.
L’accroissement, cn cent milliémes, du logarithme du nombre entier A compris entre 1 000
et 10 000, lorsque A augmente de 1 unité se désigne par D et se nomme différence tabulaire :

log (A + 1) — log A = D (en cent milli¢cmes).
Donc pour 0 << k<< 1 : log (A + k) = log A - kD,10-5,
On arrondit kD a Pentier le plus rapproché pour obtenir la correction 3,

Montrons comment on opére sur des exemples. A défaut d’une table 3 5 décimales on
pourra utiliser suivant les mémes principes, la table 4 4 décimales des pages 370 et 371.

479, Probléme I, ~— Trouver le logarithme d’un nombre donné.

let EXEMPLE, — Sans interpolation : log 0,006 543,

La caractéristique est : — 3 (n® 477). Dans la table, en regard de 6 543 on lit Ja mantisse (en cent
millizgmes) : 81 578. Donc : log 0,006 543 = 3,81 578.

2° ExempLE. — Avec interpolation : log 345,678,

La cartictéristique est : -+ 2 (n® 477). Cherchons 1a mantisse (en cent millitmes) de 3 456,78,
Dans la table on lit :
Pour N.z= 3 456 — log == 53 857 . .
Pour N = 3 457 —» log = 53 870 différence tabulaive D = 4- 13.
~ La correction pour 0,78 est 13 x 0,78 == 10,14. On arvondit 4 10 et 4 N =3 456,78 cotrespond :
53 857 - 10 == 53867. Donc : log 345,678 = 2,53 867.
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Comme la table donne les parties proportionnelles de 13, c’est-a-dire les produits de :3 par les

multiplicateurs de 1 & 9, on dispoese I'opération comme ci-dessous :

Pour N = 3 456 log = 53857 D =13
Correction pour 0,7 9,1
— 0,08 1,04
Pour 3456,78 " log = 53 867,14 Donc : log 345,678 = 2,53 867.

3¢ exempLE. — Logarithme d’un rapport trigonométrique.

Les tables de logarithmes donnent directement les logarithmes du sinus, de la tangente, de la
cotangente et du cosinus des angles du premier quadrant exprimés en degrés et minutes (ou en grades
et centigrades). La correction pour les secondes se déduit de la différence tabulaire algébrique D

D x
qui est la cotrection pour 60", Pour n”, on a donc la correction ", Soita calculer log cos 610 23’ 48",

60
Pour o = 61023 log cos & = 1,68 029 D =—23.
Correction pour 40" — 15,3
— 8" — 3,1
Pour o« = 61023/48" log cos « = 1,68 010 6
La sixitme décimale dépassant 5, on arrondit au-dessus : log cos 61023 48" = 1,68 011.

480. Probléme II, — Trouver un nombre connaissant son logarithme.

ler gxgMPLE, — Sans interpolation : log x = 2,65 963.

En regard de la mantisse 65 963, on lit dans la table 4 567. 1.a caractéristique étant — 2, le 1 chiffre
significatif 4 doit occuper le 2¢ rang aprés la virgule dans x.

Deonc : x == 0,04 567.

2¢ EXEMPLE. — Awvec interpolation : log x» = 2,45 680.

En regard de 45 667 on lit le nombre 2862 | D = 682 — 667 = 15
— 45 682 — 2863 = 680 — 667 = 13,

Pour une augmentation de D = 15 le nombre augmente de 1. Pour une de § = 13 ce nombre
augmente de 13 : 15 = 0,87.

Donc, 45 680 correspond au nombre 2 862,87 = » X 10",

La caractéristique de log & étant + 2, il faut 3 chiffres a la partie entidre du notnbre x.

D’ou : x = 286,287,
— En utilisant les parties proportionnelles de 15, on dispose ainsi le calcul :
Pour 45667 N = 2862 D =15
Cotrection pour 12 ) 0,38 3=13
—_ 1 0,07
Pour 45 680 N = 2862,87

Caractéristique + 2. Donc : x = 286,287.

3¢ pxempLE. — Cas d'un rapport trigonométrique. : log tg x = 1,78 627.

Soit 4 déterminer x en degrés tel que : log tg x = 1,78 627.
En regard de logtg & = 1,78 618 on lit & = 31° 26’ avec D = 29
La correction pour D = 29 serait I’ = 60", Pour 8 = 627 - 618 = 9 elle est donc :
¥ .
602——;5—? = 18”,6. On arrondit & 19" soit x = 31026’ 19",
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Pratiquement, avec les parties proportionnelles de 29 :

Pour logtga = 1,78 618 310 26' D=29
Correctioh pour 4,8 10" § =09
— 44 9 ‘

Pour log tg x = 1,78 627 x = 310 26' 19"

481. Calcul d’un logarithme népérien. — Lorsqu’on ne dispose pas d’une table
de logarithmes népériens, mais seulement d’une table de logarithmes décimaux, on opére .
comme suit,

ExeMPLR, — Soit d calculer : Log 345,678,
On a trouvé (n° 479, 29) : log 345,678 = 2,53 867 ==> Log 345,678 = % X 2,53 867, o

1\1—4- = Log 10 = 2,30 259 (n° 474). Pour effectuer cette multiplication par -;71. on utilise les multi~

plicateurs de 1\1—4 donnés dans la table et on dispose ainsi I'opération :

L 2,00 000 = 4,60 517

M
0,5 = 1,151293
0,03 = 0,06 907 8
0,008 =0,018421
0,0006 = 0,001386
0,00 007 = 0,00 016 1

l\l/l X 2,53 867 = 5,84 5509

On gardera: Log 345,678 = 5,84 551

482. Cologarithme. — On appelle cologarithme du nombre positif A
Popposé de son logarithme, c’est--dire le logarithme de son inverse.

colog A = —logA:log%

Si on désigne par p et m la caractéristique et la mantisse de log A, par p’ et m’ celles de
colog A on voit que : (p + m) + (p' + m') =0 avec metm' €]0,1[.

Ce qui implique puisque p et p’ sont entiers : m + m' = 1 == p +- p' = — 1, Donc ;

pr=—(+1) m =1—m [+ Donlarigle:

1° La caractéristique de colog A s’obtient en ajoutant + 1 a celle de
log A et en prenant l'opposé du résultat.

2° La mantisse de colog A s’obtient en prenant, pour chacun des chiffres

décimaux de la mantisse de log A, son complément a9 sauf pour le dernier

chiffre non nul a droite dont il faut prendre le complément a 10. :
log A = 3,19507 log B = 3,49060
colog A = 4,80493 colog B = 2,50940

on vérifie que I'on a bien : log'A + colog A = 0.

Ainsi :
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483. Multiplication et division d’un logarithme. — Pour effectuer la-multiplica-
tion ou la division de log A par un nombre relatif donné %, on commence par se ramener 3
un logarithme positif & I'aide du cologarithme :

875648 2,54 = — 22332 _ 985178 = 314822,
2,54
Lorsque le multiplicateur ou diviseur k est un entier simple on peut opérer directe-
ment : ) :
337826 X 5 = (—2 -+ 0,37826) X § = — 10 + 1,89 130 = 9,89 130

9,63 256 : 7 = (— 14 + 5,63 256) = 2,80 465
716825 x _35_ _—12 +So,so 4715 _ —15 +53,so 475 _ 3.90 095,

484. Calculs par logarithmes. — Si A, B, C, & sont des nombres positifs donnés
mRBy
(ou aisément calculables A partir des données) tout nombre inconnu x = & ACI,; oump,r

sont des rationnels positifs quelconques, se calcule en déterminant d’abord :
logx == logk -+ mlog A + plog B + rcolog C

puis en recherchant x connaissant son logarithme. On obtient ainsi un moyen d’effectuer
des opérations pratiquement -inabordables directement.

1er gxeMpLE. — Calculer le rayon R d’une sphére dont le volume V est 86,423 m?,

On sait (n°® 438) que : == ; 7R®  donc que R3 = % . ¥

Soit : 3 log R = log 0,75 + log 86,423 4 colog .
log 0,75 = 1,87 506 log R = 0,43 818
log 86,423 = 1,93 663 Pour 43 807 N = 2742
colog® = 1,50 285 11 0,7
3logR = 1,31 454 D’ou : 43 818 N = 2 742,7

R = 2,7427 m J
2¢ EXEMPLE, — Tyouver Uhypoténuse a d'un triangle rectangle ABC sachant que

b=24680m et c¢=13579m,

On a:a = 4/b% F ¢t Cette formule n’est pas directement calculable par logarithmes,
Y
Onécrit:a = bz\/1 + (g) eton poseg =tgpavecpe [0, ;] On obtient :

a=by/1+tg%¢ = b et les formules ;

cos @

log tg ¢ = log ¢ 4 colog b; log @ = log b - colog cos ¢.

logc = log 135,79 = 2,13 287 log b = 2,39 235
colog b = colog 246,80 = 3,60 765 colog cos ¢ == 0,05 742
log tg ¢ = 1, 74 052 log a = 2,44 977

En grades : ¢ = 32,022 gr. ,' @ = 281,69 m

~- On peut remarquer que !’angle auxiliaire @ introduit dans le calcul n'est autre que I'angle
C = 32,022 gr du triangle ABC, ce qui implique B = 67,978 gr.
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485. Remarque. — On voit d’aprés les exemples ci-dessus I'intérét que présentent
les formules calculables par logarithmes

Lorsqu’on est amené 2 introduire dans un calcul une variable intermédiaire tel que
Pangle ¢ du 2¢ exemple ci-dessus, il est en général avantageux de penser i une variable
angulaire. La souplesse et la variété des relations trigonométriques font qu’il y a intérét le
plus souvent, & déterminer en premier les inconnues angulaires dont tout calcul 3 effectuer
par logarithmes,

EXERCICES

—- En utilisant les tables, résoudre les équations suivantes :

943. log (x — 2) + log (x 4- 3) = 2. 944, 21.0g2 4 Log (¥ —1) = Log (4 x —1).
945. 2log®x — 11logx -+ 15 = 0, 946, 3 log®x — 13 log x 4 14 = 0.

7. 4log®x—3logx+1=0. 048, log®x —3Logx-+2=0.

949. 20Logtx— 16 Logx + 3 = 0. 950, 6 Log?x—(2a + 3 ) Logx + ab = 0.
951, ILog®x —7 Log?x -+ 36 = 0, 952, log*x— 34 Log?x -+ 225 = 0.

m 1
m

953, Log (x — 2) — Log (x — 3) = 1. 954, Log(x+a)~—-%Logax=Log

— Résoudre les systdmes suivants :
xy = a

x4 y == 65,
955. 3 o oy = 5. 956,

Log®x + Logly == 2—-90 Log?a.

a8+ 32 = @t 958 Log x 4 Logy = 2 Log a,

log x - log y == log 12a— 2 log 5. * | log®x 4 log®y=2log*a -+ 6logalog®m.
959, Résoudre P'inéquation : logy x > logg (3x — 2). .

. _ 4/ 3,9§§7.
960. Calculer : x = -—(—O—,BW—

961, Calculer 2z sachant que x = 4,25; y = 0,057 et que x2y V7 = V%

957,

s
962, On considére le nombre x = 81 ,\/ %35 et on pose log 2 = a, log 3 = . Montrer

que log x est fonction linéaire de o et B. Déterminer cette expression et calculer x.

~~ Déterminer les valeurs de x, ¥, ou z sachant que :

_ (842,5)8 3 __ 241,6 cos 58,423 gr 243,64 tg 76 gr

963, x = 7 2,3,. ¥y = (7,436)’ H tg 2 = ___W (z en grades).
in 47° 3 ! ’

964, »* = e(—————;;l,]); : = T B LTSS ((:%42;7;)503 ; sin ¥ = 8—————————6’4()? 1?126 718 (% en degrés).

~— Résoudre un triangle ABC, en calculant les éléments ineonhus, sachant que :
965, A = 100 gr; B = 67,432 gr; a = 32543 m,
966. A = 90°; B = 56043’ 25"; b = 151,87 m,
967, A =100gr; a = 637,08 m; b = 541,37 m,
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968, A = 90°; b=1253,40m; ¢ = 746,06 m,
969, 4 == 531,74 m; B = 71,407 gr; C = 48,259 gr.
970, A =72024'06"; b = 252,87 m; ¢ = 197,43 m.
971. 2 = 601,32 m; b = 448,56 m; ¢ = 349,84 m.

972. Soit 'équation du second degré : ax? + bx + ¢ = 0 avecac> Oetb®-—4ac> 0.
19 Ramener cette équation 4 la forme : 2 — 2 mx -+ k* = 0 avec m? — k2 > 0.

et o = ® si:sing = X

2etx —kcotg251.s1nqa—m

30 Application. — Résoudre trigonométriquement, A 1’aide de la table de logarithmes ’équation
24,32 x2— 73,56 x { 3847 =0

en commengant par calculer ¢ en grades.

20 Montrer qu’elle admet pour racines x' = k& tg

973. Reprendre exercice précédent avec I’équation ;
6,842 x? — 120,14 x + 423,56 = 0
en calculant ¢ en degrés, minutes et secondes.

974. On considére ’équation : ax® 4 bx -+ ¢ = 0 avec ac < 0.
1° Ramener cette équation 4 la forme : x* — 2 mx — k% = 0,

2° Montrer que : ' = k cotg % et x"=—hktg % en sont les racines si : tg ¢ = s-’
30 Application. — Résoudre 4 I'aide des tables de logarithmes ’équation :
72,45 x2 —243,8x — 132,43 =0 (¢ en grades).

975, Reprendre I’exercice précédent avec I’équation :
27,437 x® 4 52,478 x — 123,45 = 0 (9 en degrés),

976. Soit I'équation du troisitme degré : % 4 px 4 ¢ = 0 avec 4 p* + 27 ¢3 < 0.
19 Montrer que si I'on pose k& = A / - 4-;;_1’ et cos ¢ = — %, les trois racines réelles de
?

I’équation (n® 390) s’écrivent : % cos 3 kcos ¥ _*; 2n et k cos 2—?3—2—1-:

20 Application. — Résoudre trigonométriquement ’équation :
32,436 «® — 158,87 x + 92,748 = 0.

977. Reprendre P'exercice précédent avec I'équation :
43,621 x% — 201,59 x + 108,43 = 0.

978. 10 Calculer la dérivée de y = % Log? x.
209 Trouver la primitive de ai_c Log x, nulle pour x = e.

979. 1° Ktudier la fonction y == x — log, » en distinguant les deuxcas:a> let0 <a <1,
2° Comment faut-il choisir la base gjpour qu’un nombre donné « soit égal 4 son logarithme log, a ?

3° Montrer que si Péquation x = log, # a deux racines & et 8 pour une valeur de a donnée, elles
vérifient 1'égalité of = B,

980. En appliquant la formule des accroissements finis & la fonction logarithme népérien, mon-
1 1 . ..
trer que : s <Log(n+ 1) —Logn < > oll n est un entier positif.

1

En déduire que la suite dont le terme de rang n est U, = 1 4 % + % i ;-‘

tend vers - © lorsque n augmente indéfiniment.
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981. Soit la fonction de la variable x suivante : y» = x% + %

10 Etudier sa variation. Tracer la courbe représentative,

20 Quelle est I’abscisse du point d’intersection de cette courbe avec I'axe 'Ox } En calculer une
valeut approchée 4 I'aide des tables de logarithmes.

30 On envisage, sur la courbe, le point A d’abscisse 1 et le point B d’abscisse x, supérieure & 1,
Quelle est I'aire comprise entre la coutbe, I’axe x’x et les droites ¥ = 1 et x = % ?

49 Calculer, avec les tables de logarithmes, fa valeur approchée de cette aire lorsque x, = 2, (On
rappelle que logyge = 0,43 429.)

982, Résoudre numériquement les équations suivantes et indiquer, dans chaque cas, si les
valeurs obtenues sont exactes ou approchées :

115, ¢ -t 15, . N L
a) x 5T b) e et =3 o) log = logz_T’

d) tg3z——cotg3z=—l4—_s avec 2 €10, =l.

. L 2
983, On considére la fonction : f (x) = logx + T T 8% + 0,63 436,

olt log x désigne le logarithme décimal du nombre positif x.

1¢ Calculer A P'aide d’une table de logarithmes 3 cinq décimales : f(0,09); f (0, 08); f(0,084);
£ (0,083).

20 Calculer la dérivée par rapport & x de f (x¥) et montrer qu’elle a un signe constant.

30 En déduire que f (x¥) = 0 admet une seule racine positive, dont on donnera une valeur appro-

1
chée 3 1000 prés par défaut,

984, Soit la fonction ¥ = x (Log ¥ — a) ot a désigne un parametre réel.
19 Construire le graphe de la fonction y. Quelles sont les coordonnées du minimum m en fonction
de a? Lorsque a varie, sur quelle courbe se déplace m ?
20 La tangente & la courbe en un point M d’abscisse x rencontre 'axe Oy en un point T. Montrer

que OT = x.

. 985, Etudier les variations de la fonction : y = x? -}- aLog x et Ia forme des courbes représen-
tatives suivant les valeurs de a.
Déterminer le lieu des points oul la courbe admet une tangente paralldle & Ox.

986, 1° Etudier les variations de la fonction : y, = Log x et en déduire les variations des fonc-
tions : 3 = Log x? et y3 = Log &%,

20 Construire dans un méme repeére orthonormé (unité = 2 cm) les graphes de ces trois fonctions.
309 On coupe ces trois courbes par la droite x = 2 et 'on méne les tangentes aux points d’inter~
section. Démontter que ces tangentes concourent én un méme point.

987. 1° Etudier la fonction : y = -1- Log x lorsque x varie de % A 8, Construire son graphe (C)
dans un repére rectangulaire xOy (unités 2 cm sur Ox 10 cm sur Oy). On donne e = 2,718 28 et
Log2 = 0,6931. On déterminera les points d’abscxsses 3 1; 2; 4; 8 par leurs coordonnées 4 0,01 prés
par défaut, )

20 Calculer la dérivée de Y = % Log? x. En déduire I'aire S du domaine compris entre la courbe (C),
Paxe Ox et les paralléles & Oy d’abscisses x = 1 ét x = 8, Préciser I'unité de mesure de cette aire.
988, 1° Ktudier les variations et construire le graphe de la fonction :
1
VTR g (s 4+ VTFH)

2° Démontrer que le changement de x en -— x entraine le changement de y en — ., En déduire
la symétrie du graphe par rapport au point O,
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989. 1° Etudier la fonction y = Log x + 4 x— 8 x 4 1 et construire le graphe (C) de cette
fonction. Montrer que cette fonction présente un maximum et un minimum dont les ordonnées sont
négatives,

20 Quelle est la dérivée de x Log x 7 En déduire une primitive Y dela fonction y. Déterminer |'aire

du domaine limité par la courbe (C), Paxe Ox et les droites x = % etx = 1+

990. 1° Pour quelles valeurs de A la fonction : ¥, = Log (x? -+.4 2 -+ )) est-elle définie pour

toutes les valeurs de x?

20 Résoudre I’équation : y, = Log (x + 2) + Log 2
(3 est la fonction EN dans laquelle on fait A == 0).

30 Ktudier les variations de y, et les représenter graphiquement,

40 Vérifier que Y, == 2 [(x -+ 2) Log (x + 2) — x] est une primitive de y,.

5¢ Calculer I'aire comprise entre la courbe représentant y,, les droites x = -— 1 et x = 0 et l'axe
Ox, & -1107‘ prés.

991. 10 I.a courbe représentative de la fonction Log x étant supposée connue, en déduire le

tracé de la courbe (C) représentative de la fonction f (x) = ~— Log x pour x > 0.

On prendra pour unité de longueur 1 cm sur chacun des axes et ’on s’attachera A une précision
graphique convenable.

20 Vérifier que la fonction F(x) = x — x Log « est une primitive de la fonction f (¥) précédentc.

30 Utiliger cette primitive pour évaluer P'aire du triangle mixtiligne limité par la courbe (C),
I’axe Ox et la droite d’abscisse x = 10~", ol n désigne un entier positif. Montrer que, pour n = 5,
cette aire est comprise entre 0,999 et 1.

- Log x — 2
Y Log x — 1
On appellera (C) la courbe représentative de cette fonction. On ne demande pas de la construire
encore.

992. 1° Etudier la variation de la fonction :

1 tend vers l'infini

20 Admettant que x Log x tend vers 0 quand x tend vers O, montrer que ¥=

quand x tend vers 0.

30 Calculer la dérivée de y et en déduire le coefficient directeur de la tangente 3 la courbe (C) au
point d’abscisse 1.

4° Pour quelle valeur de x la fonction ¥ prend-elle la valeur 3? Calculer cette valeur avec la
précision permise par les tables de logarithmes 4 cinq décimales.

5¢ A Plaide des résultats précédents, construire la courbe (C) avec la plus grande précision
possible. '

993. 1° Etudier les variations de la fonction : ¥ = x Log x — 3 x, lorsque x appartient a P'inter-
valle 1 << B,
20 Tracer la courbe représentative (C), de cette fonction et les tangentes aux points d’abscisses
x =1 et ¥ = ¢% dans un repére orthonormé (unité = 1 cm).
30 Donner I'équation de la tangente & (C) au point d’abscisse x = ¢ et tracer cette tangente sur
le graphique précédent.
40 Calculer la dérivée de la fonction: Y = % x® Log x. Comparer cette dérivée a la fonction

y du 1° et en déduire une primitive de la fonction y.

Exprimer l'aire A, de la portion de plan comprise entre la courbe (C), I'axe des x et la paralléle
4 I’axe des ¥ menée par le point d’abscisse x = 1 sur I’axe Ox, Doniner une valeur approchée de A
en centimeétres carrés.

Log x — 2
Log x
1° Pour quelles valeurs de x cette fonction est-elle définie ?

994, On donne la fonction y =
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29 Pour quelle valeur de x cette fonction s’annule-t-elle ?
30 Calculer la limite de cette fonction quand x tend vers 4 o et quand x tend vers 0.
40 Calculer la fonction dérivée.

995. On donne la fonction y = » ot on suppose x > 0.

Log x
x
10 Calculer la dérivée y'; étudier les variations de la fonction y. Pour quelle valeur de ¥, y est-il
maximum ? Quelle est la valeur de ce maximum ? Montrer que ’'on a y << Log 2 quel que soit x.
29 On désigne par # un entier au moins égal & 1; déduire de I'inégalité précédente I'inégalité
n < 2%, Montrer que cette derniére inégalité peut aussi se déduire du développement de (1 - u)" par
la formule du bindme.

996, On considére la fonction : y = x3 Log x.
1° Pour quelles valeurs de x est-elle définie ? Dans toute la suite du probléme on se limitera aux

. 1 1
valeurs de x comprises entre : ete: ; K< x e

20 Calculer la dérivée »' de y par rapport & x. Pour quelle valeur de x cette dérivée est-elle nulle ?
Quelle est 1a valeur correspondante de y ?

3° En déduire le tableau de variation de y quand x varie de 71, 4 e. Calculer & 0,01 prés les ordonnées

des points d’abscisses : x, = €*1; Xy == %; xg = 13 xy = 2

Construire I'arc de courbe représentatif des variations de » en prenant, sur les axes, des unités de lon-
gueur commune 2 centimétres,

997. Soit la fonction : y = 2x—Logx  de la variable .

19 Pour quelles valeurs de x la fonction y est-elle définie ? On se limite, dans la suite du probleme,
aux valeurs de # inférieures ou égales & 10 (x << 10). Etudier y quand x tend vers zérd, Dresser le
tableau des variations de la fonction y de la variable .

29 Calculer, 4 0,01 pres, les logarithmes népériens de 2, de 3, de §, puis de %x de %x de 6, de 9, de 10.
Dresser le tableau des valeurs de ¥ correspondant & ces valeurs de x (x = 2, ¥ = 3, etc.),

30 Représenter graphiquement les variations de la fonction y dans un repére orthonormé xOy.
On prendra le centimétre pour unité sur chacun des axes.

40 Vérifier que %* + x — x Log % est une primitive de y, En déduire I'aire de la portion de plan
comprise entre la courbe, 'axe de x et les paralleles 4 Oy d'abscisses x = 1 et x = 3,

1+ x)’ 2 ,
. pra et construire la

courbe représentative. Montrer que cette fonction s'annule pour une valeur de x que I'on déterminera
4 0,01 pres,

e a2
2° On considére la fonction y == f(x) = ¥ Log (1—5—’5) - Que devient-elle lorsque x tend

998, 1° Ftudier les variations de la fonction z == Log(

vers 0 ou vers - o« ? (On rappelle que-:; Log (1 4+ #) — 1 quand & —» 0), Etudier la variation

de f (x) et construire, dans un repére orthonormé, sa courbe représentative (C).
30 Calculer la dérivée de (x? — 1) Log| 1 4 x| — x* Log| x| et déterminer V'aire de la portion
de plan comprise entte la courbe (C), la droite y = 2 et les droites x = 0 et x = a > 0.
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FONCTIONS EXPONENTIELLES

486. Définition. — Quel que soit le nombre réel positif a # 1, la fonction logarithme
base a est une fonction définie continue et monotone sur [0, - oof, croissante de — oo 3
+ oo pour @ > 1, décroissante de + oo 3 — oo pour 2 < 1 (n®473). 1l en résulte (n° 326)
que tout nombre réel x est le logarithme base a d’un nombre positif unique y appelé expo-
nentielle base 4 de x.

YxeR, 3y > 0 tel que x=log,y <> Y= expg & | N

La fonction y = exp, » est la fonction réciproque de x = log, y. C’est une
fonction positive de x, définie, continue et monotone sur }— o, - o[, crois-
sante pour a> 1, décroissante pour a < 1.

D’autre part, les relations log, 1 = 0 et log, @ = 1 entrainent quel que soit a > 0
exp,0=1 et exp,l=a.

487. Notation : exp, ¥ = a®. — Des relations (1) on tire : log, (exp, x) = x.

Or lorsque x est un nombre rationnel m € Q, on obtient (n° 471) :

log, (exp, m) = m = log, a™ = €xp, m = a™ |- (2

La fonction exp, x est identique a la fonction a® pour toute valeur ration-
nelle de . :

Ces valeurs de x sont d’ailleurs les seules pour lesquelles on puisse définir a® par la
p q - . . .
formule : g0 = \/ a®. Or la fonction exp, x étant continue, il en résulte que, lorsque l¢
?

rationnel m = -q—_tend vers le nombre réel x (rationnel ou non) le nombre a™, égal 4 exp, m,

tend vers exp, ». C’est pourquoi par définition :

On pose a® = exp, x pour toute valeur non rationnelle de I’exposant x.

yxeR: y=a" <= log,y =« { (3)

En particulier ; y = e <==> Logy =« |- “4)




FONCTIONS EXPONENTIELLES 305

488. Formules fondamentales. — Eliminons y entre les formules (3) :

I . Log a®
08y 4° = & <= T =4
done : fxeR: Log a® = x Loga |- (5)
De méme : YxeR: Log e = x |- (6)
Quel que soit w ona; Loge* =u donc pouru==xLoga:
Log ¢#108¢ = x Log a = Log a* ce qui entraine :
a® = erloga . (7)

La fonction a® n’est donc qu’un cas particulier de la fonction e** d’on I'importance
de cette derni¢re. D’autre part, la formule (5) s’écrit quel que soit le nombre positif b dif-
férent de 1 (n° 472):

< log, a® = x log, 8)

formule qui généralise le logarithme d’une puissance d’exposant rationnel,

Ainsi pour b = 10 on obtient : loga® =xloga | 9

489. Extension des formules relatives aux exposants. — Toutes les formules
relatives aux puissances d’exposants rationnels de nombres positifs @, b, ¢, 8’étendent aux

puissances d’exposants réels x, y, # rationnels ou non.

1o | a=b®c* = (abc)*

En effet : Log (a® % ¢¥) = x Loga + x Log b + x Log ¢ = x Log abc == Log (abc)*
Donc: Log (a® b* ¢®) = Log (abc)® <= a® b* ¢® = (abc)®.

. a\® a \* aA?  a*
On en déduit : (-b-) b = (-b--b) = 4% (5) -5
. - AL
En particulier : (-&) =
20 | avavat = guetvs | En effet :

Log (a* a¥ a®) == x Loga + y Loga 4 s Loga = (¥ + y + 8) Log a = Log a%tv+

Soit : Log (a® a¥ a*) = Log a®+* <= g% a¥ @* = q®+¥t*

1

- 1 ®
Ainsi : @ar=a=1 <> a*=—2=|2)"
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2| (@) = (@F=a

En effet : Log (a®)? = y L.og a® = xy Log a == Log a*¥

Donc : Log (a*)V = Log a® <ec==3> (a%)V == @™
! 2 y w
Ainsi : (a”)ac =] (az)” == ql = q, (aW)m =q* = qV¥,

490, Calcul de 4* ou de %, — On procéde a I'aide de la table de logarithmes décimaux
sachant que :
y = a® <= logy = x log a.

EXeMPLE. — Soit d calculer n V3 = (3,1416)144
On lit dans la table : log © = 0,49 715.
On effectue : 0,49 715 X 1,414 = 0,70 297.

log ®Vi = 070297 ==> nVi=1504625
Le calcul de y == ¢* <==> log y == x log e est facilité, car il existe dans les tables de
logarithmes, un tableau donnant M == log e == 0,43 429 et —IM- == Log 10 = 2,30 259 ainsi que

les produits de ces deux nombres par les multiplicateurs de 1 2 9. On les utilise pour effec-
tuer la multiplication de M = log e par le nombre donné x.

ExeMpPLE. — Calcul de y = 4% <= logy = M X 2,476

D’aprés la table : MXx 2 = 0, 86 859
M X 0,4 = 0 17 371 8
M X007 = 0030401 "
M X 0,006 = 0, 00 260 6
logy = M X 2476 = 1, 07 5315

logy = 1,075315 == y = M0 == 11,8935,

FONCTIONS e* ET e

491, Formules de dérivation. — Puisque la fonction y == ¢* est la fonction réci-
proque de x = Log y, on en déduit que y = ¢® est une fonction dérivable de x.

Et en dérivant par rapport 4 x les deux membres de la relation : Log y = x on obtient
(no 461):

Logy == & smoi» y;::l — ) =y =,

Donc: y = e y’zeﬁ

La fonction y = ¢” posstde donc la propriété remarquable d’étre en tout point égale
A sa dérivée. Il en résulte que ;



FONCTIONS EXPONENTIELLES 307

La fonction y = ¢* est indéfiniment dérivable et toutes ses dérivées
successives sont égales a ¢

RN  y—empymy =y = .. =y =

Par suite (n.0 341) lorsque # (x) est une fonction dérivable de x :

Y= = y = e’

On voit ainsi que :

= pd%+d ! e g0 D A e 42 paztd ) —. g8 eaxtd
y e === Y ae 4 a“ e e Y a* ¢ .

En particulier :

y o= e~ % s y' = —— g~

On voit alors que :

!

y= e—a:==>y=yu =y1v= =y(2n) = ¢7%, ¥ =y”’z . :y(2n+l) =% —— g%,
492. Variations des fonctions ¢* et e=%, — La fonction y = ¢* admet pour dérivée
y' == e* > 0 quel que soit x.
D’autre part, la relation ¥ == Log y montre que & == § == ¢* = 1,
X— —o0o=3>y—0 et X —> 4 00 =>9 —> + 00,
La fonction 2 == = = ;15 admet pour dérivée 3’ = — ¢ < 0,

$=0=2>2=1; %—>— 0= Z—> | 00} ¥—> +} co==>2—0,

On obtient donc :

x| —o0 0 - oo : x| —oo 0 +
y + 1 + ; — —1 —
0 ~ 1 A 4o g4+ v 1 N O
493. Limites relatives & ¢* et ¢, — 1° Lorsque x tend vers -+ oo, le

& . .
rapport tend vers -+ =, tandis que le produit xe—* tend vers zéro.

Posons % = u <===> x == Log u. Lorsque & — -+ o0, il en est de méme de u ct par

suite de %, Or le rapport Loug ® tend vers 0 (n° 465), donc :
x e’ -
e—w->0===$--£—++m et xe“’-—*o.

2° Lorsque x tend vers -+ , ¢ croit plus vite que toute puissance de x

tandis que ¢~ décroit plus vite que toute puissance de o
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2

Désignons par & un réel positif donné. En remplagant x par z dans e;”’ on voit que k—:k

® x\k
: . k % , . e
tend vers -} oo. Il en est donc de méme de % et de (%) c'est-3-dire de 7+

fk>0: = — | 00,
xk . e
— e ~% .
I en résulte que = = xre tend vers 0. Donc : (—T—’E_) — 0,

X

494, Graphes des fonctions ¢® et e~%, — Dans un repére orthonormé la courbe
¥ = ¢* se déduit de la courbe y = Log x dansla symétrie par rapport 2 la premiére bissectrice
y = x(n° 327). _

La courbe y == ¢* admet donc Ox pour asymptote lorsque x —> — oo (fig. 148) et
admet une branche parabolique de direction asymptotique Oy lorsque ¥ — + co. Comme
y" = ¢ > 0, la courbe est concave du c6té des y positifs. Elle coupe I'axe Oy au point
A (0, 1) o la tangente admet pour coefficient dlrecteur 4+ 1. La tangente au point E (1, ¢)
a pour coefficient directeur e, Cette tangente est donc la droite OE.

i} \ Y e*
\ 4
]
1
]
1
|> 3
EX"" T8 E
\ e
\
\vVo2

Fig. 148,

La courbe y == e~* (en pointillé sur la fig. 148) se déduit de la courbe y = ¢* dans
la symétrie Oy car le point M d’abscisse x sur y = e® et le point M’ d’abscisse — ¥ sur y = ¢~*
ont méme ordonnée %, La courbe y = ¢~* est donc asymptote 3 Ox lorsque x — + oo et
admet une branche parabolique de direction Oy lorsque x tend vers — oo,

s 1
495. Remarque. — Quand » tend vers 0, le rapport ? p tend vers + 1.
2z . g0
Ce rapport qui s’écrit : prguan 8 admet pour limite (n° 330), la dérivée de e au point

x = 0, c’est-a~dire ¢ = 1,
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FONCTION a*

496, Dérivée de y = a® — Rappelons (n® 488) que y = 4% <= Log y == x Loga.
s0it : y =: grLoga

Done : a® = evloge

Pour « = Log a la fonction a® est identique ¢ la fonction ¢**.

La dérivée de e*= étant «e*2, il en résulte que :
Y == 01080 == g == 21080 ] og q,

soit : y = a*® — ' = q* Log a

Comme a® = ¢*1089 est positif, il en résulte que y' est du signe de Log a.

497, Variations de y = a% — 1°f Cas : a > 1 == Log a > 0. La dérivée y'
est positive pour tout x et la fonction y = 4® est croissante sur ]— oo, - oof. Lorsque
® — + oo, ¥ Log a — 4 oo et y = 91089 tend vers - oo, Lorsque ¥ — — oo, il en est de
méme de x Log a et y tend vers 0.

2° Cas: 0 <a <1==Loga < 0. La dérivée y' est négative et la fonction y = a*
est décroissante sur ]— oo, + oo[. Lorsque x tend vers | oo, & Log a tend vers — oo et
y = e*10¢a tend vers 0. Lorsque x tend vers — oo, & Log a tend vers -+ oo et y tend vers + oo,

T ay
W — -
i

a>1 ou a=DLoga>0 i‘ 0<a<loua=Loga<0
x| —o 0 + o fs x| —o0 0 + o0
Y + « + |

y| 0 A1 A toeo yl4+oo N 1 x 0]

§
i
HE

498. Courbes y = a®. — Supposons tracée dans un repére orthonormé la courbe
y = ¢® et considérons sur cette courbe le point M(x, ¢%). Si nous prenons sur la courbe

y = a® = e®1o%a le point M’ d’abscisse Eg'g—é’ il a pour ordonnée y = 2. Il en résulte que :

La courbe y = a® se déduit de la courbe y = ¢* dans Uaffinité orthogo-

1
» oy .
nale d’axe Oy et de rapport k = ioga

Remarquons que cette propriété n’est pas différente de la propriété n° 473, car les
courbes y == €® et y = a” sont les courbes x = Log y et x = log, ¥ = k Log y. La courbe
a méme allure que la courbe y = % pour a > 1 ou Log a > 0, que la courbe e~# poura < 1
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ou Log a < 0(fig. 149).Elle est d’autant plus rapprochée des axes Ox et Oy que « = Log a
est plus grand en valeur absolue. Elle passe toujours par le point A(0, 1) ol sa tangente a
pour coefficient directeur « = Log a.

4
a-% g~ pgx 02.1: g a‘x/-’

!
]
|
/
/
i
!

499. Courbes y = e**, — La famille de courbes y == a® (fig. 149) n’est autre que
la famille des courbes y = e** puisque ¢® = €** pour a = Log a. C'est pourquoi, d¢ préfé-
rence A P'exponentielle a®, on utilisc 'exponenticlle e*=.

La dérivée de e étant «e*®, la tangente 2 la courbe ¥ = ¢** au point M(x, ¢**) a pour
équation : :

Y — e = g e* (X — x) <=3 Y = qe® [X-x+ é]

Cette tangente coupe Ox au point T pour Y = 0 dont P’abscisse est : Xp = & — %,

. 1
ce qui montre que Xqp — & = — ; ©st constant.
La sous-tangente, relative a Ox, @ la courbe y = ¢** est constante.
La tangente passe par O pour & == é=-—> ax == le=py =@,

Le point de contact de cette tangente avec la courbe se déplace donc sur la droite y = ¢
lorsque a varie de — o0 4 -} o0,

REMARQUE, — 11 est assez facile d’écrire toute équation y = 1 e*+f ou y = Aex®

sous la forme y = + k £ Le changement d’axes x = %y - kX, y = + kY conduit
alors 3 Péquation Y == €%, ce qui mentre que toutes les courbes exponentielles y = - e**+8
sont semblables entre elles.
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APPLICATIONS

500. Limite de (1 + ;}')m lorsque m tend vers -+ co. — Nous avons vu (n° 468)

que lorsque 4 tend vers 0, I'expression I_,_gg_(}'ih_) tend vers + 1.Il en est donc de méme de

1 n
Log (1 -1 k). En posant h = -'1;‘ on voit que lorsque m tend vers - oo, Log (1 + '1-'-‘) tend

vers 1. Donc:

1 m
Lorsque m tend vers + oo, I’expression (1 + ,;) tend vers e.

1
]

X . x\2 x\™
En remplagant & par — on verrait de méme que : (1 + ﬁ)” = [(1 + ;;z) ] tend

m
vers ¢ lorsque m — 4- oo, donc que (1 + :—l) tend vers e*.

501. Théoréme, — Lorsque 'entier n tend vers -+ ~, le nombre ¢ est
la limite de la suite de terme général :

1

1 1 1
U”~—=1+T‘l+'ﬂ‘}"3"'!+"'+”l'

Considérons la foneti o AL -z(l i+”’+...+x")
onsidérons la fonction p(x) = @D 4 e +1it 3 o
ot la constante A est déterminée par la condition ¢(1) = ¢(0) = 1.

n
La fonction o(x) est continue et dérivable sur [0, 1]. Sa dérivée ' (%) = z—i [A — e

s’annule d’aprés le théoréme de Rolle (n° 362) pour une valeur ¢ de x comprise entre O et 1,
ce qui montre que A = e~°, La relation ¢(1) = 1 donne alors :

et el-o
@rDit e Un=1<=e=U+ a7y

Puisque 0 < ¢ < 1==>0 < 1—c <1, on voit que e — U, est positif et inférieur

a e _: i qui tend vers 0 lorsque 7 tend vers 4- oo, La suite croissante U, a donc pour

limite e.

502. Application au calcul de e. — Si on pose V, = U, + rlz 1‘* on voit que V,

nl
est le terme général d’une suite décroissante, car Vyyy — Vo = — n (nl_*_ T)'(n -I} I’

qui tend également vers ¢ puisque V,, — U, tend vers 0. Finalement :

Rim
Bilr

U, <e<U,+
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Ainsi : Uy = 2,718 281 801 1... par défaut.
11
et 10°701 = 0,000 000 027 6 par excés.
Donc : 2,718 281 801 1 < e < 2,718 281 828 8
et par suite : e = 2,718 281 8... avec 7 décimales exactes.

503, Primitives relatives aux fonctions Log x et ¢*.

FONCTIONS PRIMITIVES FONCTIONS PRIMITIVES
P e+ C o e+ C
1 a®
+d - +d L
Pl ae‘"’ + C a Loga+c
1 u'
o Log |x} 4 C - Log |4| + C
i i i i x —
iy ;Loglax+b|+C po: g EZLogx_}_a +C
1
Log | x Log|x] —x 4+ C Loglx + V> F kl+C
g || g x| Y o gl + VT
cotg x Log lsin x| + C tg x -~ Loglcos x| + C’
1 x 1 x =«
sin x Logltg§|+C cos x Logltg(§+-;)l+c

Ce tableau se vérifie par dérivation. Voici comment on peut retrouver quelques résul-

tats ¢
1 A B
loxs__aa:x_a+x+a=¢A(x+a)+B(xwa)El==>A+B=0
et A-—B:——% B A___..__B..__i!.‘.l
1 1 1 1 )
Ii en résulte que ! 35 = 5= [x——:; i ta est la dérivée de
1 1 x—a

20 Log |#| est un des termes de la dérivée de 2 = x Log |x|. En effet :
Log | x| +£= Log |x! + 1.
Donc: Log |x| = 2’ — 1 = (% -— x)’ est la dérivée de : x Log | x| — «.

= x Log lx| = 2’ =

R x VEYh+ x %
3°Posonsz=x+\/x3+h=>z=1+\/m== \/m “‘\/m
Donc:vx_:__—:_——h =Z est Ia dérivée de Log | 2| = Log |« + 4/ T ).

40 cotg x = :;):: (ssl:)";) est donc la dérivée de Log |sin x|.
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1 1 1 1 1 . x
50 sinx=2 ¥ ic:t-—f-z 210-01'2 2,_cestladénvéedetg§~
sinzcos; tg5 2cos’ 5 cos® 5
(3)
Done: - — o2 oot 1o dérivée do Log |tg %] Par suit =]
onc: e = *—~ est la dérivée de Log |tg 5| Par suite — ( f)-msx
g3 sin |# + 5
. ¥ 0w
est la dérivée de Log |tg (2 + 3{)|
REMARQUE. — On peut écrire les primitives ci-dessus sous forme d'intégrales, Ainsi :
Je“ du=e*4C, J%:f = Log|u| + C. fcotg x.dx=Log |tg g + C.
1 dx 1 dx .
~J‘e"‘ﬂ°¢iac=&e""0+c. Jax-{—e = ~ Log |ax+ 6]+ C. Jm = Log |sinx| + C.

504. Applications.

1° Primitives de (2 x -} 3) e**. Cherchons la dérivée de 2 = (Ax 4 B) %2,

Nous obtenons : 2’ = e#* [a (Ax - B) -+ A). 1] faut donc : aA = 2 et B + A = 3, ce qui donne

2 3 2 . .. 2x 43 2
A= = et B = ol 3 Donc (2 x 4 3) e** admet pour primitives : ( p - 0—(2) e - C,

20 Primitives de e® [3 cos x -+ sin x]. Cherchons la dérivée de z = ¢* [a cos x -} b sin x].

Nous obtenons : 2’ = ¢*[(a + b)cos x + (b-—a)sinx). I faut donc :a-+b=3,b—a=1,
soit @ = 1, b = 2, Par suite ¢® [3 cos x - sin x] admet pour primitives ¢* [cos x - 2 sin ] 4 C.

x _ ®
P —3x42 (x—1) (x — 2)
sous la forme : xi 3 + -x-—?_——l- 11 faut : A (x — 1) 4 B (x — 2) == x, ce qui implique : A + B = 1

+ Décomposons cette fraction rationnelle

30 Primitives de 3

et A+ 2B=0 donc B=—1etA=2,
. x 2 1 .
La fonctlonx, o ey el Radvyes 1es‘tdoncladénvéedeZLog]ac-——Zl—~Log[x-——l i
L (x — 2)
et admet pour primitives : Log prgras + C.
.. 4x — 1 45— 1 . .
== . t.
40 Primitives de PTG GTY On voit de méme que cette fonction se

A B C
G TE=nTsr2

AGx+2)+B@+x—2)+C@—2x+1) =4x—1 =—> A=B=10Cm=—1,

4dx—1 1 + 1 - 1
B—3x4+2 (@x—1D? x—1 x42

si Pon a:

décompose sous la forme :

Donc Ia fonction :

est la dérivée de — ;—_—l_—l + Log|x — 1] —Log |x + 2| et admet pour primitives :

x—1 1
ml*“—_ﬁ”-

Log
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EXERCICES

— Etudier et représenter graphiquement les fonctions suivantes en commengant s'il est nécessaire
par étudier = = Log | y|.

999. y =xe® 1000, y = x ¢ 1001, v = (x — 1) &*.
1002. y = & 1003, y = 1004, y = x e *.
1 1 1
1005, 5 = .= 1006, y = x * 1002, y = (x — 1) e*
1008. 5 = x e — (x 4 1) 1009, 3 = (x —2)e*—2 1010. y = (a? —x)e™.
Liz =%
1011, y = &' 1012, y = o1~ 1013, y = ¢*11
1 1
1014, y = |x|* 1015. y = |x|* 1016. y = |1 + «|?
1017. y = e*cosx 1018. y = e?sin2mx 1019. y = e~l#l cos w .

—— Résoudre A P'aide des tables les équations en x suivantes :

1020. 10% —3.10° 4 2 = 0 1021, 10% —3.10°% — 4 = 0,
1022, 4% —- 1368 4 36 = 0 1023. 22 — 5t -4 =0,
1024, 5¢4* —13e*2—6 =0 1025. 492 —~5¢% 4 67 =0
1026, 5%#+4 — 7323 == 0 1027, 8.258 — 35,58 27 = Q,

1028, Discuter suivant les valeurs de m le nombre des racines de 1’équation :
A% b me? + 2 (m + 1) = 0,
Résoudre cette équation pour m = 1,

1029, Montrer que pour @ < 0, ’équation ¢* = ax -+ b admet une racine et une seule. En utili-
sant la courbe y == ¢” et la droite y = ax -+ b discuter suivant les valeurs de b la position de cette
racine par rapport 4 0 et 1.

1030. 1° Pour a > 0, déterminer I'équation de la tangente de coefficient directeur a 2 la courbe
Y=o -

20 En déduire suivant les valeurs de b le nombre des racines de ’équation ¢* = ax 4 b. Discuter
pour a = 2, la position de ces racines par rapport 4 0 et 1.

1031, Calculer la valeur de e avec 10 décimales exactes. En reprenant les notations du n° 502,

. , 11 1 1 .
on calculera, par défaut, avec 12 décimales Us, puis TR YR YY et 55 et on déterminera par

défaut Uy, et, par exces, Vy,.

1032. On désigne par P(x) un polyndme de degré n et par P/, P” ... P ses dérivées non nulles
Calculer les dérivées de e* (P —P' - P" —P" ...) et de =2 (P + P’ 4- P" 4- P” ...). En déduire les
primitives des fonctions e* P (x) et e*P(x).
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1033. Démontrer que pour tout polyndéme P (x) et pour tout nombre réel non nul a, la dérivée
de: Y = -— [ —— + P" g;—l ] est égale & e P(x).

En déduire les primitives de y = Ae’“ P(x) et de 3 = ¢¥+0 P(x).

~— Utiliser les résultats de I’exercice précédent pour calculer les primitives des fonctions :

1034, y = xe?; y =4 (x— 1) 2 = 2x?4+ 3x—4) e
1035, y = x%~; y = (%% — 3 x-+1)e*H; y = (&% — 3 x)’e~?,
1036, y = x%e”; y = 16 (x3 — 2 x2) &1, y = (xt — 3 x?) g-32+1,

1037, 1° Calculer la dérivée de Y == e**[a cos f & - b sin B x].

20 En déduire que la fonction y = ¢%* [A cos  x - B sin B x] admet pour primitives :

Y == 3 ? 5 e [(Aoe — BP) cos B x + (AR 4 Bo) sin Bx] + C.
X
-— Déterminer les primitives des fonctions suivantes :
1 1
1038. % 1039. T + 3 _ 1040. e
2x + 3 1
= Rl oy § 8. T
Log|x|‘ Log |x + 1. | .
1044, — 1045. T 1046. ¥ Tog? »
1047, x Log | x| 1048. (3 x + 4) Log | &} 1049. (4 x® — 2 x) Log | x|.
1, L Log [+ + /&),
1050. e 1051. = e 1052, VI
cos x sin x cos X — sin x
1053. sin® 4 3 1054, 2~ cos & 1055. sin% - cos %
1656, &7 cos x. 1057 5 1058. e!7 % sin x.

x

1059, Sachant que m désigne un nombre réel quelconque, étudier suivant les valeurs de m la

m
forme des courbes (C) : ¥ == xeT—=,
Construire les courbes (C) pour m = — 2, m == 0, m = 2 et m == 4, Construire le lieu des points
des diverses courbes (C) ot 3’ = 0.

1060, 1° Ktudier les variations de la fonction y = (1 - x) ¢.
20 Construire le graphe de la fonction dans un repére orthonormé. Caleuler 'aire du domaine
compris entre cette courbe et les axes Ox et Oy.
. . . £° — 2 . .
1061. 1° Etudier les variations de la fonction y == P Représentation dans un repére
o

orthonormé.

20 Déterminer l'aire S du domaine compris entre la courbe, 'axe Ox, la droite x = 1 et la droite
x = a > 1. Cette aire tend-elle vers une limite lorsque la valeur o tend vers -} o ?

1062. Etudier les variations de la fonctiony == Log|1 -}- x|. Démontrer que la courbe représenta-
tive (C) admet un axe de symétrie. Déterminer les tangentes A cette courbe en ses points de rencontre
avec axe des x. Déterminer les valeurs de x pour lesquelles la fonction y prend la valeur 1 et construire
les points correspondants de (C) (on prendra e = 2,7). Tracer enfin la courbe (C).

1
1+ x)?

Démontrer que cette courbe permet de résoudre graphiquement U'équation ¢* =
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1063. 1° Etudier la variation de la fonction z = ::

: ?. e étant la base des logarithmes népé-

riens (on rappelle que log e = 0,43 429),

Tracer la courbe représentative (C) et déterminer 'abscisse de son point d’intersection avec
'axe des abscisses. Calculer sa valeur approchée 4 0,01 prés,

20 Déterminer les abscisses des points de la courbe (C) oii le coefficient directeur de la tangente
vaut 2. Montrer que le résultat remarquable trouvé peut se généraliser pour un coefficient directeur
k> 0. Prouver que la courbe (C) admet un centre de symétrie, dont on trouvera les coordonnées.

1064, On considire la suite u, définie par ¥, = a, #; = (« + B) @ et la relation de técurrence
Uy = 2 A Upoy — QPUp.g.

1 Calculer les premiers tetmes jusqu’a .

2° On pose u, = a"v,. Montrer que v, est le terme général d’'une progression arithmétique.
Déterminer v,, puis u,, en fonction a, 8, a et n.

32 Montrer que la somme S, = uy + w; + ... + u, vérifie la telation :

S,— @ +u)=2a@,— uy—u,) —a? (Sp— tty — Uyy).

Calculer S,, et sa limite pour #n — o lorsqu’elle existe.

Log x

10685. 1° Rappeler (sans démonsttation) quelle est la limite de ~

quand x tend vers - 0.
En déduire la limite vers laquelle tend g quand x tend vers U'infini,

. . . . ) &° .
20 Etudier les variations de la fonction suivante : y = m Construire la courbe repré-

sentative (C).
3¢ A aide de cette courbe, étudier combien, suivant les valeurs du paramétre m, 1’équation
E—mx+1)=0
a de racines et quelles positions elles occupent par rapport aux nombres — 1 et e,

2
1066, 1° Etudier les variations de la fonction y = (;—2:—1) - Construire la courbe représen-

tative (C), dans un repere orthonormé xOy.

2° Montrer que la fonction y peut étre mise sous la forme (x_A.j)S + o E_ 1 + C,

A, B, C étant des coefficients & déterminer.

30 Application au calcul de l'aire du domaine limité par la courbe (C), son asymptote paralldle
4 Ox et les droites x = O et x = 3.

x2—4x 4 2

x—._———:;x—_l_—-i' Construire la

1067. 1° Etudier les variations de la fonction suivante : y =

courbe représentative, (C).
2° Montrer que la fonction considérée peut &tre mise sous la forme suivante ;
B C
y=At T
les lettres A, B, C désignant des coefficients, quel’on déterminera. Application & I’évaluation de Paire
du domaine limité par I’axe des x, la courbe (C), I'axe des y et la droite d’équation x = 2 —4/2,

1068. 1° Etudier la fonction : y = x — 1 + ;

Tracer la courbe représentative, (C), en axes rectangulaires, en prenant le centimitre comme
unité de longueur sur les deux axes. Tracer sur la méme figure le graphique de la fonction y = x — 1,

2° Montrer que (C) admet un centre de symétrie,

3° Trouver I’aire limitée par la droite d’équation ¥ = 1, I’axe des abscisses, x'x, la droite d’équa-
tion x = d (d > 1) et la courbe (C).
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1069. Sur la courbe représentative de la fonction y = 1 on prend les points M et M/, d’abscisses
x

respectives OH = 1 + u et OH’ = 1 — u, ol le paramdtre u reste compris entre 0 et 1.

10 Comment sont situées, sur I’axe Ox, les projections, Het H’, de M et M'? Evaluer en fonction
de u l'aire du quadrilatére mixtiligne HHMM'

2° Déterminer 4 pour que cette aire ait une valeur donnée m et montrer que
et — 1

u = '—"Ti- (m positif),
3¢ m étant donné, montrer qu'on peut lui associer un angle ¢, compris entre g et go tel que

™ = tg @, et que, dans ces conditions, ¥ = tg (1, — g)

40 Achever le caleul numérique de ¢ et de u lorsque m = 2. Vérifier graphiquement le résultat
obtenu,

1070. 1° Construire la courbe y = ;c entre les absclsses 0 et 10, l'unité de longueur étant le

centimétre, et calculer I'alre comprise entre la courbe, I'axe Ox et les droites x = 1 et x = 10.
20 On considére une sulte illimitée d’abscisses positives croissantes :
o Nopy oo Xog, Boy X =1, %, %, .y Xy .
Seule x, est donnée, égale 3 I'unité. Soit @ la valeur de I'aire comprise entre les droites x = 1, x = xj,

I'axe Ox et la courbe y = ;lc On demande de calculer tous les éléments de la suite x,, en fonction de a,

lorsque les aires comprises entre les abscisses consécutives x;; et x; sont toutes équivalentes & a (quel
que soit ’entier ). Que peut-on dire de la suite x,?

3° On se propose de partager I'aire calculée au § 1° en dix aires équivalentes, par des paraliéles
b I'axe des ordonnées Oy, d’abscisses xy, ¥y, ..., %, Calculer ces abscisses, en utilisant une table de
logarithmes & cing décimales.

40 Quelles seraient les abscisses ¥.j, X-g, ) %.g0 correspondant & la méme valeur de a? Les
comparer aux précédentes.

1071, 1° Ktudier la forme de la courbe d’équation : y = (x3 — 2 x + a) ¢® suivant les valeurs
du paramétre g,
20 Déterminer le lieu des points ol la courbe admet une tangente paralitle & Ox.

1072, On considére pour x > 0 1a courbe C,, d’équation y = x™ ¢~ avec m€ N,

19 Construire d'abord la courbe C, et montrer qu’elle admet un point d’inflexion dont on déter-
minera I'abscisse.

2° Démontrer que pour m > 1, la courbe C,, admet deux points d’inflexion, auttes que O, dont
on précisera les projections sur Ox par rapport & la projection du sommet,

3% Construire sur le méme graphique que C;, les courbes C,, C; et C,.

1073, On considire la fonction y = 2 me® — g2 ot m est un paramdtre réel.

10 Etudier, selon le signe de m, le sens de variation de la fonction. Dresser les tableaux de varia-
tion correspondants et dessiner I'allure de la courbe représentative C,, dans chacun de ces cas.

20 Pour m positif, quelle relation indépendante de m lie la valeur maximale de y 4 la valeur de »
correspondante ? Construire, sur un nouveau graphique, la courbe (I') décrite par le point S, ot C,,
admet une tangente paralltle & Ox lorsque m croit de 0 & - % . Dessiner sur ce graphique les courbes
C;, Cy, et les courbes C’, C” et C" correspondant & m = m' ,m" ou m" tels que :

0<m’<%<m”<1<m”’.‘

39 Soient m, et my deux valeurs données de m telles que 0 < m; << my; C,yy et Cpyg les courbes
associées. Evaluer I'aire A (1, my) du domaine limité par ces courbes d’une part et par l'axe Ox et
'arc S,y Sy de (') d’autre part. Limite de A (m,, my) lorsque m,; tend vers 0 et my = m? En déduire
que ’aire A (0, m) est proportionnelle & 'ordonnée de Sy.
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1074, On considire la fonction : y = =,
1° Démontrer que ' 4 2 x y = 0, puis par récurrence que : '
YO 4 2xyP 4 2 (n—1) yP = 0, 6)]

20 En déduire que y™ = ¢—=* P, (x) od P, (x) est un polyndme de degré n en x de la parité de n
et commengant par (— 2)"x*. Etablir que : P, + 2xP,_; — P, _; = 0. )
39 Des relations (1) et (2) déduire les relations :
Po+2xP;+2(n—1)P,.s=0; = -2nP,
et P,—2xP,+2nP,=0. (Polynémes d’Hermite).

1075. On construit dans un repere orthonormé les courbes (C) et (C') d’équations respectives
y=e"1et y = e =1 Soient M et M’ le point d’abscisse a + 1 sur la premitre et le point d’abscisse
a-—1 sur la seconde (a paramétre variable).

1° Equations des tangentes en M et M’ aux courbes (C) et (C’). Montrer qu’elles sont perpen-
diculaires et qu'elles se coupent au point A d’abscisse a sur Ox. Démontrer que la droite MM’ est
la tangente en I, au lieu (L) du milieu I de MM’. Equation de ce lieu (L)? Construire ce lieu.

20 quations des lieux (I") et (I") des projections N et N’ de M et M’ sur la droite x = a. Mon-
trer que les tangentes en N et N’ & (I") et (I'*) sont perpendiculaires et qu'elles se coupent en P sur
la droite MM, Montrer que P est la projection de A sur MM’ et que la longueur PA est constante.

3° On pose a = Log (tg %) et on suppose que ¢ désigne le temps. Trouver en fonction de ¢ les

coordonnées de P et construire sa trajectoire ('T). Montrer que le vecteur-vitesse du point P est porté
par la droite PH et que la normale en P & (T) est la droite MM'.

1076, On considére la famille des fonctions telles que : ¥ = Log|e* — m]|.

1° En-distinguant selon les valeurs du paramitre m, donner les intervalles de définition de ces
fonctions et étudier leurs variations,

2° Dans un repére orthonormé xOy, construire les courbes représentatives C,,, Préciser les asymp-
totes. Construire d’abord C, et C_, et montrer qu'il existe une symétrie conservant I'ensemble (C,, C..).
Montrer que pour m = e%, le couple (C,,, C_,;) se déduit par translation du couple (C,, C_,).

3% On choisit deux courbes C,, et C, avec 0 < m < p et on se donne x, > Logp. On prend
alternativement sur C, et C,, les points successifs : P, (¥%y; %), My (x0; 31 > ), Py (%, > %95 31),
M, (%15 33 > 31) oo My_1 (Rn-13 Y > V) €t P, (2, > %,y ; Yn) parcourant ainsi un trajet en esca~
lier. Evaluer Pabscisse x,, de P,. Vers quelle limite tend la différence x, — L.og # lorsque n tend vers
Pinfini ?



LIVRE IV : APPLICATIONS

22¢ Legon

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

505. Définitions. — 1° On appelle équation différentielle toute relation
entre une variable, une fonction inconnue de cette variable et certaines
de ses dérivées par rapport a cette variable.

Une équation différentielle de la forme F(x, , ') = 0 est du premier ordre, car elle
contient la seule dérivée y, une équation de la forme F(x, 3, ¥, ") = 0 est dite du second
ordre car elle contient y"..

20 On appelle solution d’une équation dzﬁ‘érentzelle toute fonction y = f (x) telle que,
pour toute valeur de x compatible avec Uexistence de cette fonction, x, f(x) et ses dérivées par
rapport & x vérifient Iéquation donnée.

Intégrer une équation différentielle, c’est déterminer ’ensemble de ses solutions.

506. Equation ¥ = P (v) ot P (x) est un polynéme en x.
EXEmMPLE: ' = 2u% 4 64 — 3x 4 §
4
=—>y:% +2x3—-—%x2+5x+A
Plus généralement : 3’ = a,,4™ + @y ™1+ .10 -+ X + 2.

x'”+1+9—;"'—1-_1x’”+... +%1x2+aox+A

J— am
—y = m- 1
Si P(x) est de degré m,la solution de I'équation différentielle y' = P(x) est un polyntme
de degré m + 1 dépendant d’une constante arbitraire A.
507. Equation y" = P (x) oit P (¥) est un polynéme en x.

EXEMPLE: " =243 + 642 — 32 45
===>y—--§+2x3——§—-+5x+A —_— g = —6+

Plus généralement :
y” = amx'” + am.lx"‘_l + e + a1x + ao
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==>y’=m+1xm+1+a"1;1xm+ . +%x2+ao,x+A.
Ay s
@y:mx 2. m(m+1)x++ 1‘2 3x3+ x2+Ax—{—B

Si P(x) est de degré m la solution de I'équation différentielle y" = P(x) est un polynome
de degré m - 2 dépendant de deux constantes arbitraires A et B.

508. Equation différentielle : y' = ay. — Le coefficient 4 étant un nombre réel
donns, il s’agit de trouver les fonctions y = f(x) telles que : 2;—; = a.
Or%;- est la dérivée de Log | y | et @ la dérivée deaw, donc :
Logly|=ax+k => |y|=e%tF => y= 1k e™

La constante k étant arbitraire, on voit que | ¢* ou — € désigne un nombre réel non
nul arbitraire C. Soit finalement :

y = ay => | y=Ce%”

REMARQUE, — On pouvait remarquer que y = €% est une solution de y' = ay et poser
’

’

y % . 2
y=ze“’°=>;=-z—+a ce qui donne ;:0 ou =0 et z=C,
Donc ; y = Ce®=.

509. Théoréme. — Lorsque deux fonctions y et z de la variable x ont
méme dérivée logarithmique, leur rapport est constant.

Si}—; = ala dérivée de Log |= l— Log |y| — Log | 3| est égale & : ’X =0.

|
ble

v .
=| est constant et par suite : i—: =C ou y=Czs

C’est donc que Log
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510. Equation y" + % = 0. — Le nombre « étant une constante réelle, il s'agit
de déterminer 'ensemble des fonctions ¥ = f(x) satisfaisant A cette relation :

Toute fonction y = f(x) solution de I’équation y" + vy = 0 est de la
forme y = A cos wx + Bsin ox olt A et B sont deux constantes arbitraires.

1o On vérifie que y = A cos wx + Bsin ox =>y' == — wAsinex + «wBcoswx
et ' = — w?A cos wx — w?Bsin wx = — wly = 9" L oy =0,
20 Lia réciproque qui pourra étre admise peut s’établir en posant y = 2 cos o x.

On obtient: ¥ = 2’ cos w x — wzsin wx et ¥ = 3" cos wax — 2 wz' sin wx — Wiz cos WX,
La relation ¥" + % = 0 devient : 2" cos wx — 2 w2’ sin wx = 0 ce qui entraine :

2" cos?wx — 2 w2 cos @ xsin wx = 0 ==> 2 costwx = C.

Soit 2’ = = % (tg wx) d’on, en posant-g =B

cos’wx
3 =DBtgwx 4+ A == y =Bsinwx + A cos vx.

Ainsi: 9"+ y=0<«=>y=Acosx -+ Bsinx

Y +9y=0<=>y=Acos3x+ Bsin3x

4yn+ y=0®y= Acosg—f—BSing'

511. Remarques. — 1° La solution générale de I'équation y" 4 w?y == 0 peut
s’écrire 1 y == A cos (wx -+ ¢) ouy == A sin (wx -+ ¢) en désignant par x et ¢ deux constantes
arbitraires.

20 Pour x = 0, la solution y = A cos wx + Bsin w¥ prend la valeur y, = A et sa
dérivée y' = — w A sin wx + B cos wx prend la valeur y, = wB. Donc on peut écrire :

Y = Yo €0S X + -‘; sin wx. Ceci montre qu’il existe une solution unique admettant pour

x = 0 des valeurs données y, et o

FONCTIONS VECTORIELLES

512, Définition, — On dit qu’un vecteur V est fonction d’un paramétre
variable t lorsque ses composantes scalaires dans un repére donné sont des
fonctions de la variable t.

> e p

Si 1, j, k sont les vecteurs de base du repere Oxyz et si X, Y, Z, sont des fonctions

X(t), Y(t), Z(t) définies sur le segment [a, b], le vecteur V(X,' Y, Z) est une fonction vecto-
rielle de ¢ sur [a, b]. On écrit :

| V= V() — XO)7+ YO T+ 2. |
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Si dans le repere Oxyz (fig. 150) on construit OM = V(t), le point M décrit lorsque ¢
varie sur [a, b] une courbe (C) appelée indicatrice de la fonction vectorielle —V(t).

513. Limites vectorielles, — 1° Dire que V (t) —0 lorsque t —— 1, signifie que le
module |V(t)| — 0 lorsque ¢t — t,,.

Pour qu’il en soit ainsi il faut et il suffit que les composantes X(#), Y(t) et Z(t) tendent
vers 0 lorsque ¢ tend vers ¢5. En effet dans un repére Oxyz orthonormé :
[\

V=vBFYFZ2 — X<ViVI<Vid<V

Donc: [V] ~—>0 = X —— 0; Y —~—0; Z—s0.
Réciproquement si X, Y, Z, tendent simultanément vers 0, il en est de méme de
VXEFYEF 72 = [V, donc V—0.

Nous admettrons qu’il en est de méme dans un repére quelconque.
20 Dire que le vecteur V(t) — U (o B, v) lorsque t -— t, signifie que la différence
V(t) - ﬁ («, B, Y) — 6

Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que les différences X(f) — «, Y(t) — P et
Z(t) — v tendent simultanément vers 0, lorsque # — #,. Donc :

L0 — Ve 8,0 ] <= [XO) —>s Y0O)—8, 2()—v. |

30 Si lorsque t —— ty, le vecteur V(t) tend vers V(t,), on dit que la fonction vectorielle
V(¢) est continue pour t = t,. On dit qu’elle est continue sur le segment [a, 5] si :
Vioe[ablit —>1t, —==> V(t) e V(t,,).
Pour qu’il en soit ainsi il faut et il suffit que X(#), Y(2), Z(¢) soient des fonctions continues
de t sur [a, b].

514, Dérivée vectorielle. — On appelle dérivée de la fonction vectorielle
V (1), pour la valeur t, du paramétre, la limite, lorsqu’elle existe , du vecteur

——p - _ > ,
-I}-Y = M lorsque 4 tend vers t0~

At t— 1,
Cette limite est désignée par \77(t0) et on écrit indifféremment :
C Vi) = fim V() — V(to) _. lim A:\z _ lim Vit -1 h) — Vi), )
(o——t-—-—»to t—t, At —> 0 At h——0 h

Or les relations : V(t) = X(t)-.i> - Y(t)7+ Z(t)_lé>

et : V(o) = X(to) 7 + Y(to) ] + Z(to) % donnent :
RV = V(1) — Vi(te) = [X() — Xt T 4 [Y(1) — Y(t)J + [Z(8) — Z(t)]

. - - - AV AX, AY+ | AZ->
Soit : AV = AX7 + AY. J+ AZk = Rttt k.
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AV - . . . .
Pour que le vecteur K] admette une limite, lorsque 7 ——-» #,, il faut et il suffit qu'il

AX AY A7 '
en soit de méme de — RVAYRRYL: ’est-a-dire que les fonctions X(t), Y(¢), Z(t) soient déri-
vables pour ¢ == f,. Dans ce cas V'(f,) existe et on obtient :
Vitty) = X'(t) T+ Y(t) T + 2ty F., )

> . =
Si cette dérivée V'(ty) existe pour toute valeur ¢, du segment [a, 4] on dit que V(t)

- .,
est dérivable sur [a, 5] et admet V'(¢) pour dérivée :

515, Théoréme, — Si les composantes scalaires d’une fonction vectorielle
V() sont dérivables sur [a, ], il en est de méme de V(t) et les composantes
de sa dérivée V'(1) sont les dérivées des composantes de V().

En remplagant #, par ¢ dans la relation (2) ci-dessus, on obtient :

LV = X0 T4 Y007 + )k | @

Donc: V() == V(X, Y, 2) == V(1) == V(X' Y', Z). *)
10 Si les fonctions X(r), Y(t), Z(t) sont dérivables sur [a, ], ces fonctions sont conti-
nues sur [a, b] et il en est de méme de la fonction V(t) car: Vipela, b]:
© X(t), V(1) - Y1), (1) > Z{te) = \(t) = V(1)

20 8i X'(t), Y'(1), 7Z/(t) sont elles-inémes dérivables sur [a, b], le vecteur V’(t) est

dérivable sur [a, b] et sa dérivée V'(t) est la dérivée seconde de V(1) :

t——r ty==> X(t)

V) XY T 2R )

Lorsque X(#), Y(7), 7(f) sont dérivables jusqu’d Pordre », on peut ainsi définir les
dérivées successives de ~\7()‘) jusqu’'a l'ordre n:

[V = X7+ Y 4 20k | ©

516. Interprétation géométrique. — Les composantes X', Y', 7' du vecteur
\Z (2) sont les parametres directeurs de la tangente a la courbe (C), lieu du
point M tel que oM — V(t

En effet (fig. 150) : V(1) - V(t,) == OM — OM, = M,M.
AT Y MM
Le vecteur MU == \i(—t—z——tlgﬂ) =P t—Mﬂl\-}- admet pour support la droite N M.
1y = :

N >
Lorsque ¢ > 1o, le point M tend vers M, et le vecteur MU tend vers V'(¢,). Le
support MyT du vecteur V'(zy) est donc la limite de la sécante MM, lorsque M vient en
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M,, c’est-a-dire, par définition, la tangente en M, 4 la courbe (C), lieu de M :
Si le vecteur OM = V(t) est dértvable sur [a, b], la courbe (C) admet en chacun de ses

points M() une tangente de vecteur divecteur .\7’(t).
—

— M M
D’autre part le vecteur V' (1) a pour module la limite du rapport ; °NtI = lim tM° ™
— )

Son sens est celui du déplacement du point M sur la courbe (C) lorsque ¢ croit, sens ¢
croissant sur la courbe (C). On dit que :

—
Le vecteur V'(t) est porté par la demi-tangente positive en M a la courbe (C).

Il en résulte que le vecteur V’(t) a une signification géométrique qui ne dépend ni
de 'origine O, ni de la direction des axes :

La dérivation vectorielle est une opération indépendante du repére Ouxyz.
Si o ou I sont des points fixes, on peut écrire indifféremment :

- d — d ———> d s . . [ —
V() = 7 (OM) = 7 (oM) == b7 (IM) d’ott la notation : | Vi(s) = M(f) = o

qui indique que I’ongme O du vecteur OM est arbitraire.
M — d*M
De méme on écrit : V" @ = M () = ddt* ) v (1) = M" () = prak L
' z

Fig. 150. Fig. 152.

517. Application. — Tangente & U'hélice circulaire (fig. 151).
— -
On sait que le vecteur OM = V(0) a pour composantes : x = acos0; y=asin0; 2= ho0.

Le vecteur dérivé M (0) =V (6) a donc pour composantes : x' = — asin0, y' = acosf, 2’ = h.
Ces composantes &', ¥', 2’ sont les parametres directeurs de la tangente a I’hélice au point M(®). Or

le vecteur M'(0) a un module constant \/a2 1- k% et une projection constante A sur Oz, Il fait donc avec

h
Oz un angle constant ¢ tel que: cos ¢ == W—==_TT <=3 g @ =T ig (O.., V) = lz

L’hélice circulaive coupe donc sous I'angle constaut ¢ les génératrices du cylindre de révolution sur

lequel elle est tracde.

518. Projection de la dérivée d’un vecteur. — Si V(X, Y, Z) admet pour dérivée

v (X', Y, Z') les vecteurs U XY, 0)et W (0, 0, Z) admettent respectivement pour dérivées
Lig (X, Y, 0) et W’ (0, 0, Z"). Or les vecteurs Vet VT se projettent respectivement suivant
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—> — . —> — .. .
U et U’ sur le plan xOy, suivant W et W’ sur Oz. En choisissant convenablement le repére
Oxyz :

La dérivée de la projection d’un vecteur, sur un plan ou sur une droite,
est la projection de la dérivée de ce vecteur.

On peut donc permuter projection et dérivation d’un vecteur.
. . >
519, Dérivée d’un vecteur constant. — Si le vecteur V(2) est constant sur [a, ]
il en est de méme de ses composantes X, Y, Z, ce qui implique :
X=Y=2=0 = vii)y=0.
—->
La dérivée d’un vecteur constant est le vecteur nul 0,

Réciproquement V’(t) =0=—= X' =Y =2 =0ce qui montre que X, Y, Z sont
des nombres constants «, B, y et que V(t) est un vecteur constant U («, 8, ¥).

520. Dérivée d’une somme vectorielle. — Si les deux vecteurs Vy(X,, Yy, Zy) =Vy(2)
et Vo (X Yy, Z,) =V, (2) sont dérivables sur [a, 8], il en est de méme des composantes
X=X +Xy Y=Y, +Y, Z=Z+7Z duvecteur U(t) = Vy(t) + Vo(0).
Ce vecteur ﬁ(t) admet donc sur [a, 5] une dérivée l_f’(t) (n° 223) et :

X =X+ Yy Y=Y+ Y, Z0=2y 42, === U(t)=Vt) + V1),

La dérivée d’une somme de vecteurs est égale & la somme des dérivées de chacun de ces
vecteurs.

Plus généralement :

| O=V, 4 Vot ... +V, | = | O =V 4 Vok .. + V,

521. Dérivée du produit d’un vecteur par un scalaire. — Si le vecteur
V (X, Y, Z) = V() et le scalaire A = N() sont des fonctions de ¢ dérivables sur [a, b},
il en est de méme des composantes 2X, Y, AZ du vecteur ﬁ(t) = A(t)v)(t).

Ce vecteur ﬁ(t) admet donc sur [a, ] une dérivée U’(t) telle que :
U(t) = (VX + 2X)7 -+ (VY +2Y)] + (VZ + 22 E
Soit : U'(t) = MX7 + Y] + 2R + 2XT+ Y] + 2 F).

| Te) - A V(@) | == | T =2V 4V |

Cette formule est analogue 2 la formule de la dérivée d'un produit de fonctions scalaires,
Plus généralement, d’aprés le n® 519 :

U=V, ] = [0 =2V, + 22V,

. . —_— _— «
Cette formule se réduit 4 ; U’ = X, V', lorsque les 2; sont constants et 2 :
—
U =ZN; \7: lorsque les vecteurs V sont constants.
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On retrouve ainsi la régle de dérivation du n° 515, puisque ;,}, % sont fixes :

>

Vi) = X7+ YT+ 2k

Vi) = XT+YF+2% = | + -
Viu(t) = Xl g - Y j o Zm R,

522, Dérivée d’un produit scalan‘e. — Soit y = U (t) V() le produit scalaire
de deux vecteurs U Xy Yy, Z,) = U(t) et V (Xe Yy Zy) = V(t) dérivables sur [a, b].
La relation y =X Xo -+ Y,Y, ++ Z,Z;, entraine :
¥ = XX, -+ X X) 4 (Y'Y, -+ Y, YY) + (242, + Zy7'y)
Soit : ¥ = XXy + Y Yp + Z'4Z5) 4 (X, X'y + Y)Yz + Z,Z7).

— >

y=U.V | => ly’:ﬁ’.V%-ﬁ.v’l

Cette formule est analogue 2 celle de la dérivée d’un produit de fonctions.

Cas PARTICULIER, — Désignons par 7 () le module du vecteur ﬁ(X, Y, Z) = ﬁ(t)
et par 2 = U? = 2 son carré scalaire ;

=+ - - — —> —»

2=U0.0 = 2=U.04+00 <= 2=20.0.
sert=00m X Y 4 2 = o= 2n = 20,0 = 2 (XX’ + YY' +.227).
Si k désigne une constante réelle quelconque, on voit que :
r=k <tm—> r2 — k? <= rr’ == 0 <==> U.0 0.

Pour qu’un vecteur variable ﬁ(t) ait un module constant il faut et il
suffit qu’il soit orthogonal a sa dérivée U'(t).

Il en résulte que le point M, tel que OM == ﬁ(t) déerit (fig. 152) une courbe tracée
sur la sphére de centre O et de rayon r = | U .

523. Mesure de la projection de la dérivée d’un vecteur lié sur le support de ce
vecteur.

Soit O Yorigine fixe du vecteur ﬁﬁ, fonction de la variable ?, et p = OM, la mesure
algébrique de OM sur I'axe O3, de vecteur unitaire U, support de OM :

OM = o U =—> (OMY =¢' U + ¢ (0).

La projection orthogonale de (—Oﬂ)' sur Paxe Ox a pour mesure :

(OMY .U = o' (T + o (T).T
Or: (ﬁ)2 =1 et U.Us0 (n° 522). Donc : (EM)' .U=¢". Ainsi:
La mesure algébrique de la projection de la dérivée d’un vecteur lié

sur le support de ce vecteur est égale d la dérivée de la mesure algébrique
de ce vecteur sur son support.

Cette propriété permet de trouver les propriétés de la tangente aux coniques 2 centre
(ellipse et hyperbole) et celles de la tangente & la parabole:
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524, Tangente a 'ellipse. — I ’ellipse E de foyers F et F’, de centre O, est le lieu
des points M tels que : MF + MF’ = 2 a (fig. 153). Si ¢ est un paramétre fixant la position
de M sur l'ellipse, la tangente en M A l'ellipse E est le support du vecteur :

y_dM _ (OM) (M) _  FM)
Tdt T At T dt dt
Surlesaxesﬁ/[etF’Mona'FlVI=rl; FM=vr, et r,+r,=2a.
Donc : ~—— + d_r2 = 0, les projections de V sur les axes FM et F'M sont opposées,

ce qui montre que

La tangente & Vellipse E en M est bissectrice extérieure de Vangle FMF’ des rayons vec-
teurs FM et F'M.

AY I\ %

J M
H S
M X

.
I
, = —
I D
Fig. 153. ) Fig. 154,

525. Tangente a ’hyperbole. — Avec les mémes notations, dans le cas de I’hyperbole::

drl d; [ £

i Al

lrl —_ rzl == 2a e

—_—

Les projections du vecteur V= d dl:ll sur les axes FM et F'M sont égales.

La  tangente & Uhyperbole en M est bissectrice intérieure de I'angle des rayons vecteurs
FM et F'M.

526, Tangente a la parabole. — La parabole de foyer F, de directrice D, de
sommet O, d’axe Ox (fig. 154) est le lieu des points M tels que MF = MH ou H est la

. » 37
projection de M sur D. La tangente en M A la parabole est le support du vecteur V :

dM _ d (OM) _ d (FM)

V= o T T (¢ paramétre fixant M sur P).
Sur les axes Ox et FM on a : FM = HM = x ot & est I'abscisse de M dans le repére
™
x0y; donc : ‘-i%t— = %zf : les projections du vecteur V sur les axes FM et Ox, ou sur les

axes FM et MX sont donc égales :
La tangente en M & la parabole est bissectrice de I'angle FMH, donc médiatrice de FH.
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EXERCICES

— Intégrer les équations différenticlles suivantes :

1077, 3/ = o — 3x 4 7 1078, 3’ = * — 1 1079. ' = 34 - % 4 5.
1080, y" =2x — 3 1081, »" = x* - x — 1 1082. y" = x* — 2x + 5.
1083. v = ax - b 1084, y" = ax® + bx + ¢ 1085, " = 2% + px - q.
— Intégrer les équations différentielles :
1086, y' 4-y =0 1087. ' —y =0 1088. ' -i- 2y == 0.
1089, 3’ — 59 =0 1090. ' + 53 = 0 1091, 3’ + 4 = 0.

Ré . , . . . , y _f %)
— Résoudre les équations différentielles suivantes qui se raménent & la forme S = m
1092. 2x—3)y —2y =0 1093. (ax + b) y' — ay = 0.
1094, (x2— 1)y — 23y =0 1095. (x2—a®)y' — 2 av = 0.

1097. ' sinx —y = 0.

1099. xy' [Logjx] —1]— v Log|x| = 0.
1101. (ax + b) ¥ — nay = 0.

1103. ' sin x + 3 y = 0.

1105. (x2 — 1) ¥’ + 2 3 = 0.

1107, (1 4 32y — 2y = 0.

1096, 3 cos x — y sin x =
1098, A/ 5T + h —y
1100. Bx—2)y' — 6y
1102. » cosx + 2 ysinx
1104 ' /> F1 + v
1106. xy' Log|x] — ¥

I i i i
o © o © o °o

I

— Intégrer les équations différentielles suivantes :

1108, »" -9y =0 1109. " + 16y =0 1110, y" 4- 2y =0

1111, "+ 3y=0 1112. " + 25y =0 1113. »" + 36y = 0.
ot 3 —_ L i — " _1_ -

1114, y +Zy——0 1115, »" + 25y--—0 1116. v gy 0.

—

, .dV = i
1117, Démontrer que si — = 0, le vecteur V reste équipollent & un vecteur fixe.

dt

.av . . > -
1118, Démontrer que si —— est équipollent 4 un vecteur donné u le vecteur V est de la forme :

dt

- -> = . .
V = tu -}- V, ou V, est un vecteur arbitraire constant.

est paralltle &

1119. Le point O est fixe, le point M variable. On suppose que MV =

une direction donnée. Montrer que le point M appartient 2 une droite fixe.

—
. — dM
1120, Dans un repére cartésien donné O (xyz) on suppose que le support du vecteur MV = ~r

passe par O. Montrer que le point M appartient a une droite fixe.
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1121, Le point O est fixe et MV ==

dM .
P est parallele a4 un plan fixe. Montrer que M appartient

a un plan fixe.

——
1122, Dans un repére cartésien donné, O (xys) le support du vecteur MV =

M t
rencontre
dt
Paxe Oz. Montrer que le point M appartient 4 un plan fixe.
1123. F et F’ sont deux points fixes du plan. On considére la courbe C (ovale de Descartes), lieu
des points M du plan tels que :
MFEF + 2. MI¥ = 0 (n entier donné).

Déterminer la tangente M 2 la courbe C.

1124. F et F’ sont deux points fixes du plan. On considere la courbe C (ovale de Cassini), lieu des
points M du plan tels que MF.MF’ = k2 constante donnée. Construire la tangente en M & la courbe C.
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CALCUL NUMERIQUE

527, Encadrements, — On dit qu'un nombre x est encadré par deux nombres
a et @' lorsque a et a’ représentent deux valeurs approchées de x, a par défaut, o’ par excés,

a<<x<al
p p+1

Si 1%7, <z < &i'_g_”_l_, on dit que les nombres décimaux o7 €t “qgn— sont les valeurs

normales approchées de x 3 moins de T(I)Z prés, la premitre par défaut, la deuxitme par

exces.
Soit x tel que 3,1415 < x < 3,1416. Les nombres 3,1415 et 3,1416 sont les valeurs normales

approchées de x & moins de T%E pres,
I est toujours possible d’encadrer une valeur x € [a, 8] définie par une relation

f(%) = 0 pourvu que f(x) soit une fonction continue sur [a, b] vérifiant f(a) - f(5) < O
(n° 323).

. EXEMPLE. — Montrer qu'il existe une valeur positive de x pour laquelle on a :
;2 :_ 21 = % et calculer cette valeur a 0,01 prés par défaut.
La relation xi:.{:%—]% == %équivaut Af(x) = x® — 4 x — 7 = 0. Comme f(0) = — 7 et
S(10) == 53, il existe une racine du polyndme f(x) telle que : 0 < x < 10.
10f(5) = — 2etf(6) = + Sdonc:5 < x < 6,

20 Zéro étant plus prés de — 2 que de 4 5, essayons 5,3 :

f(5,3) = 28,09 — 28,2 = - 0,11
F(3,4) = 28,16 — 28,6 — 0,56 z donc 5,3 < x < 5,4.
3% De méme, zéro étant nettement prés de — 0,11 que de 0,56
£(5,32) = 28,3024 — 28,28 =  0,0224
1(5,31) = 28,1961 — 28,24 = — 0,0439 3 done 5,31 < x < 5,32.

La valeur de x demandée est de 5,31 4 0,01 prés par défaut. On pourra vérifier que la valeur
exacte de x est 2 - \/Tl_ == 5,316 62 ...
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On peut ainsi résoudre a 1/10 , 1/100 voire 1/1000 prés des équations de la forme :
P@x)=0, a® =a, ae=+b =05, alogx=1b etc.,
528. Incertitude absolue. — Il.a différence entre le nombre x et une valeur appro-
chée est 'erreur absolue commise en remplagant ce nombre par la valeur approchée.

En remplagant x par a ou @', on commet 'erreur ¥ — a ou @’ — x. Dans la pratique,
on ne connait pas !'erreur absolue, car x n’est pas connue, mais on peut en déterminer
un majorant A x appelé incertitude absolue.

On écrita < x <a+ Axoua— Ax < x < a selon que a est une valeur approchée
par défaut ou par exces.

L’encadrement a —~Ax <x <a-+ Ax
exprime que @ est une valeur approchée de & avec une incertitude égale & A x,

EXEMPLE :

La longueur ! d’une grandeur est telle que 3,22 m << ! < 3,28 m. En prenant a = 3,25 m pour
évaluer cette grandeur, l'incertitude absolue est 0,03 m.

On écrit parfois =325 m 40,03 m.

529. Incertitude relative. — L errenr relative sur le nombre x quand on lui substitue

. X-—a
une valeur approchée a est le quotient

de Ierreur absolue par la valeur exacte x.
L’erreur relative n’est pas connue, mais on peut en déterminer un majorant appelé
incertitude relative.
L’encadrement @ — Ax < x < a -+ Ax implique, si x est positif :
x—a Ax
v Sa—Ax
que l'on remplacera dans la pratique, A x étant petit devant a, par

Ax
a

, . ’ . o 3 1
Dans I'exemple précédent (n® 528), Iincertitude relative est 3735 ~ 00

Remarquons que l'incertitude relative s’exprime par un wombre abstrait.

530. Incertitude absolue d’une somme, — Considérons les encadrements de deux
nombres x et y :

a—Ax<x<atAx, b—-Ay<y<b-}+Ay
A x et A y sont les incertitudes absolues de x et y. On déduit par addition :
atb—AxdAy)y<xty<a+b(Ax+Ay).

a -+ b est une valeur approchée de x + y avec une incertitude absolue égale A
Ax 4 Ay. On écrit :

[A@+y)=8x+4y |

L’incertitude absolue d’une somme est égale d la somme des incerti-
tudes absolues de chaque terme.
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Ce théoréme se généralise immédiatement pour une somme d’un nombre quelconque
de termes :

Alx +y+2)=A0x+ Ay Az
EXEMPLE :

On mesure une longueur x de 8 cm a2 1 mm prés et une longueur de 5 cm 2 2 mm prés. Quelle
est l'incertitude absolue sur la somme x - y?

A4 =1+42=3 mm=>127 ecm < x + y < 13,3 cm.

531. Incertitude absolue d’une différence. — En utilisant les mémes encadre-
ments qu’au n°® 530, et en tenant compte de
—b—Ay<—y<—b+Ay
on déduit 'encadrement :
a—b—(Ax+Ay)<x—y<a—b-+(Ax+ Ay).
a — b est une valeur approchée de x — y avec une incertitude absolue égale 3 A x 4 A y.
On écrit :

|A(x—-y)=Ax+Ay.J

L’incertitude absolue d’une différence est égale a la somme des incer-
titudes absolues de chaque terme.

Dans I'exemple dun® 530 : A (x — ») = 3mm==>27cm < x — y < 3,3 cm.
532. Incertitude relative d’un produit de deux nombres positifs. — Des
encadrements :
a—Ax<x<at+Ax et b—Ay<y<b+Ay
ondéduit: (@a—Ax) (0 —Ay)<xy<(a+Ax)(b+Ay)
soit : .
ab —a. Ay —b.Ax + Ax Ay <xy<ab+ta.Ay4b.AxJAx.Ay.

Comme le produit Ax . Ay de deux incertitudes est petit par rapport aux autres
termes, on peut e négliger. Donc

ab—(a.Ay+b.Ax)y<xy<ab+(a.dy 4 b.Ax).

ab est une valeur approchée du produit xy. L’incertitude absolue est :

| A(xy) =a.Ay + b.Ax.J

L’incertitude relative sur le produit xy est :

=

Axy) _Ax A
ab a+

=

L’incertitude relative sur un produit est égale a la somme des incerti-
tudes relatives sur chaque facteur.

Ce théoréme se généralise pour un produit de plusieurs facteurs :

Alxyz) _Ax Ay | Az
e ~atE T
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A (x) Ayx 1 Ax

On déduit, p pui —_— i t i — =
n dedul Our une puissance : =7 et pour une racine : = .
’ a a \’Va n Aa

EXEmMPLES :

10 On peut déterminer les incertitudes relative et absolue sur le calcul de I'aire d’un rectangle
dont les cotés ont pour mesure 8 cm 4 0,1 cm prés et 12 cm a 0,1 em prés.
L’incertitude relative est :
0,1 01 1 1T 2
T T2 8t 10 T %
L’incertitude absolue est : 0,02 X 96 == 1,92 cm? &~ 2 cm?. Si S est l'aire du rectangle :
94 cm? < S <98 cm?
20 Si l'aréte a d'un cube mesure 20 cm 3 1 mm prés, U'incertitude relative sur le volume V = a®
de ce cube est :

~ 0,02.

MhA(f)_s_A_a_ 0,1 3
vV & T a T2 20
L’incertitude absolue V = (20)® = 8 000 cm? est donc :

AV = 8000 cm® X ~—-3—- = 120 cm® ==> 7880 cm® < V < 8120 cm®

200
REMARQUE. — Un facteur connu exactement n’intervient pas dans l'erreur relative
du produit. Si V est le volume d’une sphére de rayon R:
4 AV AR
= z © R® =3 = AV = 4= R% AR.

3 Vv R

533. Incertitude relative sur un quotient de nombres positifs. — Des encadre-
ments :a —Ax <x<<adAx et b—Ay<y<b+ Ay

déduit : <l Lo

on déduit : b+Ay<y<b—Ay

ltiplication : a— Ax X at Ax

et par multiplication : l-’_”i‘—A—} <y <b——Ay
.o (@a—Ax)(b—Ayy x (a+Ax)(b+Ay)
D’our: bz——(Ay)z <5,< bg_(Ay)z *

Les termes A x . A y et (A ) étant petits par rapport aux autres termes, on peut les
négliger. Donc

a b.Ax+a.Ay x a b.Ax+a.Ay
5 5 <;<3t 7 '
A -a.
% est une valeur approchée de;—c- L'incertitude absolue est : & (:;) = L—f—ly—ﬁl
¥
A (x) Ax

. . . A
L’incertitude relative est : | —* = - + -b—y

EXEMPLES :
X5

Calculer Pincertitude relative, puis 'incertitude absolue sur le résultat de Popération a = %—r
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chaque terme étant connu avec I'approximation suivante :

6 4 0,06; 54+01; 10 4- 01.

Le résultat approché est a, == 3. Les incertitudes relatives sur chaque terme sont :

0,06 1 0,1 2 o1 1
6 100 5 1000 10 160
L’incertitude relative sur le résultat est : L - 2 -+ —L = A
100 ' 100 ° 100 100
L’incertitude absolue est : 2 X ay = 12 = 0,12.
100 7100 ’
Donc: =3 40,12 ou 2,88 < a < 3,12

534, Tableau des valeurs approchées usuelles — Si ¢ est petit devant I'unité
et si o« est la mesure en radians d’un petit angle (n° 316) :

M+l 2 \/l-i-swl—l—% l_ll_ewl——e
(1—ePal—2¢ \/imewl——% 1}_£N1+a
1 € 1 €
- 3 Ay — o 1 =
. o2
sina A o tga ~ « cosawl~-§

EXEMPLES :

(1,03)2 ~ 1,06; 0,99) = (1 — 0,01)? ~ 0,98; /102 ~ 1,01,

1 1
sin 4° svtg 4° &~ o rd = 0,0698 cos 120 ~ 1 — —12- (0,21)% = 0,9780

TABLES NUMERIQUES

535. Utilisation des tables. — Pour simplifier les calculs numériques, il existe
des tables donnant les résultats des opératnons élémentaires usuelles : tables fournissant
les carrés, cubes, inverses, racines carrées, racines cubiques, logarithmes des 100 premiers
nombres entiers (pages 369 a 374).

Ces tables peuvent étre utilisées pour les nombres non compris entre 1 et 100 en mul-
tipliant ou en divisant par unc puissance de 10 convenablement choisie.

EXEMPLES ¢
s 3,557
10 310% = 312 x 102 = 96100; 20 {0,045 = \/ 5 = 0,3557;
1 1
30 = 10! X — = 0,0103 X 10* == 102,
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536. Interpolation. — Soit # un nombre compris entre 1 et 100 et f(n) la valeur
enregistrée par la table. On admet que :

Entre deux nombres consécutifs n et n + 1, Paccroissement de n et celui de f (n) sont propor-
tionnels.

Si & est un nombre compris entre # et # + 1, on a donc :

f@ —f@) _ [+ 11) —f(,

X —n

(1)

Posons f (n + 1) — f (n) = A (différence tabulaire 2 calculer sur la table);
f(x) — f(n) = &; on a donc :

S=(x-—n)A et f(x) =f(n) + (x — n) A,
La relation (1) permet de calculer I'une des quantités x ou f (x) connaissant l'autre :

ExeMPLE L. — Calculer /38 750.

On a /38750 = /38,75 x 1000 -= 10Y/38,75.
La table donne : /39 = 3,391 38,75 /38 3,362
/38 = 3,362 38 3 =29%075= 22
A= 29 0,75 /38,75 3,384
Donc /38750 = 33,84.

ExeMPLE 11, — Calculer le cosinus de 72° 15'.

La table donne : cos 73° = 0,2924 72015’ cos 72° = (,3090
cos 72° = 0,3090 720 § = — !Eée_ﬁlé = — 41
A = —166 0015’ cos 72015’ = 3,3049.
ExemPLE 1. — Calculer o ajgu sachant que cotg o — 2,
La table donne : cotg 27° = 1,963 2
cotg 260 = 2,050 2,050 A= 6-0;;;—5—0 = 34/
A= —87 — 50 o = 26034',

537. Table des carrés. Incertitude de Perreur, -— On veut déterminer I'incertitude
absolue du résultat sur le calcul du carré d’un nombre par interpolation linéaire. Soit 3
calculer % = (n - k)2, avec 0 < & < 1, Les notations sont celles du n° 536.

A=@m+ 1) —nt=2n41 =@ —mA=h1Q2n+1).
Le résultat donné par interpolation linéaire est : #% + (2# + 1) & (par exces).
Le résultat exact étant (n -} h)? == n® 4 2 nh - k2, Verreur commise est donc :
- Q2nd-1)h—~n2—~2nh —h=h—ht=h(1—h).
Les nombres / ét 1 — k ayant une somme constante, leur produit est maximum lorsqu'ils sont

égaux:h==1—h===>h=%

Donc l'incertitude absolue est% X % =

N
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Caleul de (38,26)” par interpolation linéaire :

(39)2 = 1521
h = 0,26
(382 =1444 -

A= 77 3 =77 % 0,26 = 20,02 (38,26)2 = 1 464,02,
soit 1464,02 — 0,25 < (38,26)? << 1464,02  soit 1463,77 < (38,26)* < 1464,02.

EXERCICES

— Calculer le quotient prés par défaut de :

l) —-3—- —1—
10° 100’ 1000

1125. 45 par 13. 1 pat 7. 19 par 23.
1126, 409,7 par 705. 3,109 par 13,05. 0,047 par 4,719.
2 5 11 13
1127, 0,37 par 5 5 par 5 17 pat 0,75.
1128. Les nombres 1,4142 et 1,7320 sont les racines approchées 2 10:)00 prés par défaut de

1/ 2 et \/ 3.
1° Entre quelles limites est compris 4/2 + 4/3 ? Quel est le nombre de chiffres décimaux exacts
obtenus ?

29 Méme question pour v/2 x /3.

1129. Le quotient d’'un nombre x par 37,7 2 1_(}—06 prés par défaut est 0,712. Entre quelles limites

peut étre compris ce nombre x et sur combien de chiffres exacts peut-on compter?

1130. Sachant que w est comptis entre 3,1415 et 3,1416, trouver deux valeurs de 11: approchées

I'une par défaut, 'autre par exces. Sur combien de chiffres décimaux exacts peut-on compter?

2
1131, Trouver un encadrement de la valeur numérique de ’expression 4x?y — % pout :

315 <x <3,16 et 1,30 <y < 1,31

0,83 < x <0,84 et 728 <y <729

36 x 10°
52

sachant que les nombres 36, 10 et 5 qui y figurent sont connus avec une incertitude de 0,1unité.

1132. Calculer Uerreur relative, puis I'incertitude absolue sut le résultat de 'opération

1133. Un mobile parcourt 10 m 2 0,5 m prés en 1 s 2 0,1 s pres. Calculer sa vitesse en m/s, puis
en km/h en précisant I'incertitude absolue du résultat.

1134. Un fil de cuivre a une longueur / = 205 cm a 4 mm prés; son diamétre est 1,10 mm 2
0,05 mm prés; sa résistance est 0,0346 Q 2 0,0001 pres. Calculer la résistivité du cuivre, Uincertitude
relative et l'incertitude absolue du résultat.

1135. Calculer la valeur de I'expression
2,3
a=%2 ol %= 2 £ 0,005; y =20 £ 0,02 % =10 + 0,01.

24
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1136. Lorsque € est voisin de zéro, trouver une valeur approchée et le sens de 'approximation
des expressions :

1 1 1 1
1+4¢’ 1—2¢ V1 F 4¢ VI = et

1137. Lorsque ¢ est voisin de zéro, trouver une valeur approchée et le sens de I'approximation

(1 '}‘ 5)3) (1 - 25)3)

des expressions :

Vite VIi—:, VVTTe (14
1—e 1|« V1—¢
— En utilisant les tables du livre, calculer :
1138. 1,92 0,572, 6 8002, 17,22, 0,01812, 7 8172,
1139, 2,52 0,0193, 54003, 4,753 0,7853. 7293,
1 1 1 1 1 1
140. 35 057 750 %5 oms 740
1141. 1/0,79. 4/0,0021. +/780000.  4/790. V815 4/0,912.
1142. 0,93, /37000, +¥/0,000021. +/20,5. /8137 V33427
— En utilisant les tables, calculer :
. , . 1
1143. sin 120 15, sin 41,7 gr. m'
1

1144, cos 83212,

1145. tg 17°10".

cos 17,25 gr.

tg 60,7 gr.

cos 259 30"
cotg 31015’,

-— Calculer o aigu en degrés ou en grades, sachant que :

cos & = 0,75 L o5

sin &

1146. sin « = 0,72.

tg o« = 0,572. cotg o« = (0,441,

1
cos &

1147, — =

1148. On donne les deux nombres = et 4/35 avec leurs valeurs, 3,14 et 2,23, approchées par dé-

. 1 .
faut 4 moins de +——= pres.

100
10 Evaluer une limite supéricure de I’erreur relative faite sur chacun de ces deux nombres quand

on les remplace par les valeurs approchées données.

20 Encadrer le produit @ X \/3 Quels sont les chiffres exacts que 'on connait ainsi pour ce
produit ?

1149, Calculer en grades, avec la précision permise par les tables de logarithmes, les mesures
d’angle x comprises entre 0 et 400 grades, qui satisfont a I’équation

0,752 cos x +- 1,572 sin x = 0,897.

1150. Déterminer les fonctions ¥ de la variable x vérifiant I’équation

2y 4-3y=0.
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Soit y, la fonction y particulidre qui prend la valeur e (e : base des logarithmes népériens) lorsquc

2 . . . .
N= — 3 Etudier cette fonction et construire son graphe. Préciser, 2 10 pres, la valeur de y, pour

x=1.

Nontrer que tous les graphes des fonctions y se déduisent du graphe de la fonction y, par une
transformation géométrique simple.

1151, —1° Dans un triangle ABC on donne I'angle A, la hauteur AH = Ji et le rayon r du

B—-C
cercle inscrit. Etablir les relatio: sll = g—eet k =1 > (p est lc demi-périmétre d
rcle . r r nr—a = COSB+C P mi-pér u
2

triangle ABC).
En déduire le calcul des angles B et C. Discussion.
Construire géométriquement le triangle ABC et retrouver les résultats de la discussion précédente.

20 Soit T' le cercle de rayon 7 inscrit dans ABC. On méne la tangente B,C, a I" patalléle 3 BC.
2 1G4
Soit T'; te cercle de rayon 7, inscrit dans AB,C,. On méne la tangente B,C, a I'; paralléle a B,C,. Soit
I'; le cercle de rayon 7, inscrit AB,C,, et ainsi de suite. On forme ainsi une suite de cercles I°, T},
Ty, ... I'y... ayant pour rayons 7, y, r5, 73 ... 7, ... on désigne par /, I;, I ... I, ... les longueurs
e ces cercles et par s, sy, 85 ... s, ... leurs aires. Montrer que la suite , 7., #, . .. 7,,... est une pro-
d 1 p o2 n 1 M q 1 t 172 n t
gression, dont on déterminera la nature et la raison en fonction de r et A.

Calculer la limite L de la somme 7 I, 4-I,- ... + 1, -+ ... et la limite S de la somme
s+ s+ s+ ...+ s+ ... quand n augmente indéfiniment. Existe-t-il un cercle (C) dont la
longueur soit L et l'aire S?

30 Calculer » et & de fagon que la progression

rdrn+rnt .o 4+ ..
. . , 1 . .
ait pour limite 1 et pour raison Tl Sachant en outre que A est droit, on demande de calculer numérique-
ment, avec toute la précision des tables de logarithmes 2 5 décimales, les angles B et C en degrés,
minutes et secondes, le c6té a et I'aire du triangle ABC.

Donner également une construction géométrique du triangle.
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REGLE A CALCUL

538. Description. — La régle A calcul remplace la table de logarithmes lorsqu’on veut
effectuer rapidement des calculs numériques. Elle se compose d’une réglette pouvant cou-
lisser & 'intérieur d’une 7égle et d’un curseur mobile portant un ou trois traits de repérage
(fig. 155). Chaque bord de la régle et le bord en regard de la réglette portent des échelles
égales. Ces échelles sont des échelles logarithmiques.

& R T

. B2 JJlILJlII?Z‘lIJIf
Ch? 19 PP
1 : ‘ : bl
a llll‘lllllllil i iR e debrtdrirhat 'J‘_ﬂﬁ;hh o l]l’l_;r'nhh |=n'|1_1_]||!|= i
b ) ) ) ) 12 118 19, 3
8 . n 12 13 " 15 16 woos e
Quot
L PN 10 L L it
Fig. 155.

Par construction, sur une échelle logarithmique de module /, I'abscisse de la division M,

cotée ou graduée x, est : OM == [ log » (fig. 156). L’origine O de I’échelle est fa division
graduée 1, car / log 1 == 0, tandis que P'extrémité A, d’abscisse /, est la division graduée 10,

car OA == 1 log 10 = /. Par suite, si P est la division cotée y, on obtient :
MP =: OP — OA = llogy — [log x = I (log y - log )

0 — M(x) P(y) A

L FEETTTITTYTERTrree) bl ] ] 1 VT

| TTTTT [T [ T [ T[T T]7T]

1 2 3 4 5 6 7 8 0 1
Fig. 156.

Sauf indication contraire, lorsque nous utiliserons une des échelles de la régle  calcul,
nous supposerons que I'unité de longueur utilisée est le module de cette échelle si bien que
’on aura simplement :

OM = logx, OP =logy et MP =logy — log«
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On remarquera (fig. 156) que les divisions d'une échelle logarithmique ne sont pas
équidistantes comme sur ’échelle métrique d'un double décimétre, mais qu’elles vont en
se rapprochant lorsque x augmente si bien que le nombre des divisions intermédiaires (10,
5 ou 2) va en diminuant. La régle a calcul comporte plusieurs échelles :

1o EcHELLES INFERIEURES B BT b, — L’échelle inférieure B de la régle et I'échelle

inférieure b de la réglette sont des échelles logarithmiques de méme module (I = 25 cm)
graduées de 1 a 10.

20 EcHELLES SUPERIEURES B2 ET b% — Ces deux échelles sont identiques.

A B M

c

T e T T T T T T

1 ! 2 3 4 5 6 78910 20 B 40 50 60 70 8090100
Fig. 157.

Chacune d’elles comprend deux échelles logarithmiques AB et BC (fig. 159) de module é,

égal & la moitié de celui des échelles inférieures.
Les chiffres 2, 3, 4, ... de I’échelle BC représentent les nombres 20, 30, 40, ...
En effet soit M le point de cote 3 sur ’échelle BC ;

m:ﬁ-}—m:éloglO—[—élogB:-zl-logSO.

Donc la cote de M est 30. On lit donc sur BC les nombres de 10 a 100,

Sur certaines régles (fig. 157) I'échelle BC est effectivement graduée de 102100, ce que
nous supposerons dans la suite.

L’échelle B® cst formée de 3 échelles logarithmiques identiques de module éa de lon-
gueur totale . Comme précédemment on montrerait que I'ensemble des trois échelles
constitue une échelle unique graduée de 1 a 1 000.

L'échelle des inverses a située au milieu de 1a réglette est identique 4 [’échelle b mais_de
sens contraire.

L'échelle des logarithmes L est une échelle métrique placée sur le bord inférieur de la
régle, de méme module / que I'échelle inférieure B, graduée de 0 2 1 (la graduation.3 se lit
0,3). Sur cette échelle la graduation y du point M graduée x sur I’échelle B vérifie :

OM =1ly =llogx ==> y=1logx

Enfin au dos de la réglette on trouve les échelles S et T' séparées par 'échelle S & T
relatives aux fonctions circulaires sinus et tangente,

539. Remarque. — On utilise de préférence les échelles B et b qui donnent plus de
précision que les échelles supéricures B? et b2 On s’entrainera 4 effectuer rapidement les
opérations suivantes ;

10 Lire une graduation de la régle ou de la réglette repérée au curseur.

En raison du nombre variable des divisions intermédiaires, cette opération demande
toujours beaucoup d’attention, si on veut éviter les erreurs,

20 Amener une graduation donnée de la réglette en coincidence avec une graduation de la
régle repérée au curseur.

Signalons qu’il existe des régles & calcul de poche (I = 12 ou 15 cm) et aussi des régles A
calcul de bureau (! == 50 cm) dont la précision est supéricure 2 celle de la régle ordinaire.
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540, Produit de deux nombres. — On opére avec les échelles inférieures B et b.

ExempLE 1. — 1,9 X 4.

Amenons la division 1 de la réglette b sur la division 1,9 de la régle B (fig. 158); en regardde la
graduation 4 de la réglette nous lisons sur B le produit 7,6 de 1,9 par 4 car en prenant le module des
échelles pour unité de longueur :

OA =1log1,9; AB =1log4 et OB = OA + OB = log 1,9 -+ log 4 = log 7,6.

( ) ( )|
[ 1 4 0 ) [1 4 0]
(1 19 76 10 J [ 1 18 3,95 10 )
(o] A B O B A
Fig. 158. Fig. 159.

ExempLe II, — 3,95 X 4,
En opérant comme ci-dessus la division 4 sort de la régle, Amenons la division 10 de la réglette
sur la graduation 3,95 de la régle B.

En regard de la division 4 de la réglette nous lisons sur B : 1,58 = E_»?.%X_‘! car (fig. 159) :
OA = log 3,95; BA = log 10 — log 4 et:
— _— 3,95 X 4
OB = OA — BA == log 3,95 — log 10 4 log 4 = log ST

Des deux exemples précédents il résulte que :

Si les nombres a et b sont compris enire 1 et 10, on améne la graduation 1 de la véglette
sur la graduation a de la régle. En regard de la division bde la réglette on lit sur la régle le pro-
duit ab.

Si la division b de la réglette sort de la régle, on améne la graduation 10 de la réglette
sur la division a de la régle; en regard de la graduation b de la réglette on it sur la régle le pro-

ab

o

ExeMpLE III. — Les deux facteurs ne sont pas compris entre 1 et 10,

Soit & calculer : 27,5 X 31 = 2,75 X 3,1 x 100, )

La régle donne 2,75 X 3,1 = 8,52, Donc le produit cherché est égal & 852. On dit mentalement
le produit est compris entre 20 X 30 == 600 et 30 X 40 = 1 200, ce qui permet de placer la virgule,’

duit

541, Produit de plusieurs nombres. — Supposons les virgules déplacées pour que
les nombres donnés soient inférieurs 3 10. On calcule d’abord ab = m que I'on repére a
l'aide du curseur sur ’échelle inférieure B de la régle. On calcule ensuite le produit mc = abc
comme ci-dessus. La place de la virgule se détermine ensuite mentalement.

542, Quotient de deux nombres. — On opére avec les échelles inférieures B et b.

( ) [ )|

1 3 0 ) (L g0 ]
(1 26 7810 J [ 1 46575 10 |
o A o AB
Fig. 160. Fig. 161.

ExemeLel. —7,8: 3.
Amenons la division 3 de 1a réglette sur la division 7,8 de la régle. En regard de la division 1 de

la réglette on lit sur la régle le quotient 2,6 = ’%8 car (fig. 160) :

OF = OA — BA et OA =log78; BA = log3.
— 7,8

Dongc : B = log 7,8 — log 3 = log 5
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ExempLE II. — 4,6 : 8.

Amenons la division 8 de la réglette sur la division 4,6 de la régle. En regard de la division 10
de la réglette nous lisons sur la régle le quotient :

5,75 == !-Ql(é-i? car (fig. 161):
ﬁ:'m‘l‘ﬁ et -63::]084’6; K§=10310-—log8,
Done : OB = log 4.6 4 log 10 — log 8 = log 4'63)( 10,

Des deux exemples précédents il résulte que :

St a et b sont compris entre 1 et 10, on améne la division b de la réglette sur ladivision a
delarégle. En regard dela division 1 de la réglette on lit, sur la régle, le quotient cherché. Sila

division 1 de la réglette sort de la régle, on lit -1%-1 en regard de la division 10 de la réglette.

REMARQUE. — Si a et b ne sont pas tous deux compris entre 1 et 10 on déplace les vir-
gules pour se ramener au cas précédent. La virgule du quotient se place ensuite mentalement;

460 4,6 _
EXEMPLE ; %0 =7 X 10 = 5,75.

543. Régle de trois simple. — Nous utiliserons les échelles supéricures B2 et b2
supposées graduées de 1 2 100. Les trois nombres 4, b et ¢ étant compris entre 1 et 10 il

s’agit de calculer :
b xce

a

X =

Il suffit d’un seul déplacement de la réglette :

On améne la division a de la réglette sur la division b de la régle. En regard de la division ¢
de la réglette on lit, sur la régle, le nombre x cherché ou en regard de la division 10c de la réglette
on lit sur la régle le nombre 10x,

10 Désignons par y le nombre de la régle qui se trouve en regard du nombre ¢ de la
réglette (fig. 162). L'égalité BR = AC donne :

logy-—logb =logec—loga

it : < =% -
soit : 5= 2 donc y= 7 =
) B R oB S
K 51 o 0] (12 nxyw 0 _J
1 1a c 10 100 ] [t ¢ a10_10c 100 J
{ A Cc ) | { A D )
Fig. 162. Fig. 163.

20 Désignons par y le nombre de la régle qui se trouve en regard du nombre 10¢ de

la réglette (fig. 163). L'égalité BS = AD donne :
log y — log b = log 10¢ — log a.
Soit : %, = 10¢ donc = 106c = [Ox.
a a

REMARQUES, — 19 51 4, b et ¢ ne sont pas compris entre 1 et 10 un déplacement de
virgules nous raméne au cas précédent. La virgule définitive du résultat s’obtient mentale-
ment,

20 On peut opérer de méme avec les échelles inférieures lorsque x est lui-méme com-
pris entre 1 ct 10, cas auquel ou peut facilement sc ramener :
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6X79 12X79 ‘ 1,2 X79 %
Pour x = 33 = 64 on calculera ~oF = 1,48 = 0
23x28  46Xx28 46x28 . .o
Pour y = 53 15 on calculera 5 = 7,58 = 10y,
. abed
544, Régle de trois composée. — Pour calculer x = Toh on calcule comme

ci-dessus : y =? que l'on repére sur la régle 4 'aide du curseur,

i * .--yf t = .
puis : 3= € x =
En opérant A 'aide des échelles supérieures 'opération se fait par trois déplacements
de la réglette en multipliant par 10, si besoin est, le facteur utilisé du dividende ou celui

du diviscur :

7.8 X 9,6 X 8,4 . 9684
Pour : W on effectue : 7, 8 1 3 X 27 = 17, 9,
1,7 X 1,3 X 2,4 , 13 _2_4
Pour : -—-—8’—6>—<-7,—§~—- on effectue : 1,7 X =— 8 6 == 7,92,

545. Echelle des inverses. — A un nombre x de I’ échelle inférieure b de la réglette
correspond le nombre !5? de P'échelle des inverses a.

Cette échelle permet de réaliser par un seul déplacement de la réglette les opérations
suivantes sur les échelles inférieures.

{ )| ( . )

) 10 5 1 o 1 ¢ 1
s ¢ 10 5 10
{ @ Ty n ) L1 2  ox 10 )
Fig. 164, Fig. 165.

10 x = a.b.c pour 10 < ¥ < 100. On améne b de I’échelle des inverses sur a de I’échelle
inférieure B de la régle (fig. 164). En regard de ¢ de I'échelle inférieure b de la réglette on lit
10

sur la régle, le nombre i%’ car on a ainsi effectué g_’c avec ¥ = T
20 x == 17% pour 0,1 < » < 1. On améne b de la réglette inférieure sur a de la régle
inférieure (fig. 165). En regard de ¢ de V'échelle des inverses on lit, sur la régle, 10 car on

. ac' 10
a ainsi effectué 5 avec ¢ = -

546. Carrés et racines carrées. — Si n et N sont deux divisions correspondant d
une méme position du curseur sur les échelles B et B2 de la régle (oub et b? de la réglette), le nombre
N est le carré de n,

Les échelles B et B? ont pour modules respectifs en cm ; / cts ! » Donc U'abscisse commune
OA de ces deux divisions correspondantes est en cm :
-(Tf\=llogn=-2{logN => logN =2logn <> N =12%0un=1+/N
On lit ainsi : 7,52 = 56,25 et /6 = 2,45,
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5i 2 n’est pas compris entre 1 et 10 on multiplie ou on divise par une puissance de 10
convenable. Ainsi :

(0,075)2 = (%52)2 = 225 _ 0,005 625,
Si N n’est pas compris entre 1 et 100, on multiplie ou on divise par une puissance de
100; ainsi: V600 = 4/6 x 10% = 104/6 = 24,5.
REMARQUES, — 19 On obtient #% avec plus de précision en effectuant le produit # X n sur les

échelles inférieures B et b,
20 On peut aussi amener 7 de 'échelle des inverses en regard de n de Uéchelle inférieure B. On
lit alors sur cette échelle inférieute n® = N (pour 1 << N < 10) en regard du 1 de I’échelle des inverses

ou bien%(pour 10 < N < 100) en regard du 10 de ’échelle des inverses,

547. Cubes et racines cubiques. — L’¢chelle des cubes B? graduée de 1 2 1000
est formée de trois échelles semblables 2 I’échelle inférieure B mais construites avec un module
trois fois plus petit. Le méme raisonnement que ci-dessus montre qu’au nombre # de I’échelle
inférieure B correspond le nombre N de 'échelle des cubes B? tels que :

— i
OA =llogn =3-logN. Donc :
logN=3logn <==> N =17n° et n = +/N.

On obtient par une lecture directe 'un des nombres connaissant 1’autre.

1o Si la régle ne comporte pas une échelle des cubes ou si on désire plus de précision,
on effectue N = n X n X nsur les échelles inférieures.

20 On peut aussi retourner la réglette bout pour bout et amener la division z de I’échelle
inférieure b de la réglette sur le nombre 7 de I’échelle supérieure B? de la régle. On lit alors
sur cette échelle supérieure B2 de la régle le nombre #* = N (pour 1 << N < 100) en regard

du 1 de la réglette ou TI(\)E(—) {pour 100 << N<<1000) en regard du 10 de la réglette inféricure
(fig. 166 ct 167).

(7 o tew_w) (Vi 7 )
o ] 7] % 7 )
[ ) C J
Fig. 166. Fig. 167.

Inversement si N (entre 1 et 1 000) est un nombre donné, on peut rétablir cette posi-
tion de la réglette. En recherchant a I’aide du curseur le nombre 7 de la réglette inférieure

qui coincide avec son égal de la régle supéricure on obtient n = Y/N.

548. Logarithmes, — Les mantisses des logarithmes décimaux des nombres de
1 2 10 se lisent sur ’échelle métrique L placée le long du bord inférieur de la régle.

A une méme position du curseur correspondent les divisions x sur I'échelle inférieure B
et logx sur 'échelle des logarithmes L. On en déduit log ¥ connaissant x ou x connaissant
log x.

EXEMPLES.

10 Soit a == 267. En regard de 2,67 sur ’échelle inférieure de la régle on lit sur Péchelle des
logarithmes :.4,27 == 0,427 .

log 2,67 = 0,427 et log 267 = 2,427.

20 Soit log » = 1,635. En regard de.6,35 sur Péchelle des logarithmes on lit 4,31 sur P’échelle

inférieure de la régle. Donc : x = 0,431,
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549, Puissances et racines. — Le nombre a étant donné on peut déterminer log
et par conséquent calculer par une opération simple :

log a® = n log a; log Va :}lloga;
N R R
og — = —n log a; ogVZ— - log a.

I
Ve

. . -1
D’ou on déduit par une simple lecture : a®, 1/a, — 0u

ExeMPLE. — Calculer le nombre : x = {/(#72).
Ona: log x = % log (472)% = —; log 472.

On détermine & la régle : log 472 = 2,674.

_ 2674 X 513,37

Puis on calcule : log x 5 7

= 1,91.
D’ol 4 la régle x = 81,3.

550, Fonctions circulaires. .-

1re METHODE. — Retirons la réglette de sa coulisse et replagons-la aprés I'avoir retour-
née face pour face, de fagon que P'échelle T vienne coincider exactement avec I'échelle
inférieure B de la régle. A une position donnée du curseur correspondent alors :

a) un arc « (de 50 44’ environ a 90°) de I'échelle S et le nombre 10 sin a de I’échelle
inférieure B de la régle.

b) un arc B (de 5° 43’ environ 2 45°) de Iéchelle T et le nombre 10 tg 8 de I'échelle
inférieure B de la régle.

¢) un arc y (de 34’ 4 50 43") de I'échelle S & T, et la valeur de 100y en radians, soit
trés approximativement 100 sin y ou 100 tg v, sur P'échelle inférieure B de la régle.

— Faisons glisser la réglette vers la droite de fagon & amener I'un des arcs «, § ou
précédents en regard de la division 10 de I'échelle inférieure B, On lit alors, sur cette échelle,
en regard de 'origine 1 de la réglette :

1

sina’ tga

= cotg & = tg (90° — &) ou l_(;—? (v en radians).

2¢ MEBTHODE. — Sans retoutnet la réglette, on la fait glisser vers la droite de fagon a
amener I'un des arcs «, 8 ou v en regard du tepére du voyant situé A droite sous la regle.
En regard de Pextrémité 10 de I'échelle inférieure B de la régle, on lit sur échelle b de la
réglette ; 10 sin o; 10 tg £ ou 100 y (exprimé en radians).

En regard de l'origine 1 de la réglette on lit sur I'échelle B de la régle :

1 .
sin o’ @

1 .
= cotg B ou 07 (v en radians).

On obtient ces mémes résultats en utilisant le voyant de gauche sous la régle en regard
de l'origine de B et de extrémité 10 de &.

551. Détermination d’un angle. — 1° En opérant dans P'ordre inverse on peut
déterminer un angle connaissant son sinus ou sa tangente.

20 On détermine cos « en cherchant sin(90° — «) et tg § pour B compris entre 4590
et 900 en cherchant cotg (900 — ).



346 ALGEBRE ET ANALYSE

30 Si a est un petit arc (¢ < 159), on détermine cos « ou sin (90° ~ &) d’une manitre beaucoup
plus précise en calculant le nombre ¢ mesure de « en radians. On a alors ¢
2
cos o = sin (90° — @) = 1 — ‘%
On peut déterminer ® en utilisant I’échelle S & T ou, ayant exprimé I’arc « en o' minutes ou «”
secondes, utiliser les formules :

- 1:«’ - nall. - = al _' (lel
® =10 548000 — > © T {000 — 100000 ¢

Les diviseurs : p’ = 3,438 et p” = 2,0628 sont inscrits sur les échelles inférieures B et b,

ExempLB, & = 2° 50’ = 170'. En amenant p’ de la réglette inférieure en regard de 1,70 de la
regle, on lit sur la régle supérieure en regard de I'extrémité de la réglette (100 w)? = 24,4 (fig. 168).

2
Done ‘12’~ =0,00122 et cos 2050’ = sin.87° 10'= 0,99878,
2
1000
fog ) ( s )
. [o 4
(1 ’ 10 244 100 } oo g
(0 P o I A g
11 17 10 ] (1 a 5 10 T
Fig. 168. Fig. 169.

552, Applications, — La réglette étant retournée face pour face (n°550, fig. 169):

16 Amenons son origine 1 en regard de la division a de Péchelle inférieure B. On lit
alors sur cette échelle, en regard des arcs o, B, ouy des échelles S, T ou S & T lesnombres :

10 a sin «, 10atgp et 100 a sin y % 100 a tg v.
Si les arcs a, B ou y sortent de la régle, on recule vers la gauche, la réglette de toute sa
longueur et on lit cette fois : a sin «, atg 8 et 10 a sin you 10 a tg v.
m . m
Pour calculer » == 7 Sino, commencer par repérer au curseur q = 7 dvant de retourner
la réglette. '

20 En procédant dans I'ordre inverse on pourra calculer de méme a—z—o-‘ ou b cotg B ou

encore sia et bsont des nombres donnés résoudre, par une seule opération, les équations :
asinx=5b et atgx=2bh

EXEMPLES.

10 23 sinx =78, En regard du 2,3 de la rdgle inférieure amenons P'origine de la réglette. En
regard de 7,8 on lit alors sur ’échelle S : » = 190 51';

2° 8,5 tgx=3,4. En regard du 8,5 de la r¥gle amenons Pextrémité de la réglette. En regard
de 3,4 on lit alors sur I'échelle T : x = 21° 47,
553. Remarque, — Si un arc de g grades vaut «’ minutes et @ radians, on obtient :
«x _ & fnd g rg

Y 4 — ©__ £ £ - .
5400 100 > ¢ =3tg et =55 == o=gzp Ou o=

4 C
Les diviseurs p, = 6,3662 et C = 1,1284 figurent, ainsi que = sur les échelles B et b.

. . . nd? d\?
Si S est l'aire d’un cercle de diam¢tredona: S=—— ou S = (—-) .
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EXERCICES

N. B. Effectuer d la régle les calculs des exercices 963 & 971, 1138 A 1147 et comparer les résultats
ad ceux que donne la table,

1152. Calculer le poids d’un cylindre de révolution de 20 mm de diamétre, de 11 cm de hauteur,
de densité 8,8.

1153, Trouver la hauteur d’un céne de révolution, dont le rayon de base mesure 17 cm et dont
le volume vaut 12 dmé3.

1154, Un train parcourt 200 km en 2 h 15 mn, Combien parcourt-il en 1 h 45 mn?

1155, 17 m d’étoffe valent 8 823 F. Combien valent 13 m de la méme étoffe?

1156. Une équipe de 18 ouvriers a mis 10 jours pour effectuer un travail. Combien de temps
aurait mis une équipe de 5 ouvriers?

— Effectuer 2 la régle les opérations suivantes (on pourra vérifier les résultats a 1'aide de la table
de logarithmes) :

57 x 62 2,32 X 74 78 X 2,56
1157, 318 0,655 168
0,83 X 1,72 17,8 X 15,6 2,34 X 3,58
1158. 5,63 3.64 86
1159, 16 X 2.35 55 % 21,7 9,3 x 342
0,347 3,42 57,5
1160, 8:4 %X 92 X 1,18 87 x 216 X 138 x 43,6
T X 243 734 X 426 X 91
1161, 172X 25,4 X 9,5 93 X 159 X 346 x 2,75
34 X 163 143X 435 X 640
1162. 5,7 X 3,86 X 0,47. 4,65 X 4,78 X 5,34,
1163. 2,42 X 3,56 X 0,94. 3,84 % 5,08 x 2,77.
1164, 0234 548 X 428
0% 5318 % 0,464 145 < 2,64 X 3,47
1165, 038 9,6 X 3,24

0,532 X 0,645 | 0,382 %X 15,7 X 2,89

— Calculer les expressions suivantes @

- 1166. /642, . 1/0,474. V3142,
1167. +/3,650. 4/0,0646. /0,675,
1168. (1,17, (2,43, (2716)5,

1 1 1
1. Taw aEy @I
1170. v/1%6. 1/ 840. Y1740.
1171, V/(23,7%. V{1, 78)1. V(5347

— Déterminer les rapports trigonométriques (sinus, cosinus, tangentes) des arcs suivants ainsi
que leurs inverses et leurs carrés,

1172, 9037’ 170 45’, 360 30,
1173. 52040, 670 26, 870 24,
1174. 4,36 grades. 37,45 gr. 93,52 gr.
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~— Effectuer les opérations suivantes :

1175. (sin 33°15)2, (tg 42°10')3,
. sin 58° 40’
1176. sin 33° X cos 19°, m'
1171 132 sin 24° 30’. 5,7tg 190 52'.
" 58,7 cos 35930 2,34 cos 28°
-~ Déterminer P’arc x en degrés, puis en radians, tel que :
1178. sin x = 0,375. tg x = 0,68.
1179. cos x = 0,0472. cotg x = 0,057,
. 17,3 __ 68
1180. sin x = 784" tgx = 338
_ 3,4 sin 58° Y
1181. cosx = ——T'-gg-—-' cotg x = 2 3in 89

+/sin 32040’
Ve
Vg 280
21,5 tg 3042’
6,8 sin 4223’

tg x = 3,47.

tg a = 25,3,

Cos x = 218_:?.

4,55

3.4 sin_‘tg’.

18 &= 553



349

PROBLEMES DE REVISION

1182. 1° Démontrer que si f(x) est divisible par (x — )3, sa dérivée f'(x) est divisible par x — «
et que, réciproquement, si un polynéme f (x) divisible par x — &, a une dérivée elle-méme divisible
par (x — o), f (x) est divisible par (x — «)2

20 En déduire que, pour que I'équation f (x) = 0, dans laquelle f (x) est un polynéme, ait une
racine double, il faut et il suffit que les deux équations : f (x) = 0 et f' (x) = 0 aient une racine commune.

3¢ Déterminer a de fagon que la courbe représentative de la fonction y = x® — ax? 4 1 soit
tangente a la droite d’équation y =S5 et construire la courbe correspondante.

40 La droite d’équation y = 5 touche la courbe précédente en un point A et la rencontre 4 nou-
veau en un point B dont on calculera ’abscisse.

5¢ Chaque courbe d’équation y = ¥* — ax? + 1 a un maximum et un minimum. On demande
les lieux décrits par ce maximum et ce minimum quand « varie.

1183, 1° m étant un paramétre, on considére le systéme de 3 équations 3 3 inconnues x, ¥, 2 :
x+tm+)y+z2=24+m—m? 1)

mx4y—z2=0 )

X2y —my == 2 4 3 m— m? (3)
Résoudre et discuter le systtme, Examiner les cas particuliers dem= — 1, m=2; m= — 2.
Montrer que, lorsque la solution du systéme est unique, elle vérifie 1a relation : x + y -+ & = 2. (4).
2° On donne un repére orthonormé xOy. On prend sur Ox un point A tel que :OA = lz—itnm

et sur Oy un point B tel que OB = 1 — m. On considére le triangle rectangle OAB, Calculer en fonc-
tion de m le périmétre 2p de ce triangle. On trouvera pour 2p des expressions analytiques différentes
quand m varie dans chacun des intervalles suivants : m <1; — 1 <m <0; 0 <m <1; m> 1,
Courbe représentative des variations de 2p en fonction de 7. Interpréter géométriquement la relation (4)
lorsque 0 < m < 1.

39 Trouver I'équation du cercle circonscrit au triangle OAB. Montrer que ce cercle est tangent
au cercle (C) d’équation : x® + »® — 4x — 4y + 4 = 0.
Interpréter géométriquement.

1184, 1° Etablir par récurrence qu’un polynéme de degré # est déterminé par les valeurs qu’il
prend pour (7 + 1) valeurs de la variable,
20 Vérifier que le polyndme : P, (x) = A":—:—Z +B 2{‘—: (a # b)
est le seul polyndme du premier degré tel que : P (a) = A etP (b)) = B,
3° Montrer que si a, b, ¢ sont trois nombres distincts le polynéme :
_Alx—b(x—¢c) , Bx—c)(x—a)  Clx—a)(x—20b)
P = he—0 T 6=006—a " c—aC—h

est le seul polynéme du second degré tel que : P (a) = A; P ()= BetP (c) = C.
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40 Généraliser pour le polyndme de degré » :
A~ (x—¢c)...(x— D L{ix—a)(x —b)...(x — k)
PO = e h 9w T T o= a—h

ol a, b, c... I sont n + 1 constantes distinctes.

50 Faisons A = B == C... ==1 dans les paragraphes précédents. En déduire les identités :
x-—b x—a
a—b + b—a
x—b (x—c)  (x—c)(x—a) + (x — a) (x —b)
(a—bda—c) Gb—c)b—a) (c—a)lc—0b)
Par identification, démontrer que, pour 3 nombres distincts, a, b, et ¢ :
1 b+ ¢ be
L Sy S T 0 x
T Y Rl C=hE=0""% *aTHe-9
6° On suppose : A = a; B = b; C = c... Montrer que les polynbmes Py, P,, P;... sont identiques
a x. Quelles relations en déduit-on ?

==1;

=2 1, etc.

-+

1.

Sl -
7° a, b, ¢ étant trois nombres distincts, on considére : P(x) = X g—u—(—u-
! (a — b) (a — c)

Montrer que le polyndne P (x) — x® a pour racines a, b et ¢ et établir les relations :

Zat—ﬁ;—cs=a+b+c; Za—:-'_a—%byi—;—g-a-rab—l-bc-l-ca.
1185, On considére dans un repére orthonormé les droites (D) d’équation :
xcosg+ ysing=% —r<e<z
10 Discuter suivant les valeurs du paramétre A Pintersection de (D) et de la parabole (P) d’équation

y? = 2px.

Lorsqu’il n'y a qu’un point d’intersection, déterminer en fonction de ¢ les coordonnées de ce point
et montrer que (D) est tangente a (P).

2° On suppose que A garde cette valeur particulidre correspondant au cas ou (D) est tangente
a (P). Exprimer en fonction de tg ¢ et tg ¢’ les coordonnées du point d’intersection de deux droites (D)
et (D") eorrespondant aux valeurs ¢ et ¢’ du paramétre. En déduire le lieu des points d’o2t 'on peut
mener & (P) deux tangentes perpendiculaires.

Trouver Péquation de la droite joignant les deux points de contact et montrer qu’elle passe par
un point fixe, _

Calculer la distance des points de contact. Pour quelle valeur de ¢ est-elle minima?

. . . 1

3% On considere les trois droites (IDy), (D,), (D3) correspondant aux valeurs ¢ — g’ ¢ @+ 3 du
paramétre ¢. Ces trois droites se coupenten A, B, C.

Calculer les cotés du triangle ABC en fonction de ¢. Montrer que ce triangle est équilatéral.

40 Calculer y = AB? en fonction de tg2p = ¢ et étudier les variations de y si ¢ variede 0 a - 0o

1186. Soient un triangle quelconque ABC; O et R le centre et le rayon du cercle circonscrit;
A’, B/, C' les milieux des c6tés; A”, B”, C” les pieds des hauteurs AA”, BB", CC" (A’ et A" sont sur
le c6té BC = q).
10 Etablir la relation : cosA® - cos®B - cos?C +- 2 cos A cos B cos C = 1.
ATAT
Exprimer le rapport ——=— en fonetion des mesures des c6tés; donner ensuite une expression
BC

trigohométrique simple de ce rapport. Les deux autres rapports analogues seront considérés comme
grandeurs albébriques et leurs expressions se déduiront de la précédente par permutation circulaire.
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20 Soit le systtme de trois équations aux trois inconnues x, y, 2 :
+D(xz—1)=4L
+1D(x—1)=4M
(x+1D(y—1)=4N
o1 L, M, N sont d’abord des nombres donnés et quelconques. Montrer que la résolution de ce systéme
dépend d’une équation du 28 degré. Les solutions seront exprimées, dans le cas d’existence, en fonc-
tion de L, M, N et d’'un nombre K défini par I'égalité : K2 = (L -+ M + N + 1)? 4 4 LMN.
39 On particularise la question précédente en posant maintenant pour toute la suite du probléme
L = — cos?A; M == — cos®B; N = — cos*C
A, B, C représentant les angles d’un méme triangle ABC; constater que ce choix donné correspond

——
Al

A un cas de solution double. Confronter les expressions des inconnues avec les rapports _6 du 1o,
B

40 Calculer la valeur (remarquable) de I’expression : xyz + x - » -+ 2. Du résultat de ce calcul,
e ’ ;
- LAl
déduire une relation entre les trois rapports _6 indépendante des autres éléments du triangle.
' B

1187, On considére deux axes rectangulaires Ox, Oy et la droite (D) d’équation :
bx cos @ - ay sin ¢ = ab,

a et b étant deux constantes (4> b > 0), et ¢ un paramétre compris entre O et 2 .

1° Pour quelles valeurs de ¢ la droite (D) est-elle paralitle a Ox, ou paralléle 2 Oy 2 Pour quelles
valeurs de ¢ a-t-elle un coefficient directeur donné m?

20 Pour quelies valeurs de ¢ la droite (D) passe-t-elle par un point donné M du plan, de coordon-
nées x,, ¥,. Discuter. Reconnaftre en particulier les points du plan par lesquels passe une seule droite.

39 Dans les cas ou il passe par M (x,, ¥o) deux droites cotrespondant a deux valeurs ¢, et @, du
paramétre, écrire la condition liant @, et @, pour que ces deux droites soient rectangulaires et en déduire
1a relation qui existe entre les coordonnées x,, ¥, de M pour qu’il en soit ainsi. A quelle courbe appar-
tient le point M?

1188, Soient Ox et Oy deux axes de coordonnées rectangulaires. On considére une droite PQ
passant par le point A de coordonnée x == a; y = a. On désigne par P son point de rencontre avecOx,
par Q son point de rencontre avec Oy.

19 Ecrire la relation qui existe entre P'abscisse p de P et 'ordonnée ¢ de Q. Lieu du milieu du
segment PQ.

20 Déterminer p et ¢ de fagon que le segment PQ ait une longueur donnée /; on formera une
équation du 2¢ degré admettant p et ¢ pour racines. Discuter et interpréter géométriquement les
résultats.

30 Déterminer la tangente de I'angle orienté des droites OA et PQ de fagon que le segment PQ
ait une longueur donnée . Retrouver les résultats de la discussion précédente.

1189, Soient un cercle C, de centre O et de rayon R, et deux axes rectangulaires Ox et Oy issus

. . > > o
de O. On définit un point quelconque A de C par & = (Ox, OA) et ’on pose : tg 5= t.

10 On considre les points A, et A, de C définis par les angles &, et ay. Ecrire Péquation de la droite.
A;A,;. Montrer que la condition pour que cette droite passe par un point fixe P de Ox d’abscisse a
s’écrit :

oy + %y

¢)) a cos —— G

= R cos

Que devient cette condition en introduisant ¢; et ¢,?
290 Cette condition étant remplie, on méne par A, la parailtle 2 Ox qui coupe Cen A;.
De la relation immédiate qui existe entre #; et #3, déduire la relation entre ¢; et £;.

?

2 quand A;A, tourne autour de P.

——p
Calculer I'angle @ == (OA,, OAy); étudier la variation de tg
Discuter.
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30 Pour quelles positions de A, ’angle ¢ est-il droit ? Examinerlecas: R = 1;a = 5

1190, 1° On considére I'équation ¢ x® - 32 — 24y — m? =0
en coordonnées orthonormées dans le plan : montrer qu’elle représente deux droites A et A’ dont on
précisera la position; distance de ces deux droites.

20 Montrer que I'expression : 22 (1 — sin2a) 4 38 (1 + sin2 &) — xy cos 2 & est le carré par-
fait d’un polyndme du 1¢* degré que I'on déterminera. En déduire que 'équation :

x(A —sin2a)+ 32 (1 4 2sina) —2xycos20 —mé =0

représente deux droites B et B’ dont on précisera la position; distance de ces deux droites.

32 Quels sont les angles formés avec 1'axe Ox par les droites A, A’ B, B’ ? Prouver que les quatre
droites sont tangentes 2 un cercle fixe quand o varie, et en déduire qu’on peut passer par une transfor-
mation géométrique simple des droites A, A’ aux droites B, B’.

1191, On donne un demi-cercle de diamétre AB, de centre O et de rayon a. Par un point H du
segment AB on éléve la perpendiculaire qui coupe le demi-cercle en M. Sur la demi-droite HM on
considére le point P tel que : HP == A HM (A nombre positif donné). Soit Q la projection orthogo-
nale de P sur la tangente en B au demi-cercle.

1o Exprimer en fonction de a et de OH = x (sens positif AB) la somme y == AP?-} PQ®.
Etudier les variations de y. La somme AP? 4 PQ? peut-elle conserver une valeur constante? Quel
est le lieu du point P dans ce cas ?

2¢ Exprimer en fonction de a et de x la somme 2 = AP 4 PQ. Etudier les variations de z quand
M décrit le demi-cercle. Construire la courbe représentative en prenanta = 2 cmet A = 2.

30 Déterminer x pour que I'on ait : AP 4+ PQ = ka
k désignant un nombre positif donné. Discuter suivant la valeur de k. Rapprocher les résultats de la
discussion de ceux trouvés au paragraphe précédent.

40 Soit C le point de la tangente en A au demi-cercle 2 la distance AC = 2 a. Calculer en fonction
MA:

MC?
Etudier les variations de « quand 0 varie de 0 2 . Déterminer 0 pour que _l\l\;i% ait une valeur

de a et de I'angle BOM = 0 le rapport u =

donnée m. Discuter.

. . . kil )
1192, 12 u désignant la mesure, en radians, d’un angle et v étant égal 2 i montrer que

les expressions sin # -+ cos u et sin u cos u peuvent s’exprimer en fonction de cos v = x. En
sinu 4+ cos u

——=—————— en fonction de x.
'\/ 2 sin 4 cos u

déduire 'expression de

2¢ Etudier la variation de la fonction y = y quand x varie de — o0 4 4 o0, et

Lx
2x2 —1
construire la courbe représentative, (C), rapportée 2 un repére orthonormé xOy. On précisera, en parti-
culier, la tangente & 'origine. On prendra I'unité de longueur sur les deux axes, égale 2 2 cm.

30 Une paralléle & x'Ox, d’ordonnée variable m, coupe la courbe (C), en général, en deux points,
M et M', et la droite 'Oy en un point, H. Evaluer la puissance de H par rapport au cercle de diamétre
MM'. Montrer que ce cercle découpe sur 'Oy un segment de longueur constante quand m varie.
Calculer en fonction de m les abscisses X, du centre I de ce cercle et X, du pdle J de la droite 'Oy
par rapport a ce cercle. Evaluer ensuite m en fonction de X, d’une part et en fonction de X, d’autre
part. Construire sur le graphique précédent les lieux des points I et J quand m varie.

40 On se propose d’utiliser la courbe (C) pour résoudre I’équation suivante en u :
sin u + cos u = mA/2 sin u cos u ()
et I'on se borne aux solutions de cette équation dont la mesure en radians est comprise entre 0 et 2 .

Discuter, en fonction du parametre 7, le nombre des racines de cette équation. On achdvera les calculs
pour les valeurs particuliéres de m intervenant dans la discussion.
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1193. On donne un repére orthonormé xOy et un carré OABC dont les sommets A, B, C ont

pour coordonnées : .
Ax=1,y=1); B@=0y=2 CE=—1Ly=1

Soit F (x = 0; ¥ = 1) le centre de ce carré et soit P la parabole de foyer F et de directrice Ox. Cette
parabole passe en A et C.

19 Quelle est 'équation de P ? T'rouver le 2° point de rencontre D de la droite BC et de la parabole P.
Construire les tangentes 4 P aux points A, C et D.

29 Soit M un point quelconque de P et x son abscisse, Monttrer que !a puissance quelconque de M
par rapport au cercle de diamétre CD a pour valeur :

FGF D) )

Déduire de la formule (1) la position de la parabole P par rapport au cercle de diamétre CD.

Etudier les variations de {a fonction (1) quand x varie et construire la courbe représentative.

30 Sur!a perpendiculaire menée en O au plan xOy, on porte une longueur OS égale 2 OA. Soit X
{a sphere inscrite dans le cube qui a pour arétes OS, OA et OC. Montrer que la parabole P est sur le
cdne qui a pour sommet S et qui est circonscrit & la sphére .

1194. 1° Etudier la variation de la fonction : y = %;j}-—qi oll @ est une constante donnée.
Construite la courbe représentative C,. On désigne par P, Q les points de cette courbe oti {a tangente
est parallele & O, par p et ¢ les projections orthogonales de P et Q sur Ox. Montrer que le cercle de

diamétre pg passe par deux points de Oy indépendants de a. Trouver, quand a varie, le lieude P et de Q.
20 q étant de nouveau fixe, on mene par le point I ol C, rencontre Ox une droite de coefficient
directeur m, coupant C, en deux nouveaux points M,, My, Former 1’équation du 2° degré ayant pour
racines les abscisses de M, et My,
30 Trouver, quand m varie, le lieu du milieu du segment M;M,. Vers quelle valeur doit tendre m
pour que I’'un des points tende vers I? Vers quelle valeur doit tendre m pour que M; et M, tendent 4 se

confondre ?

Utiliser tous les résultats pour améliorer le tracé de C, ( On choisira pour la figure g = g

49 @ étant une constante donnée, étudier la variation de la fonction v de la variable 1 :
v = cos u sin (u — @)
- cos ¢

En certains points de {a courbe représentative I'p, la tangente est paralltle & 'axe des u. Lieu de ces
points quand @ varie. Indiquer un calcul donnant une confirmation du lieu de P et Q trouvé dans 19,

1195, Ondonneun repére orthonormé ¥Oy. On marque sur Ox le point A d’abscisse + 1 et sur Oy
le point B d’ordonnge 4 1.
Un point M variable décrit x'x, la droite BM coupe en N la paralitle 4 Oy menée par A.

10 Calculer en fonction de 1'abscisse » du point M la différence y = AM — AN. Cette différence
a-t-elle la méme expression algébrique quelle que soit la position du point M sur 'axe x'x?

; 1

20 Déterminer toutes les positions du point M pour lesquelles y = — 5

30 Etudier et représenter graphiquement les variations de y quand M décrit &'x.
—— <«
4° M décrivant seulement la demi-droite Ox, on pose OBM = ¢@. Calculer en fonction de ¢

Pexpression z = ]§'1ﬁ -+ —ﬁlﬁ Variation et représentation graphique de z.
1196. 1° On détermine expérimentalement une inconnue x. On ’a mesuréc n fois et on a trouvé

pour mesures les nombres ¥y, X, ... ¥,. On convient de choisir pour valeur de cette inconnue la valeur
x qui rend minimum ’expression

E = (x — %) + (x — x9)%F ... + (¥ — x,)%



354 ALGEBRE ET ANALYSE

a) Déterminer au moyen de x;, ... x, la valeur x ainsi choisie.
b) Donner Pexpression de ce minimum au moyen de x,, ... %,.

2° On détermine expérimentalement deux inconnues x et y dont on sait que & --- y = a (a : nom-
bre connu) : )

n mesures de x donnent les nombres %y, %g,... X,.

n mesures de y donnent les nombres ¥, ¥, ... ¥4

On convient de choisit pour x et y les valeurs qui rendent minimum Pexpression :
F = (=2 b ot (2= 22+ (0 — 3 + oo+ (9 — )%
a) Exprimer F au moyen de la seule variable x.
b) Déterminer x, puis y au moyen de @ et des mesures ¥, ... ¥, ¥y -+ Vn
¢) Calculer numériquement x et y pout les cas ol : & -+ y == 100; n = 4,
% =75 3 % =752; x3=751; x, =753
n=248; 32 =252; y3=249; y, =249

3¢ L’étude expérimentale d’une fonction y = f(x) a donné pour des valeurs xy, %, ..., %, dela
variable x les valeurs correspondantes ¥y, ¥3 ,... ¥, de la fonction y,

Rapporté & deux axes de coordonnées rectangulaires, le graphe des n points de coordonnées
(%131 )y-+es (2, ) indique que ces points sont sensiblement en ligne dtoite avec I’origine des coordonnées,
on adopte alors comme loi de relation entre x et ¥ la loi ¥ = mux.

a) Déterminet m en fonction de x4, ... %, ¥y, «. ¥, de manidre que Iexpression
S = (3 — mx))® + (ya— mxz)? -+ ... 4 (3 — mx,)?
soit minimum. Calculer m dans le cas ot 'on a fait 4 mesures et trouvé

x =1 xg == 1,98 X3 =3 xg =4
y = 2,02 Yy = 4 yg = 5,98 ¥, == 8,02,

b) Déterminer m en fonction de ..., ¥p..., Yy...y ¥y de manitre que Pexpression

n

2 2 ) 2
Y T Y -

soit minimum. Calculer m pour les 4 mesures précédentes.

¢) Etablir une relation simple entre S, T, m et montrer que S et T ne peuvent étre minimum pour
la méme valeur de m que si I'on a:

1197. Dans un repére orthonormé x0Oy on donne deux points fixes, A (de coordonnécs
x = —aqa,y = 0) et B (de coordonnées ¥ == @,y = 0). Un point H d’ordonnée ¢ positive varie sur Oy.
Enfin, k étant un nombre constant, non nul et différent de 1, on considére le point P variable sur 3’0y

défini par -}:_E = k.
PO

On aphelle (C) le cetcle circonscrit au triangle APB et D la droite d’équation y = ¢.

10 @) Calculet, en fonction de g, k et ¢, 'ordonnée de P et celle du point Q diamétralement opposé
a P sur (C).

b) En supposant k£ > 1, comment faut-il choisir ¢ pour que D coupe (C) en deux points, distincts
ou confondus ? Etudier P'intersection de D et de (C) quand k < 1.

29 Lorsque D et (C) se coupent, on appelle M celui de leurs deux points communs dont I'abscisse &
est positive. Calculer x2 en fonction de a, k et ¢, Ktudier les variations de x? en fonction de ¢, en distin~
guant lescas 0 <k < tletk> 1.

30 g) Calculer MA? et MB? en fonction de a, x et 1. Exptimer ensuite ces deux grandeurs en fonc-
tion seulement de a, k et x.

b) Calculer MA, MB, MA -+ MB, MA — MB en fonction de a, k et x. On distinguera les cas
0 <k <1letk> 1. En déduire, dans ces deux cas, le lieu de M quand ¢ varie.
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. . . 1
4° Les lieux obtenus pour deux valeurs de & inverses 'une de l'autre, & savoit & = h et &' = P

(% donné plus grand que 1) se coupent en un point I. Calculer IA - IB et IA — IB en fonction de a et h.
En déduire le lieu de I quand 4 variede 1 & |- .

1198. Etant donné un repére orthonormé xOy on appelle T la transformation ponctuelle qui, au
2 2
point M de coordonnécs x et y (xy # 0), associe le point M’ de coordonnées : x' = (-:7 ety = a;,

a étant une longucur donnée.

A. — 1° Montrer que la transformation ‘T' est involutive (c’est-3-dire qu’au point M’ clle associe
le point M) et qu'elle admet quatre points doubles.

2° Montrer que les droites OM et OM’ sont symétriques par rapport aux bissectrices des droites
Ox et Oy.

30 Soient P et Q les projections de M sur Ox et Oy, P’ et Q’ celles de M'. Montrer que P et P’
d’une part, Q et Q’ d’autre part sont conjugués harmoniques par rapport au cercle (C) de centre O ctde
rayon a. En déduire que PQ et P'Q’ sont les polaires respectives de M’ ct de M par rapport a (C).

40 PQ et P'Q’ se coupent en I, Montrer que MM’ est perpendiculaire 4 Ol

B. — Dans toute la suite du probléme, M décrit la parabole (P) d’équation ay = &2,

10 Calculer, en fonction de I’abscisse # de M, les coordonnées de M’. En déduire que la parabole
(P) est globalement invariante dans la transformation T,

2° Montrer que la droite MM' passe par le point fixe ] de coordonnées (0, —— a). En déduire le
lieu géométrique du point I,

30 La parabole (P) passe par deux des points doubles de la transformation T'. Monter que les tan-
gentes en ces deux points 4 la parabole passent par J.

4° Montter queles droites JP et OM' sont paralltles, ainsi que JP' et OM. En déduire 'enveloppe
des droites PQ et I’Q’,

1199. Dans un triangle ABC, la médiatrice de BC coupe BC en M, AC en D et la droite AB en E,
Dans toutes les parties du probléme, les triangles ABC sont tels que AC > ABet que-g—g = k nombre
positif donné.

EA  ME
19 Evaluer en fonction de k les rapports lzli:% et %ﬁ Montrer que les edtés du triangle sont

liés par la relation : b — ¢% = kq?,

Deux des sommets du triangle étant donnés, trouver les lieux du troisiéme sommet et des points D
et E,

a) On donne B et C. b) On donne C et A. ¢) On donne A et B. .

20 Montrer que les angles du triangle vérifient la relation : sin (B — C) = ksin (B + C).
En déduire que les quantités :

sin B cos C sin C cos B tgB sin 2B —sin 2C
sin A sin A t.‘é—é’ sin 2A

s’expriment en fonction de k et donner leurs expressions.

3% Connaissant ’angle A, calculer les angles B et C. Discuter.

40 Construire géométriquement le triangle ABC, connaissant Vangle A ct le c6té BC = a.
Discuter. :

mx — 5
x%—1
Construire cette courbe dans un repére orthonormé pour m = 1 et m = 6,

29 Préciser les différentes formes de courbes suivant les valeurs de m,

3% Montrer que les eourbes (C) passent par un point fixe. Deux courbes (C) peuvent-elles avoir
un autre point commun ? Peuvent-elles étre tangentes ?

4% Déterminer m pour que la fonetion y passe par un maximum ou un minimum pour x = 2.
T'racer la courbe correspondante.

1200. 1° Soit la courbe (C) d’équation : y == v m étant un paramétre différent de - 5,
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5% On coupe cette dernidre courbe par la parallele & Ox d’ordonnée y = a. On obtient, en général
deux points d’intersection, M et M’ qui se projettent sur Ox en P et P'. Montrer que les cercles de dia-
metre PP’ forment un faisceau ayant pour axe radical la paralléle & Oy menée par le point de rencontre
de la courbe avec son asymptote horizontale. Ce faisceau a-t-il des points limites ? Si oui, déterminer
ces points,

1201, A. — 1° Montrer que la quantité /a2 — 1 -+ x est positive si 1 < » et négative si
x < -1, .

2° Trouver les limites des expressions suivantes :

ViE—1+ %, quand x — - o}
=1
_'\.(x___I_if, quand x — 4 o0,

x
[\/x“‘—-l+x]~2x, quand x — - 0,

Montrer que '\/ x? — 1 - x tend vers 0 quand x tend vers — o0,

'\/;c_z-——l—l-x
V.

x—1

Trouver les limites de quand x — 4 ® et quand x —> — c0,

B. — On considére la fonction :
y=x+VF—1 ,

19 Préciser les intervalles de variation et les valeurs de ¥ aux bornes de ces intervalles.

20 Calculer la dérivée de y et étudier son signe. En déduire le sens dc variation de y.

30 Tracer la courbe représentative (y). Pour cela, on montrera qu'elle admet deux asymptotes,
d’équations y = OQety = 2 x.

49 On associe 4 tout point M de (y) de coordonnées (g, b) son symétrique M, par rapport & I’ori-
gine des coordonnées. T'rouver une relation entre les coordonnées de M. Tracer la courbe (y,) lieu

de M;. Montrer que la courbe (I') formée de (y) et de (y,) représente le lieu des points dont les coordon-
nées vérifient la relation (y ~—~x)2 —x2 -} 1 = 0. .

C. — On considére ’équation du second degré :
e—He+20—at+@+1)=0,
oll ¢ est I'inconnue, a et b étant les coordonnées d'un point M d’un plan, (E)

19 Quelle relation doivent vérifier les paramétres a et b pour que (E) ait une racine double ? Trou~
ver le lieu des points M du plan dont les coordonnées vérifient cette relation.

20 Quelle condition doivent vérifier a et b pour que (E) ait deux racines distinctes ? Dans quelle
région du plan doit-on choisit M pour qu'il en soit ainsi?

3 4
3x% + 2x—1

Construire la courbe représentative (C) par rapport & un repére orthonormé (asymptotes; point
d’intersection, A, de la courbe avec son asymptote paralltle 4 x'x; tangente en ce point).

20 Soit D la droite d’équation y = k, ol k désigne un nombre relatif donné. Ftudier, suivant la
valeur de k&, le nombre de points communs 4 D et (C), d’abord d’aprés le graphique, ensuite par le
calcul.

k étant choisi de telle fagon que D et (C) aient deux points communs, M et M/, et H et H’ étant
leurs projections sur I’axe des », démontrer que le cercle (I') de diamétre HH' appartient, quel quesoit &,
4 un méme faisceau (F), 4 points limites, ces derniers étant les projections sur I’axe des’x des points de
(C) ol 1a tangente a une pente nulle. Que devient le cercle (I') quand % tend vers l'infini ?

Vérifier que ’axe radical du faisceau (F) passe par le point A. Ce fait pouvait-il &tre prévu?

30 Soit A la droite d’équation y == mx, od m désigne un nombre relatif donné, Montrer que A
et (C) ont, en général, en dehors du point O, deux points communs, P et P’. Démontrer que, N et N’
étant les projections de ces points sur ’axe des x, la puissance du point O par rapport au cercle (y) de
diametre NN’ a une valeur indépendante de m. En conclure que le cercle (y) appartient, quel que soit m,

1202. 1° Etudier les variations de la fonction : y =
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3 un méme faisceau (@), & points de base. Que devient le cercle (¥) quand m tend vers Finfini ? En déduire
Pexistence d’un cercle commun aux faisceaux (F) et (). Peuvent-ils en avoir d’autres ?

40 Calculer, en fonction de m, les coordonnées du point ¢ od la polaire du point O par rapport
3 (7) coupe A, En déduire Péquation du lieu de ce point. Ce lieu est une courbe (L) ayant deux asymp-
totes, que Pon déterminera. Construire celle des branches de cette courbe qui passe par le point O.

. . . X% 4 bx ¢
1203, 1° Déterminer b, ¢ et d pour que la courbe représentative de la fonction: y = P e v i % + 5
passe par I'origine O des coordonnées, soit tangente en O 4 Ox et admette pour asymptote la droite
d’équation x = 1.
Etudier les variations de la fonction ¥ ainsi déterminée et construire la courbe représentative (C),
de cette fonction dans un repére orthonormé,

29 On coupe fa courbe (C) par une droite (D), passant par O, d’équation ¥ = mx, oh 7 est un
paramétre donné différent de 0. Montrer que cette droite coupe (C) en deux points, P et Q autres que O.
Calculer les coordonnées du conjugué harmonique I de O par rapport & P et Q, quand il existe; pour
quelles valeurs de m en est-il ainsi? Chercher I’équation du lieu L de I quand m varie, Construire L
(on déterminera avec précision les asymptotes de L et son centre de symétrie).

39 On considére les projections R et S des points P et Q sur Ox et le cercle T de diamétre RS.
Monrrer que le cercle T passe, quand m varie, par deux points fixes, A et B, situés sur Oy.

On appelle F le point de coordonnées x = 4, y = 8; on considére la conique U de foyer F et de
cercle principal T, quand elle existe. Pour quels cercles U en est-il ainsi? Montrer que la directrice
de U associée 4 F passe par un point fixe, quand m varie. Construire avec précision ce point fixe, Parmi
les coniques U, y a-t-il des hyperboles équilatéres?

1204, 1° Construire la courbe C représentant les variations, dans un repére orthonormé, de la

- fonction : y = %-) [x% — 10 x2 + 9].

20 Cette courbe rencontre 'axe Ox en quatre points a, b, ¢, d dont les abscisses sont rangées par
ordre de grandeur croissante. Calculer les aires limitées par les arcs ab, be, ¢d de la courbe C et Paxe Ox.

39 Une paralltle A A Ox d’ordonnée y peut rencontrer la courbe C en un certain nombre de points.
Discuter suivant les valeurs de ¥ le nombre de points obtenus.

49 On suppose ¥ choisi de telle manitre que la paralltle A & Ox rencontre la courbe C en quatre
points A, B, C, D. Calculer en fonction de y les abscisses X des milieux des segments ayant pour origines
et pour extrémités deux points distincts choisis parmi les quatre points A, B, C, D.

50 Négligeant ceux des points obtenus qui sont situés sur axe Oy, montrer que 'ordonnée des
autres points s’exprime rationnellement en fonction de x par une fonction ¥ = f(x) analogue 2 celle
qui définit la courbe C. Sans limiter la variation de ¥, construire la courbe C, représentant les variations
de la fonction ¥ = f(x) sur le méme graphique que la courbe C. Quels sont les points communs aux
deux courbes C et C;.

1205. 1° On donne un rectangle ABCD, de c6tés AB = 2/, AD = 5/ (! longueur donnée). On
prend un point M sur le prolongement de AB au-dela de B et Pon pose :

AMC = a, AMD = 8, avee 0<(3<o¢<1-2‘-

@) Evaluer la tangente de Pangle B en fonction de la tangente de Pangle a.

b) On pose -t_g% =y, tg % = x; calculer ¥ en fonction de x. Etudier les variations de la fonc-

tion y de x quand x varie de — 00 & - 60; montrer Pexistence d’un centre de symétrie, puis tracer la
courbe représentative; marquer en trait renforcé arc correspondant aux conditions de P'énoneé (c’est-
3-dire M sur le prolongement de AB au-dela de B).

¢) Déterminer les angles o et § lorsque o 4 = 3-; {on pourra utiliser la régle 4 calcul).

— 8.3
20 On considére maintenant la coutbe (C) d’équation ; y = = 1—!(;:90 * 5,
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a) Quelle est 1'équation générale des droites passant par le point A d’abscisse -— 1, d’ordonnée
-4 3? Discuter P'existence de leurs points cominuns avec la courbe (C) suivant la valeur de leur coef-
ficient directeur p. En déduire I'équation des tangentes menées de A 4 la courbe.

b) On considérc le point B de la courbe, d’abscisse — 1, et la droite (D) d’équation :

V5 —1
2

2
== X ..*. ,5_
La perpendiculaire de B 4 la droite (D) rencontrant la droite (D) en H et la courbe (C) en C, calculer
les abscisses des points H et C. De la comparaison de ces abscisses déduire 1a position respective des
points B et C par rapport i la droite (D).

2 ..
1206, 1° On considére la fonction de la variable x suivante : y = i,—j__;—z;_::—g,
oll a est un nombre donné.
Déterminer a pour que la fonction passe par un maximum pour # = 1/2; a ayant la valeur trouvée,
étudier les variations de y. Construire la représentation graphique.
20 On considére deux axes de coordonnées rectangulaires, Ox, Oy, et, sur Ox, les points A ct B
d’abscisses respectives — 1 et -+ 1. Soit (D) la droite d’équation ¥ = 1: Dans tout ce qui suit, on
M) Mll
appelle M/ et M” les points de la droite (D) tels que : MA _MA_ k, k étant un nombre supé-

rieur 4 1. Indiquer la construction géométrique de M’ et M” et discuter suivant les valeurs de &.
3
M étant un point quelconque de (D), calculer en fonction de Pabscisse x de M le rapport (%%)

et retrouver 4 I'aide du graphique du 10 le résultat de la discussion précédente.

30 Former I’équation du second degré en & qui a pour racines les absc:sses, x' et x°, des points M’
et M”. Calculer % de sorte que Pangle M'BM” soit droit.

49 Prouver que le cercle de diamdtre M’M” reste, quand k varie, orthogonal & un cercle fixe
En déduire une construction géométrique des points M’ et M” tels que I’angle M'BM” soit droit.

1207. 1° Soit un triangle isoctle ABC, dans lequel AB == AC. On désigne par x la mesure d’'un
~~N ”~

angle A la base du triangle (B = C = x), par a la mesure du c6té BC, par p le demi-périmeétre du
triangle. Calculer P'aire, S, du triangle ABC, d'abord en fonction de a et x, puis en fonction de p et x.
cos x sin x .
(1 + cos x)?
@) Calculer la dérivée de ¥ par rappoit & x. On exprimera cette dérivée en fonction de cos x.
b) Montrer que le signe de-cette dérivée est celui de I'expression 2 cos x — 1.

2° Soit la fonction : y =

¢) En déduire le sens de variation de la fonction ¥ quand x varie de 0 4 g

d) Représenter graphiquement cctte variation par une courbe (C) rapportée au repére x Oy.
30 On considere tous les triangles isoctles variables ABC de périmétre constant 2 p. Caractériser
un triangle d’aire maximale.

x% (x — a)
N

1® Trouver les points de la courbe représentative (C) sur les axes et & I'infini. Calculer la dérivée
et trouver les points maxima et minima de cette courbe. ‘Tangentes aux points remarquables. Discuter
en fonction du paramitre a.

20 Du point A dc la courbe situé sur 'axe Ox et autre que l'origine on méne une drontc variable,
A, qui coupe (C) aux points M; ct M,. Lieu du milieu, @, de M;M,. Soit (I') ce lieu.

30 "T'racer avec soin les courbes (C) et (I') pour a = 10.

4° Du point A on méne les tangentes & la courbe (C). Trouver les polnts de contact. Lieu géomé-
trique de ces points si ¢ varie.

1208, Soit la fonction : y ==
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y . .. . 2 .
1209. 1° Etudier les variations de la fonction : y = —5— et construire la courbe représen-

tative dans un systéme d’axes orthonormés,
2x — 1
=
Ecrire I’équation de la tangente en M 2 la courbe (C), puis calculer Pordonnée b du point ‘T ol cette
tangente coupe ’axe Oy,

3° D’un point T de 'axe Oy, d’ordonnée b donnée, on se propose de mener les tangentes 2 la
courbe (C). En utilisant la question précédente, discuter le nombre des solutions.

29 Soit M le point d’abscisse g sur la courbe (C) d'équation : y =

4° Lorsqu'il existe deux tangentes 4 (C) issues de T, exprimer en fonction de b la pente p de la
droite M'M” qui joint les points de contact M’ et M"” de ces tangentes, ainsi que les coordonnées,
%; et 3y, du milicu K du segment M'M”,

5¢ Déduire de la question précédente I'équation de la droite M'M”.

60 Calculer I’aire comprise entre la courbe, 'axe des x et les droites d’abscisses x = 1 et ¥ = ¢
(e = base des logarithmes népériens). (Iog ¢ = 1; e = 2,718 28..).

1210. Dans un plan rapporté & un repére cartésien orthonormé x’Ox, »’Oy, on considére le
cercle (a), de centre A (+ 3, 0) et de rayon 2, et le cercle (), de centre B (0, + 4) et de rayon 4. Soit
M un point variable de I'axe x’Ox. On désigne par x I'abscisse de M, par p, la puissance de M par
rapport au cercle (@), par p, la puissance de M par rapport au cercle (8).

10 Yicrire les équations des cercles (@) et (b).

20 Calculer en fonction de x la valeur du rapport = i’ 2. étudier les variations de la fonction

u(x) ainsi définie et en construire la courbe représentative (I‘) dans un repére orthonormé,

30 k étant un nombre réel donné, existe-t-il sur Paxe x’Ox des points M tels que%’ == k? Discuter,
3

suivant la valeur de k, le nombre de ces points M. Quand il en existe deux, M’ et M", montrer que leurs
abscisses, x’ et &”, sont liées par une relation indépendante de k. Kcrire cette relation.

40 Montrer qu'il existe un cercle (¢) centré sur x'Ox et orthogonal a (@) et (b). En préciser le centre
ct le rayon. Construire un cercle (d) centré sur y'Oy et orthogonal 2 (a) et (). Calculer les coordonnées
du centre et le rayon R de (d). On donnera de R 1a valeur exacte, puis la valeur décimale approchée par

défaut a —@*.’ prés.

59 On considere la courbe (I') construite au 2°. Calculer I'aire arithmétique S limitée par 'axe des
abscisses et I'arc de (I') dont les extrémités sont sur 'axe des abscisses. Donner de S I’expression exacte

la plus simple, puis la valeur décimale approchée par défaut 2 i%)_’ prés.

1211. On trace deux axes orthonormés x'Oy, 'Oy et le cercle de centre O et de rayon R. On

considere, sur ce cercle, le point fixe A défini par (6;, 67‘\) = Z-;: le symétrique B de A par rapport a

x#'Ox et le point variable M déﬁm par (Ox, OM) 6, avec — 7 << 0 < m, P'unité d’angle étant le
radian,

10 Ecrire les équations des droites AM et BM. On pose & = DC, C et D étant les points d’intersec-
tion des droites AM et BM avec x’Ox, respectivement, Montrer que :

sin 0

z=-2R\/3 1+ 2cos 0

20 Rendre z calculable par logarithmes et calculer sa valeur numérique lorsque la mesure de
Pangle 0 est 28939’ et R = 5 cm, avec la précision des tables de logarithmes.
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30 Etudier les variations de z en fonction de 0 exprimé en radians.

Construire le graphe par rapport 2 deux axes w0 et wz perpendiculaires, avec R = 5 cm, en prenant
pour 7 la valeur approchée 3,14 ct les échelles graphiques suivantes : 2 cm pour représenter 1 radian
sur I’axe w9 et 0,5 cm pour 1 cm sur wz.

. . . . . ™
4¢ Caleuler 'aire comprise entre la courbe, I'axe @8, le point w et la droite d’équation 0 == 3
(On utilisera le résultat suivant : si « est une fonction de x, non nulle pour la valeur considérée,

dérivable, la dérivée de Log | u | est %)

1212, Dans tout le probléme, le plan est rapporté au repére orthonormé x O y.
1 Soient a, b, ¢, d quatre nombres réels. On considére les deux systémes de relations :

a? + ¢ =1 lad — be| =1
) b +dt =1 et 2) a? = d*
ab+4-¢d =0 b2 = (2

Montrer soit algébriquement, soit trigonométriquement (en remarquant que, si «? -+ 32 = 1, il existe au
moins un angle 0 tel que « = cos O et == sin 0), que (1) implique (2). La réciproque est-elle vraie ?

29 On considere la transformation ponctuelle R qui, & chaque point m(x, y), fait correspondre le
point M'(X’, Y)) tel que :

4 3
! T e —
X = g 5 ¥,
3 4
4 = e —
Y = g X + ¥
a) Quels sont les points doubles de R ?
b) Montrer que Om = OM’ et que, si P’ est 'image de p, on a toujours pm = P'M’.

¢) Calculer, a 2k prés, Pangle de vecteurs (Om, OM’) et reconnaitre la nature de R.

3° Dans les mémes conditions, on considere la transformation $ qui 2 chaque point m (x, y) fait
correspondre le point M" (X”, Y") tel que :

X"='§x+"§.y»
4
Y”=-:six—~-s-y.

a) Quels sont ses points doubles ?
b) Montrer que S est une symétrie axiale.

4° Plus généralement, tout systéme de relations
X = ax + by,
= ¢x -} dy,

ol a, b, ¢, d sont des nombres reéls vérifiant U'inégalité ad — bc 7% 0, définit une transformation
ponctuelle B par laquelle tout point 7 (%, ¥) a pour image M( X, Y).

a) Rechercher un ensemble de conditions nécessaire et suffisant entre les nombres @, b, ¢, d pour
que la transformation correspondante soit une isométrie, ¢’est-a-dire conserve les distances (M et P

étant les images de m et p, on a mp == MP quels que soient m et p).
A quelle condition cette isométrie est-elle un déplacement? A quelle condition est-elle une symé-

trie axiale?
b) B peut-elle étre une similitude ?
50 Etudier la transformation particuliére G définie par :
X = x,
Y =3x+4 2y.
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a) A-t-elle des points doubles ?
b) Quelle est la figure transformée d’une droite paralléle 2 Ox, d’une droite paralléle 2 Oy ?
¢) Construction de I'image M d’un point quelconque m.

x2 —4x — 5
x — 2)*

sentative, (C), dans un repére orthonormé. Quel est I’axe de symétrie de cette courbe ?

20 Quelle est Iéquation de la droite (D) passant par le point A (x = — 1, ¥ = 0) et de pente m?
La droite (D) coupe la courbe (C) en deux points, M, et M, en plus du point A. Discuter en fonction
de m P’existence de ces points.

Quelles sont les coordonnées du milieu I, de M;M,?

Quelle courbe (H) décrit I quand m varie ?

3° Quelle est la dérivée de ¥, = x——l-é?

1213, 1° Etudier la variation de la fonction y = et construire sa courbe repré-

. x2—4x — 5§ a
Déterminer a et b tels que =2 "G + &.
Quelle est l'aire limitée par la courbe (C),I'axe Ox et les paralleles & Oy d’équation, x = 5 et
x= 112

1214. Dans le plan rapporté au repére orthonormé x’Ox, 'Oy, on considére le point fixe A
dont les coordonnées sont a et 0 (a étant un nombre strictement positif); on étudie la transformation
ponctuelle T qui & un point M quelconque du plan associe le point M’ défini de la maniére suivante :

—— —
les points A, M et M’ sont alignés et les vecteurs OM et OM’ sont perpendiculaires.

10 Déterminer I’ensemble des points M qui n’ont pas de transformé,

Déterminer I'ensemble des points M tels que le transformé de chacun d’eux soit le point A,

La transformation T admet-elle un point double (ou invariant) ?

Quelle est la transformée d’une droite passant par O?

Existe-t-il une transformation réciproque (ou inverse) de T?

20 On désigne par (X, Y) les coordonnées de M et par (X', Y') celles de M'. Etablir entre ces
coordonnées deux relations ayant la propriété suivante : le fait qu’elles soient simultanément vérifiées
est une condition nécessaire et suffisante pour que M et M’ soient homologues par T. Exprimer les
coordonnées de M’ en fonction de celles de M, puis les coordonnées de M en fonction de celles de M/,

32 On suppose que M décrit la droite D dont I'équation est ¥ = 24. Déterminer 'ensemble D’ des
points M’ transformés des points M et D.

40 Les coordonnées du point M sont définies en fonction du temps par les relations ¥ = — at,
vy = at (¢ variant de — 00 & 4 00). Déterminer la trajectoire, C, du point M, en précisant ses éléments.
Exprimer en fonction de ¢ les coordonnées du point M’ et en déduire I’équation cartésienne de la trans-
formée, C' de C. Comparer C' 2 D',

Déterminer 3 Pinstant ¢, les composantes du vecteur vitesse de M et celles du vecteur vitesse
de M'.

Etablir les équations cartésiennes de la tangente en M a C et de la tangente en M’ a C'. Donner les
équations de deux des tangentes communes 3 C et C'.

1215. Oxyz étant un repére orthonormé de I’espace, on considere la droite (D) définie par x = 0,
z == R et la droite (D’) définie par y =0, z = — R. On prend, sur (D), le point M de coordonnées

x =0, y=R\/§tga, z=R
et, sur (D’), le point P de coordonnées :

x==R'\/-2-cotgoc, y =0, z= —R,
Soit A Pintersection de (D) et Oz, B celle de (D’) et Oz.
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10 Vérifier que le produit AM . BP est constant lorsque « varie et donner sa valeur en fonction
de R. ’

—

20 Calculer les composantes scalaires du vecteur 1\7[?’ Soit 1 le point de MP tel que _11_4;1 = p,
MP

p étant un nombre réel donné. Calculer les coordonnées, x, ¥, 2, de I en fonction de R, p et «.

30 Soit (II) le plan mené de O perpendiculairement 2 MP. On suppose que I appartient 2 (IT) :
caleuler p et vérifier que 'on a p = sin® .

4° Montrer que I’on peut alors exprimer x, ¥, # en fonction de R et des fonctions circulaires de 2.
Trouver, entre x, ¥, , deux relations indépendantes de o et en déduire que le lieu de 1, lorsque & varie,
est un cercle, que I'on déterminera.

x(1 — x)
14+

1° Déterminer les asymptotes de (I").

1216. Soit la fonction y = et (') son graphe.

Montrer que ¥ peut se mettre sous la forme y = Ax + B 4 -—-_I:—i’ A, B, C étant des

constantes, qu’on déterminera,
20 Etudier les variations de y et tracer (I'). On déterminera le centre de symétrie.
30 Déterminer tous les points de (I') 2 coordonnées entidres.
40 Soit (I')) le graphe de la fonction y; = lei(i———d-_lt:-;j—)

Comment passe-t-on de () a (I'y) ?

Tracer (I'y) sur le méme graphique que (T').

Calculer Paire # comprise entre la droite d’équation x=m (— 1 < m < 0), (I'), (T') et Ox.
Cette aire a-t-elle une limite lorsque m tend vers — 1?

1217. Dans un plan orienté rapporté A un repére orthonormé direct 6;, 6>y on prend les points
A (R, 0) et B (— R, 0) (R : longueur donnée). A tout point M du plan on associe le point M’ défini
par les conditions

—
module de BM’ == module de AM,
(AM, BM') = ’5‘ modulo 27.

On désigne par P le milieu de MM,
A) 10 Préciser la nature géométrique de Papplication ('T) transformant M en M’ et celle de I'appli-
cation (T") transformant M en P. Quel est le point double de ('T) ?

20 Connaissant les coordonnées (x, ¥) de M, donner les coordonnées (x’, 3') de M et les coordonnées
(X,Y) de P.

39 M décrivant la droite d’équation x = 2R, préciser le lieu de M/, le lleu de P et 'enveloppe de la
droite MM',

B) Dans tout ce qui suit, on suppose que M décrive le cercle de centre A et de rayon R.
40 Préciser le lieu de M, le lieu de P et I'enveloppe de la droite MM'.

50 Ecrire les équations dans le repére 6;:), (3_3;> du lieu de M, du lieu de M’, du lieu de P et de
Penveloppe de la droite MM', Montrer que I'enveloppe de MM’ est bitangente au lieu de M, au lieu
de M’ et au lieu de P.
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6° On désigne par « 'angle polaire (X;, m) défini 2 2km prés. Donner, en fonction dea et de R, les
coordonnées de M, de M’ et de P. R et « étant donnés, former I’équation cartésienne de la droite MM'.
Calculer le carré, 2, de la distance de I'origine O de la droite MM"'.

Exprimer z en fonction de tg 925 =t

2R2(1 4 #)?
EFD @ 14+ 3)

7° Ltudier les variations et le graphe de la fonction 2 = » R désignant

une longueur donnée et ¢ variant de — 0o a - oo,
A cet effet, on se bornera A effectuer le changement de variable défini par 0 = ¢ - 1 et 2 étudier la
fonction 2z (0) ainsi obtenue.

2 _
1218. 1° Etudier la variation de la fonction y = Ea—_z—:f (a : nombre positif fixe) et construire
sa courbe représentative, (C), dans un repére orthonormé, Vérifier que (C) posséde un centre de

symétrie.

Soit M le point de (C) d’abscisse OH = %‘—'; calculer, en fonction de a, I'aire du domaine

limité par Ox, I'ordonnée HM et P’arc de (C) passant par M.

29 On pose a = 3 dans la fonction étudiée au 1°. Trouver les points de (C) dont les coordonnées
sont des entiers relatifs.

1219. On considére Papplication qui, & tout nombre complexe z différent de — 1, associe le
nombre Z défini par la formule :
7 = 2345216

o uanl GRS

b .
z 41

1° Déterminer les constantes a et b telles que Z = 2 4 a +

20 On suppose que z décrit le corps des réels (sauf la valeur — 1),

a) Etudier les variations de la fonction qui, & 2, fait correspondre Z. Représenter le graphe,
(H), de cette fonction par rapport 3 un repére orthonormé, Oz, OZ.

) Soit C le point de rencontre des asymptotes de (H), ?le vecteur unitaire de Oz, Tle vecteur

unitaire de OZ,;le vecteur unitaire défini par (—;,;) =E + 2kw dans le plan orienté 2OZ.

> > >
Exprimer le vecteur ¢ en fonction de 5 ct 1.

- —— >
Si M est un point de (H), exprimer le vecteur CM sous la forme CM = u} + vl, ou u et v.
sont des fonctions de z, que ’on demande de déterminer. En déduire que (H) est une hyperbole, dont
on demande la distance focale.
¢) Calculer I'aire, S, du domaine compris entre OZ, la courbe (H), la droite d’équation Z = =z 4- 4
et la droite d’équation z == ¢ -— 1, o1 ¢ est la base dcs logarithmes népériens (on pourra effectuer la
translation des axes de coordonnées amenant ’origine au point d’abscisse — 1 de I'axe Oz).

30 On suppose que = décrit le corps des complexes (sauf la valeur — 1) et I’on pose
2=ux 41y, Z =X 4 1Y,

a) Déterminer X ct Y en fonction de x et y.

5) Au nombre complexe z on associe son image, P (x, y), dans le plan complexe. Quel est ’ensemble
des points P tels que Z soit réel ? Donner alors, suivant les cas trouvés, ’expression de Z en fonction de
la seule abscisse, x, du point P.
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40 On suppose que 2 décrit le corps des rationnels (sauf la valeur — 1).
a) Démontrer que, si Z est entier, ¥ est nécessairement entier) on prendra z sous forme d’une

fraction irréductible !-;)

b) Déterminer tous les entiers z tels que Z soit entier.
1l s’agit, dans ces deux dernidres questions, d’entiers relatifs.

1220, On considére les nombres complexes
2y = p, (cos 0; + 7sin6)),
%y = py (cos O, + 7sin 0,),
23 = p3 (cos 03 + 7sin0,)
et I'on suppose que, dans cet ordre, ils forment une progression géométrique de raison g, entier au
moins égal a 2.
Comparer les arguments, 0;, 0,, 05, des nombres complexes 2, 2,, 25..
Déterminer ces trois nombres 2y, 2, 23, sachant, de plus, que :

_ 21(5i — 4/3)
T 2—i4/3

et que les modules, oy, p,, p3, des nombres 2y, 2, et 2, sont des entiets.

2+ 2+ 2

1221, 1° Etudier les variations des fonctions :
3 3 —
y1=-\£2—(x—vx*—1) et y2=%~(x+\/x2—1).

Construire leurs graphes, (C,) et (Cy), dans un repére orthonormé, x'Ox, 'Oy, dont les vecteurs
unitaires auront pour module 2 cm. On étudiera avec soin les branches infinies de (C,) et (C,).

20 On désigne par (H) la réunion de (C,) et (Cy). Montrer que, pour qu’un poirtt M (x, ») du plan
appartienne 2 (H), il faut et il suffit que :

= 3
y? — /3 xy +7=0.
On rapporte le plan au nouveau repére normé X'OX, Y'OY défini par :
—_— e Pl
(¥x, X'X) — 0 (mod 27), (XX, YY) = 3 (mod 2.

Ftablir les relations liant les coordonnées (x, ¥) et (X, Y) d’un point du plan dans I’ancien et le nouveau
repére.

Quelle est 'équation de (H) dans ce nouveau repere ? En déduire que (H) est une hyperbole, dont on
déterminera les foyers, F et F', les sommets et I'excentricité.

1222, On considére la fonction
y = cos®x — 3cosx + 2.

19 Etudier ses variations dans I'intervalle (0, ) (justifier ce choix).

20 Tracer la courbe représentative sur l'intervalle (— 7, + 7) en prenant 2 cm comme unité de
longueur sur chacun des axes (rectangulaires).
On déterminera en particulier les points d’inflexion et leurs tangentes, que I’on construira.

30 Montrer que la courbe compléte admet une infinité d’axes de symétrie et de centres de symétrie,
dont on précisera la position.

4° On considére la portion de courbe définie au 2°0.

Compte tenu de la formule cos 3x = 4 cos® ¥ — 3 cos x, déterminer l'aire limitée par la courbe,
la tangente 2 la courbe au point d’abscisse ¥ = = et les droites paralléles 2 Oy menées par les points
d’inflexion.
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On donnera de cette aire :
a) la valeur exacte;

b) la valeur, en centimatres carrés, approchée A moins de 1 mm?, sachant que 3,1415 < = < 3,1416
(on écrira les encadrements nécessaires pour justifier le calcul).

1223. Dans un plan rapporté 2 un repére orthonormé (Ox, Oy) on donne la parabole (P) d’équation
¥y —=2px=0 (p>0).

Par un point m quelconque du plan, on méne la paralltle a I'axe des abscisses, qui coupe (P) en A et
Pon prend le symétrique, M, de m par rapport 2 la tangente en A a (P).

1° On suppose (P) définie par son foyer, F, et sa directrice (que I'on déterminera). Donner une
construction géométrique de M, connaissant m.
20 Soit x, y les coordonnées de m; soit X, Y les coordonnées de M. Démontrer les formules :
»2(x + p) — pPx 2y (2x + p)
A e ] Y =,
% " PR
[Le point m de coordonnées x, y et la parabole (P) d’équation 3? — 2px = 0 (p >> 0) étant supposés

donnés, on poutra considérer M comme Pintersection de deux droites convenablement choisies, dont
on cherchera les équations,)

30 Les formules ainsi établies au 2° définissent une transformation ponctuelle (T) qui, 2 un point m
du plan, fait correspondre un point M. .
Déterminer analytiquement :

a) les points invariants par (T);

b) les figures transformées par (T') :

a) de Paxe des abscisses,

B) de la directrice de (P),

Y) de la droite d’équation y = y, (¥, étant une constante donnée),

38) de la droite d’équation x = x, (x, étant une constante donnée).

49 Former I’équation de la courbe a laquelle doit appartenir m pour que le point M soit sur la droite
d’équation X = X,, ol X, est une constante donnée.

Etudier la variation de la fonction & = f (y) ainsi obtenue pour X, = 2p et tracer la courbe repré-
sentative dans un systdéme d’axes orthonormé,

§0 Démontrer géométriquement les résultats demandés dans la question 3° de ce probléme.

x4 2x—3
x4+ a

10 Pour quelles valeurs de a la fonction ¥ présente-t-elle un maximum et un minimum?

1224. On considére la fonction : y = » ol @ est un paramétre,

20 Montrer que, quel que soit le paramdtre @, la courbe représentative (C;), de la variation de
la fonction ¥ passe par deux points fixes, A et B, dont on déterminera les coordonnées. Pour quelle
valeur de a les tangentes en A et B 4 la courbe (C,) sont-elles paralitles ?

3% On suppose maintenant @ = 2. Yitudier, dans ce cas, la variation de la fonction y et tracer
la courbe représentative (C) (échelle : 1 centimétre pour unité sur chaque axe). Montrer que le point I
d’abscisse — 2 et d’ordonnée — 2 est un centre de symétrie de la courbe (C) et que la droite d’équa-
tion y = x est une asymptote.

¥ Onposex=X—2 et y=Y—2 Calculer Y en fon;:tion de X, Déterminer la primitive
de 1a fonction Y de X qul s’annule pour X = 2. Calculer la valeur de cette primitive pour
1

X=2» X=4 X= 4/2. OndonneLog 2 = 0,693 15,
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1225. Le plan est rapporté A un repere orthonormé xOy,

10 Etudier l1a variation de la fonction y = Log ax, dans laquelle » désigne la variable indépen-
dante et @ une constante positive quelconque. Montrer que les courbes (C) et (L) représentant
respectivement les variations des fonctions y = Log ax et 3, = Log x sont égales,

20 Calculer 'abscisse du point d’intersection, M, de la courbe (C) et de Iaxe 'x. Calculer ’abscisse
du point N de la courbe (C) dont 'ordonnée est égale A 1.

30 Etablir 'équation de la droite MN et montrer que cette droite passe par un point fixe, F,
lorsque a varie. Calculer les coordonnées du point T' de la courbe (C) oi1 la tangente est paralltle
2 la droite MN. On projette orthogonalement les points N et 'T' en N’ et 'I" sur I’axe &'x; montrer
que les segments ON’ et MT" ont le méme milieu, I.

4° Construire soigneusement la courbe (C) représentant la variation de la fonction y == Log ex
(e = 2,718 28...) et marquer les points M\N,N’, T, T", F. Echelle : 10 centimetres représentent I'unité
sur chacun des axes,

1226, On considére la suite des nombres uy, u,, g, .., #,, ... On donne les deux premiers, 1, ct u;,
réels; les suivants sont définis par la relation de récurrence

Up = Up—y — Upg, 7 = 2.
1° Construire cette suite de nombres; établir qu’elle est périodique; de combien de nombres se
compose la période ?
20 Démontter que u, peut se mettre sous la forme
U, == Acos n0 4 psinn0,

oir 0 ne dépend pas de u,, u; et n et ol et p dépendent de u, et u; et non de n.
Calculer 6 (0 < 6 < 1), A et p.

> >

30 ¢ et § étant les vecteurs unitaires d'un repire orthonormé (Ox, Oy), on considére les vecteurs :
— >
OP, = '1')7& cos #0 4 ju sin 20,

A, 4 et O ayant les valeurs ci-dessus. Montrer que les points P, sont sur une méme conique, L, dont on
précisera les éléments. '

Montrer que les droites PPy, sont tangentes & une mé&me conique, L', homothétique et concen-
trique a4 L,

4° Démontrer que toute expression
vy = A cos #9 - B sin n¢,
ou A, B, ¢ (0 < 9 << x) sont trois réels donnés quelconques, indépendants de n, peut étre considérée
comme le terme de rang # -+ 1 d’une suite v,, vy, g, ..., Uy, ... satisfaisant A la relation de récurrence
Uy = @Oy F bv,y, n =2,

a et b étant deux constantes, qu'on calculera en fonctionde ¢,
Pour quelles valeurs de ¢ cette suite est-elle périodique, sa période comportant p termes ?

. . 10x
1227, Soit la fonction y == m
A) Etude de la fonction.
1° Pour quelles valeurs de x est-elle définie ? )
20 Montrer que la courbe représentative admet l'origine pour centre de symétrie.

' 30 Calculer la dérivée et en déduire les variations de la fonction. Quelle est Ia valeur de la dérivée
pour x == 0?

40 Etudier les limites de y lorsque x tend vers - 00 et lorsque x tend vers - 1.
50 T'racer la courbe représentative, (C), dans un repére orthonormsé.
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!
. av , .
B) 1° Montrer que y peut s'écrire gt v’ représentant la dérivée par rapport a xde la fonctionv de la

variable ¥ et g une constante.
29 En déduire une primitive de la fonction y.

30 Calculer I'aire comprise entre la courbe (C); I'axe des « et les droites d’équations x = 2, ¥ == 3.

C) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de (C) avec la droite d’équationy = %Qx

1228, Dans un plan rapporté au repére orthonormé x'Ox, 'Oy, on donne le cercle (C) d’équation
x? 4 y% = R?
et la droite (D) d'équation y == R. Un point M variable sur le cercle (C) est repéré par I'angle orienté
—y
(Oy, OM) = 6 (mod 27).

La tangente en M au cercle (C) coupe en général Oy en A et la droite (D) en A', Soit N le milieu
de AA’.

10 Etablir que les coordonnées de N sont :
R 6 R/ 1
=83 o y*a(m“)'
En déduire que I'ensemble (D) des points N a pour équation
y(R2 — 4 %) = RS,

20 Etudier les variations de ¥ en fonction de & et construire 'ensemble (E).

30 Former ['équation aux abscisses des intersections de I'ensemble (E) et du cercle (C). Montrer
que les graphes sont tangents en trois points, que ’on déterminera. Montrer qu’on peut trouver par une
étude purement géométrique les points de (E) situés sur (C).

40 Une droite quelconque passant par le point H (0, R) recoupe I'ensemble (E) en deux points,
N, et Ny, distincts de H. Déterminer analytiquement I’ensemble des milieux de N;N,.

50 Former Péquation aux abscisses des poiuts d’intersection de (E) et des droites d’équation
y = mx, oll m est un paramétre réel. Discuter graphiquement le nombre des solutions, suivant les
valeurs de m.

1229, 1° En axes orthonormés, on considere la transformation ponctuelle (T) qui, & un point M de
coordonnées x et y, fait correspondre le point M, de coordonnées x, et y, telles que

%, = x, yy =1,

a) Cette transformation est-elle involutive ?

Déterminer ’ensemble de ses points doubles,

Existe~t-il des droites invariantes globalement?

b) En supposant x fixe, que peut-on dire des cercles de diamétre MM, ?

20 @) Déterminer la courbe (H) transformée de la droite (D) d’équation y = ax (a 7% 0) et préciser
ses €léments.

Quel est I'ensemble des points P communs & une droite (D) et 2 sa transformée ?

b) Ecrire I'équation de la tangente au point M, (x1, 31) 2 la courbe (H) et préciser en particulierses

points d’intersection, R et S, avec les axes; en déduire une propriété des points M;, R, S et une construc-
tion géométrique simple de cette tangente. Quelle est 'aire du triangle ORS ?

30 @) Déterminer la courbe (K) transformée de la droite (A) d’équation y = ax -+ b (a 7 0). Par
quelle transformation simple peut-on passer de (H) & (K)?
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b) On envisage maintenant les droites (D) d’équation y == ax, ol @ > 0, et les droites (D’) d’équa-
tion ¥ = a’x, oua’ > 0.

(H) étant la transformée de (D) par (T), (H') étant la transformée de (D') par (T), par quelle
transformation simple passe-t-on de (H) a (H')?

1230. On considere le plan muni d’un repére orthonormé (x'Ox, 3'Oy) et 'application 4 qui, & tout
point M de coordonnées x et y (¥ # 0), fait correspondre le point M; = A(M) de coordonnées x; et y,
définies par

x2
X = x et = =.
1 Y Y

10 @) On considére un point M d’abscisse non nulle et M, son image par 4. Déterminer £ (M,).

b) Que devient le point M, == A(M) lorsque ¥ tend vers 0, x étant donné non nul?

¢) On posera, par définition, que I'image du point M de coordonnées x 7 Q et y = 0 est le point
«2a linfini » de la paralitle 2 Oy d’abscisse x et que I'image de ’origine, O, des axes de coordonnées est le
point O,

Trouver I’ensemble (D) des points doubles de A et une définition géométrique de A A partir
de (D).

20 a) Quelle est I’équation de (d;), image par & de la droite (d) d’équation ux -+ vy + A= 0?
Examiner chacun des cas particuliers v = 0 (h 7 0) et h = 0 (v # 0); donner, dans ce dernier cas,
une construction géométrique de (d,). Quelle est 'image par 4 de la droite y'Oy ?

b) Etudier la nature de (d,) dans la cas vk 7 0 et préciser ses éléments remarquables.

30 Soit (C) la graphe d’une fonction ¥ = f (x), M un point de (C), de coordonnées (x, B8). Soit
(T) la tangente en M 3 (C) et m sa pente. Soit M;, de coordonnées (a, B,), 'image de M par £ et
(A) la tangente en M, 2 (C)), transformée de (C). On note & la pente de (A).

a) Calculer | en fonction de &, B, m (on considérera y; comme une fonction composée de x par
I’intermédiaire de ¥), puis les ordonnées 2 V'origine, b et p, des droites ('T) et (A).

b) Vérifier l’égalitég =~ 2 et en déduire une construction simple de (A).
1



TABLES NUMERIQUES
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TABLE DE LOGARITHMES A 4 DECIMALES
(de 100 a 549)

43 142 141 |40 N 0 1 2 3 4 5 6 7 3 9
04| 4,3 4,2] 41| 4

0,2 8,6 8,4 8,2| 8 10 || 0000 | 0043 | 0086 | 0128 | 0170 || 0212 | 0253 | 0294 | 0334 | 0374
0.3[12.9[12,6/12.3(12 11 || 0414 | 0453 | 0492 | 0531 | 0569 || 0607 | 0645 | 0682 | 0719 | 0755
0.4[17,2|16.816.4|16 12 ([ 0792 | 0828 | 0864 | 0899 | 0934 || 0969 | 1004 | 1038 | 1072 | 1106
0.5121.5121,020,5/20 43 || 1139 | 1173 | 1206 | 1239 | 1271 || 1308 | 1335 | 1367 | 1399 | 1430
0.6[25.8|25,2/24.6]24 14 {11461 | 1492 | 1523 | 1553 | 1584 || 1614 | 1644 | 1678 | 1703 | 1732
0.7[30.1[29,4[28.7 38 15 | 1761 [ 1790 | 1818 | 1847 | 1875 || 1903 | 1931 | 1959 | 1987 | 2014
0,8[34,4 33,2 32»3 2 16 || 2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2148 | 2175 | 2201 | 2227 | 2953 | 2279
0,9/38,7/37,8|36,9|36 17 || 2304 | 2330 | 2355 | 2380 | 2405 || 2430 | 2455 | 2480 | 2504 | 2529
18 || 2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 || 2672 | 2695 | 2718 | 2742 | 2765
19 || 2788 | 2810 | 2833 | 2856 | 2878 || 2900 | 2923 | 2945 | 2967 | 2989
391383736 20 || 3010 | 3032 | 3054 | 3075 | 3096 |} 3118 | 3139 | 3460 | 3181 | 3201
— 21 | 3222 | 3243 | 3263 | 3284 | 3304 || 3324 | 3345 | 3365 | 3385 | 3404
0,1] 3,9; 3,8 3,7] 3,6 22 |l 3424 | 3444 | 3464 | 3483 | 2502 || 3522 | 3541 | 3560 | 3579 | 3598
0.2] 7.8} 7.6| 2,4| 7.2 23 (13617 | 3636 | 3655 | 3674 | 3692 | 3711 | 3729 | 3747 | 3766 | 3784
o,:z 11,7 1;,!. 12,1 10,2 24 |l 3802 | 3820 | 3838 | 3856 | 3874 || 3892 | 3909 | 3927 | 3945 | 8962
0,4115,6115,2(14,8]14, 25 [l 3979 | 3997 | 4014 | 5031 | 2048 || 4065 | 42082 | 4099 | 4116 | 4133
oy oaeatt®0 | 26 [l 4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 |[ 4232 | 4249 | 4265 | 4281 | 4298
PR High F FER 3 27 |l 4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4378 || 4393 | 4409 | 4425 | 4440 | 4456
7[: 7,2 PN FSH 28 |l 4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 || 4548 | 4564 | 4579 | 459 | 4609
oot aaleasiasd | 29 || 4624 | 4639 | 4654 | 4669 | 4683 f 4698 [ 4713 | 4728 | 4742 | 4757
B AR R R 30 | 4771 | 4786 | 4800 | 4814 | 4829 || 4843 | 4857 | 4871 | 4886 | 4900
31 || 4914 | 4928 | 4942 | 4955 | 4969 || 4983 | 4997 | 5011 | 5024 | 5038
32 [l 5051 | 5065 | 5079 | 5092 | 5105 {| 5119 | 5132 | 5145 | 5159 | 5172
35 | 34 | 33 | 82 33 || 5185 | 5198 | 5211 | 5224 | 5237 || 5250 | 5263 | 5276 | 5289 | 5302
— - 34 || 5315 | 5328 | 5340 | 5353 | 5366 || 5378 | 5391 | 5403 | 5416 | 5428
0,1] 3,5| 3,4] 3,3| 3,2 38 || 5441 | 5453 | 5465 | 5478 | 5490 i 5502 | 5514 | 5527 | 5539 | 5551
0.2 7,01 6,81 6,61 6,4 | 36 {1 5563 | 5575 | 5587 | 5599 | 5611 || 5623 | 5635 | 5647 | 5658 | 5670
0,3]10,5[10,2] 9,9} 9,6 37 || 5682 | 5694 | 5705 | 5717 | 5729 || 5740 | 5752 | 5763 | 5775 | 5786
0,4/14,0/13,6(13,2[12.8 38 || 5798 | 5809 [ 5821 | 5832 | 5843 || 5855 | 5866 | 5877 | 5888 | 5899
g,g ;Zg ;(7)2 %gg }g,g 39 | 5911 | 5922 | 5933 | 5944 | 5955 [ 5966 | 5977 | 5988 | 5999 | 6010
0.7]24°5{23 8[23.1 |22 2 40 |l 6021 | 6031 | 6042 | 6053 | 6064 I 6075 | 6085 | 6096 | 6107 | 6117
0.8]28.0[27.2/26.4[25.6 41 || 6128 | 6138 | 6149 | 6160 | 6170 || 6180 | 6191 | 6201 | 6212 | 6222
0.9l31’5/50°6l29'7|28’3 42 || 6232 | 6243 | 6253 | 6263 | 6274 | 6284 | 6294 | 6304 | 6314 | 6325
i i R RASM 43 || 6335 | 6345 | 6355 | 6365 | 6375 || 6385 | 6395 | 6405 | 6415 | 6425
4% || 6435 | 6444 | 6454 | 6464 | 6474 || 6484 | 6493 | 6503 | 6513 | 6522
31 |30 | 29 | 28 45 || 6532 | 6542 | 6551 | 6561 | 6571 || 6580 | 6590 | 6599 | 6609 | 6618
3 46 || 6628 | 6637 | 6646 | 6656 | 6665 || 6675 | 6684 | 6693 | 6702 | 6712
- 47 |l 6721 | 6730 | 6739 | 6749 | 6758 || 6767 | 6776 | 8785 | 6794 | 6803

48 || 6812 | 6821 | 6830 | 6839 | 6848 || 6857 | 6866 | 6875 | 6884 | 6893
49 | 6902 } 6911 | 6920 | 6928 | 6937 |[ 6946 | 6955 | 6964 | 6972 | 6981

80 )] 6990 [ 6998 | 7007 | 7016 | 7024 }| 7033 | 7042 | 7050 | 7059 | 7067
&4 [l 7076 [ 7084 | 7093 | 7101 | 7410 f| 7118 | 7126 | 7135 | 7143 | 7152
7160 | 7168 | 7177 | 7185 | 7193 || 7202 | 7210 | 7218 | 7226 | 7235
83 [} 7243 | 7251 | 7259 | 7267 | 7275 || 7284 | 7292 | 7300 | 7308 | 7316
84 || 7324 | 7332 | 7340 | 7848 | 7356 [{ 7364 | 7372 | 7380 | 7388 | 7396

\1#‘?@9’\!‘0%"@‘9’
OO0 NI LS Lo N =
——
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DO DD = e =

NOMBRES USUELS

27 126 | 25 | 24
0| 27| 26| 2.5 24 Nombres  |Logarithmes||  Nombres | Logarithmes
0,2| 5.4] 5,2| 5,0} 4.8
5

S A I “ | n=324159| 049715 2 0,30103
0’5 13’5 13’0 12’5 12’0 1/x = 0,31831 1,50 285 3 0,47 712
0.6/16.2]15.6{15.0}14 4 e = 271828 043429 [l4/2=1,41421] 0,15051
0,7[18,9{18,2117,5[16,8 1fe = 0,36 788 1,56 571 \/E = 1,73205| 0,23 856
0,8]21,6/20,8(20,0119,2 8 = 9,80943 0,99164 ||4/5 = 2,23607] 0,34 949
0,9124,3{23,4[22.5/21.6




TABLE DE LOGARITHMES A 4 DECIMALES

TABLES NUMERIQUES

(de 850 & 1000)

7404
7482
7559
7634
7709
7782
7853
7924
7993
8062

8129
8195
8261
8325
8388

8451
8513
8573
8633
8692

8751
8808
8865
8921
8976

9031
9085
9138
9191
9243

9294
9345
9395
9445
9494

9542
9590
9638
9685
9731

9777
9823
9868
9912
9956

7412
7490
7566
7642
7716

7789
7860
7931
8000
9069

8436
8202
8267
8331
8395

8457
8519
8579
8639
8698

8756
8814
8871
8927
8982

9036
9090
9143
9196
9248

9299
9350
9400
9450
9499

9547
9595
9643
9689
9736

9782
9827
9872
9917
9961

7419
7497
7674
7649
7723

7796
7868
7938
8007
8075

8142
9209
8274
8338
8401

8463
8525
8585
8645
8704

8762
8820
8876
8932
8987

9042
9096
9149
9201
9253

9304
9355
9405
9455
9504

9552
9600
9647
9694
9741

9786
9832
9877
9921
9965

7427
7505
7582
7657
7734

7803
7875
7945
8014
8082

8149
8215
8280
8344
8407

8470
8531
859
8651
8710

8768
8825
8882
8938
8993

9047
9101
9154
9206
9258

9309
9360
9410
9460
9509

9557
9605
9652
9699
9745

9791
9836
9881
9926
9969

4

7485
7613
7589
7664
7738

7810
7882
7952
8021
8089

8156
8222
8287
8351
8414

8476
8537
8597
8657
8716

8774
8831
8887
8943
8998

9053
9106
9159
9212
9263

9315
9365
9415
9465
9513

9562
9609
9667
9703
9750

9795
9841
9886
9930
9974

5

7443
7520
7597
7672
7745

7818
7889
7959
8028
8096

8162
8228
8293
8357
8420

8482
8543
8603
8663
8722

8779
8837
8893
8949
9004

9058
9112
9165
9217
9269

9320
9370
9420
9469
9518

9566
9614
9661
8708
9754

9800
9845
9890
9934
9978

6

7451
7528
7604
7679
7752

7825
7896
7966
8035
8102

8169
8235
8299
8363
8426
8488
8549
8609
8669
8727

8785
8842
8899
8954
9009

9063
9117
9170
9222
9274

9325
9375
9425
9474
9523

9571
9619
9666
9713
9759

9805
9850
9894
9939
9983

7

7459
7536
7612
7686
7760

7832
7903
7973
8041
8109

8176
8241
8306
8370
8432

8494
8555
8645
8675
8733

8791
8848
8904
8960
8015

9069
9122
9175
9227
9279

9330
9380
9430
9479
9528

9576
9624
9671
9717
9763

9809
9854
9899
9943
9987

7466
7543
7649
7694
7767

7839
7910
7980
8048
8146

8182
8248
8312
8376
8439

8500
8561
8621
8681
8739

8797
8854
8910
8965
9020

9074
9128
9180
9232
9284

.9336

9385
9435
9484
9533

9581
9628
9675
9722
9768
9814
9859
9903
9948
9991

7474
7651
7627
7701
7774

7846
7917
7987
8055
8122

8189
8254
8319
8382
8445

8506
8567
8627
8686
8745

8802
8859
8915
8971
9025

9079
9133
9186
9238
9289

9340
9390
9440
9489
9538

9586
9633
9680
9727
9773

9818
9863
9908
9952
9996

LOGARITHMES DE (1 - r) (calcul des intéréts composés)

Taux%

14r

log (1 4 )

Taux %,

1 +4r

log (1 4- 7}

hl-\ll-‘“c\’wm
[

50

o ©

1,025
1,08
1,035
1,04
1,045

0,010 7239
0,0128372
0,014 9403
0,017 0333
0,019 1163

1,05
0,055
1,06
1,065
1,07

0,021 1893
0,023 2525
0,025 3059
0,027 3496
0,029 3838

371
232221 20
04| 2,3] 2,2} 2.1| 2
0,2| 4.6] 4,4| 4,2| 4
0,3} 6,9] 6,6| 6,3] 6
0,4] 9.2] 8,8 8.4| 8
0,5/11,511,0410,5{10
0,6/13,8[13,2|12,6/12
0,7]16,1115,4{14,7[14
0,8/18,4]17,6(16,8[16
0,9{20,7/19,8[18,9{18
19118 17| 18
0,4 1,9 1,8] 1,7 1,6
0,2| 3,8| 3,6| 3.4 3,2
0,3} 5,7 5,4| 51} 4,8
0,4 7.6 7,2| 6,8} 6,4
0,5| 9,5 9,0 8,5 8,0
0,6/11,4/10,8[10,2| 9,6
0,7/13,3]12,6{11,9{11,2
0,8145,2|14,4(18,6[12,8
m91111&2153p4A
15|14 [ 13} 12
0,1] 1,5] 1,4] 1,3 1,2
0,2| 3,0| 2,8 2,6] 2,4
0,3] 4,5] 4,2] 3,91 3,6
0,4 6,0] 5,6] 5,2| 4,8
0,51 7,5| 7,0{ 6,5 6,0
0,6) 9,0} 8,4 7,8| 7,2
0,7/10,5| 9,8] 9,11 8,4
0,8]12,0111,2]10,4 9,6
0,9{13,5(12,6{11,7(10,8
11|10) 9| 8
o4 1,4 1109 038
02| 2,2| 2 ]1,8 1,6
0,3 3,3 3127 2.4
0,4 4,4 4 | 8,6{ 8,2
0,5| 5,5 5| 4.5 4,0
0,6| 6,6] 6 | 54 4,8
0,71 7,71 7 | 6,3 5,6
0,8 8,8 8 | 7.2 6,4
0,91 9,9 9 | 8,1] 7,2
9 5] 4
0,1] 0,7] 0,6{ 0,5] 0,4
0,2| 1,4] 1,21 1,0] 0,8
0,3] 21| 1,8] 1,5 1,2
0,4| 2,8] 2,4] 2,0] 1.6
0,5| 3,5 3,0 2,5/ 2,0
0,6] 4,2| 3,6 3,0] 2.4
0,7| 4,9] 4,2| 3,5] 2,8
0,8} 5,6 4,8] 4,0| 3,2
0,9} 6,3} 5,4 4,5] 3,6

-
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Rapports trigonométriques naturels de DEGRE en DEGRE
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1 1
Deg. | Radlans Sin. Sin. Tang. Cotg, Eos, Cos.

0 | 0,0000 ]| 0,0000 | infini || 0,0000 | infini 1,000 1,0000 |{ 1,6708*| 9%

1 0,0175*}| 0,0175* | 57,30* || 0,0175%| 57,29*{ 1,000 0,9998 1,5533 89

2 0,0349 0,0349* ,65 0,0349 28,64+ 1,001* | 0,9994*{l 1,5359*| 83

8 0,0524* (| 0,0523 ] 19,11* || 0,0524 .08 ,001 998 1,5184 87

4 0,0698 0,0698* | 14,34* || 0,0699 14,30 1,002 0,9976*1| 1,5010*| 86

s | o87a+|} 0,0872%] 11,47 || 0,0875+| 11,43 1,004* | 0,9962*|} 1,4835 | 83

6 | 0,1047 || 0,1045 9,567+ 0,1051 9,514 | 1.006° ,094 1,4661* | 84

7 | 0,1222%] 0,1210* | 8,206%| 0,1228*( 8,144 || 1,008* | 0,9925 (| 1,4486 [ 83

8 0,1396 0,1392*1 7,185 {| 0,1405 7,115 1,010* [ 0,9903*|| 1,4312*| 82

9 0,1671* ,1564 6,392 || 0,1684*| 6,314% 1,012 0,9877* 413 81
10 0,1745 0,1736 65,7591 0,1763 5,871 1,015 0,9848 1,3063* [ 80
1 . * 1908 5,241% 0,19044*( 5,145*( 1,019* { 0,9818 1.3788 79
12 | 0,2094 11 0,2079 4,810*1 0,2126*} 4,705* L022 | 0,9781 || 1,3614*F 78
18 0,2269* [} 0,2250* | 4,445 [ 0,2309*] 4,331 1,026 0,9744*} 1,3439 7
14 0.2443 0,2419 4,134%| 0,2493 4,011*] 1,031* 0 9703* (| 1,3266* | 76
18 0,2618%}] 0,2588 3,864*|| 0,2679 3,782 1,035 0.9659 1,3090* 1 178
16 0,2793* [| 0,2756 3,628*(] 0,2867 3.487 1,040 0,9613* || 1,2915 "
17 | 0,2967 ,2924* | 3,420 |1 0,3057 3,271 1,046* | 0,9563 || 1,2741+] 73
18 0,3142*|| 0,3090 3,236 || 0,3249 3,078%| 1,051 0,9511*}{ 1,2566 2
19 | 0,3316 || 0,3256*| 3,072%| 0,3443 2,004 || 1,058* | 0,9455 || 1,2302*| 7
20 0.3491*§ 0,3420 2,924* 0,3640% 2,747 1,064 0,9397* 1,2217 70
21 0,3665 0,3584* 2,790 ,3839%| 2,605 1,071 0,9336* | 1, 2043* 69
22 | 0,3840*(| 0,3746 2,669 || 0,4040 24751 1,079* | 0,9272*} 1,1868 | 68
23 | 0,4014 | 0,3907 2,659 | 0,4245*%] 2,356%| 086 ,9205 )| 1,1694*} 67
24 | 0,4189*{ 0,4067 2,459%|| 0,4452 2,246 | 1,095* ,91 1,1519 | 66
25 0,4363 0,4226 2,366 || 0,4663 2,145 1,103 0,9063 }| 1,1345*] 65
26 | 0,4538*} 0,4384* | 2,281 | 0,4877 2,050 || 1,113¢ | 0,8988*|l 1,1170 | 64
27 0, 4712 0,4540* | 2, ,5095 1,963+ 122 0,8910 1,0096*] 63
28 | 0.4887*| 0,4605*| 2,130 0,5317 | 1,881+ 1,133* | 0,8829 || 1,0821 | 62
29 | 0,5061 || 0,4848 2,063%|| 0,6543 1,804 1,143 0,8746 || 1,0647*]| 61
30 0.5236* || 0, 2,000 || 0,5774*| 1,732 1,165* | 0,8660 ,0472% | 60
31 | 0,5411*{| 0,5150 1 942*|} 0,6009%| 1,664 1,167+ 0.8.;72‘ 1,0207 | 89
32 ,0585 0,6299 1,887 || 0,6249*| 1,600 1,179 0,8480 1,0123%] 58
33 0.5760* || 0,5446 1,836 ,6494 1,540* 1,102 0,8387* 0,9948 87
84 0,6934 0,56592* 1,788 | 0,6745 1,483* 206 0,8290 0,9774%| %6
35 0,6109* || 0,5736* 1,743 || 0,7002 1,428 1,221* | 0,8192*|1 0,9599 55
3 ] 0,6283 || 0,5878*! 1,701 || 0,7265 1,376 || 1,236 ,809 0,9425%| 54
37 0,6458* || 0,6018 1,662%|) 0,7536%| 1,327 1,252 0,7086 0,9250 53
38 | 06632 || 0,6157*| 1,624 || 0,7813%] 1,280%| 1.269 ,7880 || 0,9076* | S2
39 | 0,6807*| 0,6293 1,589 || 0,8008+] 1,235%| 1,287*| 0,7771 || 0,8901 | 81
40 0,6981 0,6428* | 1,556°|| 0,8391*| 1,192¢| 1,305 0,7660 0,8727*| 50
41 0,7166* || 0,6561* 1,524 || 0.8693¢| 1,150 1,325 0,7547 0,8552 49
42 ,7330 || 0,6691 1,494 || 0, 1,111*)| 1,346* | 0,7431 || 0,8378*| 48
43 0,7505¢ || 0,6820* 1,466 || 0,9325 1,072 1,367 0,7814* | 0,8203 47
4“4 0,7679 0,6947* | 1,440*] 0,9657*| 1,036% 1,390 0,71 0,8029* | 46
45 0,7854* || 0,7071 1,414 || 1,0000 1,000 1,414 0,7071 . *

1 1
Cos. Con, Cotg, | Tang. ST Sin. Radians | Deg.

L'astérisque indique que le dernier chiffre est pris par excés,




TABLES NUMERIQUES 373

Rapports trigonométriques naturels de GRADE en GRADE

1 1
ll(:‘-rad. Radians Sin. Sin, Tang. Cotg. Cos. Cos.

0 0, 0 infini || 0,0000 infini, 1,000 1,0000 1,571* | 100
1 0,016* || 0,0157 |63,66 0,0157 63,66* 1, 0,9999* 1,555 99
2 0,031 ,031 31,84* | 0,0314 31,82 1,000 | 0,9995 1,539 98
3 0,047 ,047 21,23* ,0472 21,20 1,001 0,9989% 1,524¢

4 0,063* || 0,0628* 115,93* ,00 15,89 1,002* | 0,9980 1,508¢ 96
5 0,079+ || 0,0785* |12,75* [} 0,0787 12,71* 1,003 0,9969* 1,492 98
6 0,094 0,0941 [10,63* || 0,0945 10,58* 1,004 | 0,9956* 1,477+ 94
k4 0,110* |1 0,1097 9,113%] 0,1104 9,058* i 1,006 | O, 19940% 1,461* 93
8 0,126* | 0,1253 7,979%( 0,1263 7,916% || 1,008* | 0,9921 1,445 92
9 0,141 0,1409 7,097 || 0,1423 7,026 1,010 1,429 91

0157 | 01564 | 6,392 || 0,1584* | 6,314+ || 1,002 | 0,0877¢ || 1424+ | 0
12 .| 0188 || 0,1874* | 5,337+ 0,1908% | 5,242 || 1,018 | 0,9823+ || 1,332 | s8
13°| 0,204 || 0;2028% | 4,931 [| 0,2071% | 4,829* | 1,021 8’%33 13672 | 8
15 | 0.236* || 0,2334 | 4.284%[| 0,2401% | 4,165 | 1028 | 0,9724* || 1,335 | 88

16 0,251 0,2487* | 4,021 || 0,2568% | 3,805* | 1,032 | 0,9686* || 1,319 84
17 0,267 0,2639* | 8,790%( 0,273¢* 3,655 1,037¢ | 0,9646* l,ggé‘ 83

18 0,283* | 0,2790* | 8,584 | 0,2905 442 1,041 11 82
19 \ 0,2940 | 3,401%* 0,3076 3,251* || 1,046 | 0,9558+ || 1,272 81
20 X 0,3090 | 3,236 0,3249 3,078+ || 1,051 | 0,9511% || 1,257* | 80

22 ,346 0,3387 | 2,952 i 0,3600 2,778* || 1,063* | 0,9409 1,225 78
23 0,361 0,3535* | 2,829 || 0,3779* | 2,6 ,06! 0,9354 1,210* | 97
24 0,377+ || 0,3681 2,716 || 0,3959 2,526% |t 1,076* | 0,9298% || 1,194* | 76
25 0,393* || 0,3827* ,613 || 0,4142 2,414 ,082 | 0,0239+ || 1,178 75
26 0,408 0,3971 | 2,518+l 0,4327 2,311* || 1,090* | 0,9178+ || 1,162 4

0,456* || 0,4399 2,.273 0,4899* | 2,041 1,114* | 0,8980 1,115 71
30 0,471 0,4540% | 2,203*]| 0,5095 1,963* || 1,122 | 0,8910 1,100* | 70

0,534 0,5914* | 1,691* || 1,162* | 0,8607 1,087% | 66
0,550% || 0,5225% | 1,914*| 0,6128 K 1,173+ | 0,8526 1,021 65
8 | 0,565 | 0,5358 | 1,866 [| 0,63 1,676 || 1,184 X 1,005 64

39 0,613* 11 0,5750 | 1,739 || 0,7028 1,423* | 1,222 | 0,8181 0,958 61
40 0,623 0,5878* | 1,701 || 0,7265 1,376 1,236 | 0,8090 0,942 60
41 0,644 1,666%|l 0,7508 1,332* || 1,250 | 0,7997% || 0,927* | 59

42 0,660* 0,6129 1,632%]| 0.7757* | 1,289 1.266* | 0,7902 0,911
43 0,675 0,6252 | 1,599 | 0,8012* | 1,248 1,281 | 0,7804 0,895
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50 | 0,785 [ 07071 [ 1,414 || 1,0000 1,000 || 1414 | 07071 || 0,785

Cos. —— Cotg. Tang. Sin, Radians jGrad.

L’astérisque indique que le dernier chiffre est pris par excés.
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ALGEBRE ET ANALYSE

Carrés, ocubes, inverses, racines carrées ot cubiques

des cent premiers nombres.

=
OWIO RPN I

1 | g 1 -
2 3 = 3 9 3 2
n n ~ '\/n \/n n| n n - Vn %
1 111 1 1 84] 2601] 132651(0,0196 | 7,141 {3,708
4 80,5000 {1,414 |1,260%|| 82| 2704| 140608[0.0192 | 2°241 {37733+
9 27{0,3333 1,732 1,442 || 53] 2 809| 1488757|0,0189*%] 7,280 {3,756
16 64]0,2500 (2,000 |1,587 [ 64| 2916| 157 464]0,0185 | 7,348 |3,780*
25 125]0,2000 2,236 |1,740*|| 85| 3025| 166 375]0,0182*| 7,416 |3,803*
36 216]0,1667*|2,449 1,817 || 56| 3136 175616{0,0179*%] 7,483 |3,826*
49 343]0,1429*%)2,646%)1,913%| 67| 3249] 185193|0,0175 | 7,550*|3,849%
64 51210,4250 2,828 |2,000 || 68| 3364 195112{0,0172 | 7,616*%|3,871%
81 729(0,4111 3,000 (2,080 || 59| 3481| 205379(0,0169 | 7,681 (3,893
400 1 000(0,1000 |3,162 |2,154 || 60| 3600| 216000[0,0167*| 7,746%|3,915*
124f 1331)0,0909 |3,317*|2,224% 64| 3721 226 981(0,0164*| 7,810 {3,936
144] 1728§0,0833 3,464 12,289 || 62| 3844 238328|0,0161 | 7,874 [3,958*
169 2197]0°0769 |3:606+]2:351 || 63] 3 969| 250047(0.0459*| 7937 |3.979
196 2744|0,0714 |3,742%|2,410 || 64| 4096 262 044]0,0156 | 8,000 {4,000
225 3375]0,0667*|3,873%(2,466 [| 65 42251 274 425/0,0154*%| 8,062 {4,021*
256] 4096/0,0625 [4,000 |2,520%|| 66| 4 356 287496(0,0152*} 8,124 {4,041
289 4913)0,0588 |4,123 (2,571 || 67| 4489 300763(0,0149 | 8,185 [4,062*
324 5 832(0,0556*|4,243*%(2,621%| 68| 4 624| 814432/0,0147 | 8,246 [4,082*
361] 68590,0526 |4,359%|2,668 {| 69| 4761| 828509[0,0145*| 8,307*(4,102*
400] 8000|0,0500 |4,472 |2,214 || 70| 4900 343000[0,0143*| 8,367*|4,121
441] 9261)0,0476 [4,583%(2,759*| 74| 5041] 857911[0,0141%] 8,426 4,1410%*
484 10648{0,0455%(4,690 |2,802 || 72 5184 373248{0,0139*| 8,485 [4,160
529 12167]0,0435%]%,796*|2,844*|| 73] 5329 389017(0,0437* 8,544 |4,179
576} 13 824(0,0417*(4,899%|2,885*( 74| 5476] 405 224/0,0135 8,602 14,198
625| 15625]10,0400 {5,000 12,924 || 75! 5625| 421875|0,0133 | 8,660 4,217
676| 17576/0,0385*(5,099 12,962 [| 76] 5776] 438976]0,0132*| 8,718%|4,236*
729| 19683/0,0370 {5,196 13,000 {| 77} 5929] 456 533/0,0130%| 8,775%|4,254
784| 21952(0,0857 {5,292*|3,037*|| 78| 6084 474 552{0,0128 { 7,832%[4,273*
841| 24 389(0,0345%]5,385 (3,072 || 79| 6241| 493039{0,0127*| 8,888 [4,291*
900 27000{0,0333 |5,477 |3,107 || 80| 6400| 512 000|0,0125 | 8,944 |4,309*
964 29791(0,0323*]5,568%|3,141 81| 6561) 531 441]0,0123 | 9,000 |4,827*
1024| 82768(0,0313*|5,657*|3,175™| 82| 6 724 551 368|0,0122%| 9,055 14,344
1089] 35937{0,0303 |5,745*|3,208%| 83{ 6 889| 571787{0,0120 | 9,110 |4,362
1156] 39304/0,0294 [5,831*(3,240%}| 84| 7056 592704|0,09119 | 9,465 |4,380%
1225] 42875{0,0286*5,916 [3,271 |} 85| 7225| 614 125/0,0118%| 9,220%}4,397*
1296] 46656/0,0278%{6,000 (3,302%| 86] 7396] 636 056]0,0116 | 9,274*)4,414
1369 50 653/0,0270 |6,088*|3,332 || 87| 7569| 658 503|0,0115*| 9,327 {4,431
1444 54872|0,0263 |6,164 |3,362% 88] 774%| 681472]0,0114*| 9,381*|4,448%
1521] 59 319{0,0256 |6,245*|3,391 || 89} 7 921] 704 969{0,0112 | 9,434%|4,465*
1600] 64 000]0,0250 16,325%]3,420*| 90| 8100| 729000(0,0111 | 9,487*|4,481
1681] 68 921{0,0244*|6,403 3,448 | 91] 8281} 753 57110,0110*] 9,539 14,498*
1764 74088|0,0238 |6,481*{3,476 || 92| 8464| 778 688|0,0109*| 9,592%|4,514
1.849| 79 507/0,0233*]6,557 |3,5038 || 93| 8 649| 804357|0,0108*} 9,644 |4,531*
1936| 85184[0,0227 [6,633 (3,530 || 94| 8836] 830584|0,0106 | 9,695 |4,547*
2025] 91125/0,0222 {6,708 {3,557*]] 95| 9025| 857375]0,0105 } 9,747%14,563*
2116| 97 336{0,0217 6,782 |3,583 || 96| 9216| 884 736{0,0104 | 9,798*]4,579*
2209|103 823]|0,0213*16,856*[3,609*]| 97| 9409 912 673[0,0103 | 9,849*[4,595%
2304)110 59240,0208 16,928 {3,634 |} 98] 9604%| 941192)0,0102 | 8,899 (4,610
2401|117 649]0,0204 |7,000 |3,659 || 99| 9801} 970 299/0,0101 | 9,950*|4,626
25001125 000{0,0200 (7,071 13,684 |[400[10 0001 000000(0,0100 {10,000 |4,642*

L’astérisque indigue que le dernier chiffre est pris par excés.
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