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PROPOSITION DE CORRIGÉ-TYPE 

 
Exercice I (05,00points) 
 
1.a. Figure :  
 

b. Montrons que 𝑞2 = 1 − 𝑞 et vérifions 

 que 𝐹𝐺 = 𝑞  et  𝐴𝐻 = 𝑞2 

• On a 𝑞 =
√5−1

2
.  

Alors   𝑞2 =
6−2√5

4
    

                    =
2+(1−√5)

2
= 1 −

−1+√5

2
. 

 donc   𝑞2 = 1 − 𝑞. 

• 𝐴𝐵𝐶𝐷 est un rectangle donc 𝐶𝐷 = 𝐴𝐵 = 1, 𝐵𝐶 = 𝐴𝐷 =
√5+1

2
.            

Comme 𝐵𝐹𝐺𝐻 est un carré et que  𝐹 ∈ [𝐵𝐶] alors 𝐹𝐺 = 𝐹𝐵 = 
√5+1

2
− 1 = 

√5−1

2
= 𝑞. 

Donc   𝐹𝐺 = 𝑞.                                                  
 

Comme  𝐻 ∈ [𝐴𝐵] alors 𝐴𝐻 = 𝐴𝐵 − 𝐵𝐻 = 𝐴𝐵 − 𝐹𝐺. Donc  𝐴𝐻 = 1 − 𝑞.  D’où  𝐴𝐻 = 𝑞².             
 

2.a. 𝑆1 = 𝑆(𝐹, −
𝜋

2
, 𝑞). Montrons que 𝑆1

−1(𝐺) = 𝐶. 

On a 𝑀𝑒𝑠 (𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗̂ ) = −
𝜋

2
   et  

𝐹𝐺

𝐹𝐶
=

𝑞

1
= 𝑞.  Ainsi, 𝑆1(𝐶) = 𝐺. D’où 𝑆1

−1(𝐺) = 𝐶.                          

 
b. Déterminons l’image du carré 𝐹𝐶𝐷𝐸 par 𝑆1. 
𝑆1 est une similitude directe donc l’image d’un carré par 𝑆1 est un carré de même sens. Comme 𝐹𝐶𝐷𝐸 est 

un carré, alors son image par 𝑆1 est un carré de même sens d’où  l’image du carré 𝐹𝐶𝐷𝐸 par 𝑆1 est le carré  
𝐹𝐺𝐻𝐵.             

𝑆1(𝐹𝐶𝐷𝐸) = 𝐹𝐺𝐻𝐵   

 
Autre méthode 

𝑆1(𝐹) = 𝐹, 𝑆1(𝐶) = 𝐺. On a : 𝑀𝑒𝑠 (𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗̂ ) = −
𝜋

2
  et  

𝐹𝐵

𝐹𝐸
= 𝑞 donc 𝑆1(𝐸) = 𝐵. 

D’autre part  𝑆1(𝐷) = 𝐷′ et 𝑆1(𝐸) = 𝐸′ alors 𝐹𝐷′ = 𝑞𝐹𝐷  et  𝑀𝑒𝑠 (𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐹𝐷′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗̂
) = −

𝜋

2
 c’est-à-dire 𝐷′ = 𝑞√2   

et 𝑀𝑒𝑠 (𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐹𝐷′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗̂
) = −

𝜋

2
 . 

𝐹𝐻 = 𝑞√2 et 𝑀𝑒𝑠 (𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐹𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗̂ ) = 𝑀𝑒𝑠 (𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗̂ ) +𝑀𝑒𝑠 (𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐹𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗̂ ) = −
𝜋

4
−
𝜋

4
= −

𝜋

2
 . Donc 𝐷’ = 𝐻. 

D’où 

𝑆1(𝐹𝐶𝐷𝐸) = 𝐹𝐺𝐻𝐵  

 
3. Déterminons les autres éléments caractéristiques de 𝑆2.            

Comme 𝑆2(𝐺) = 𝐺 et 𝑆2(𝐻) = 𝐸 alors, 
𝐺𝐸

𝐺𝐻
=

1−𝑞

𝑞
=

𝑞2

𝑞
= 𝑞 et 𝑀𝑒𝑠 (𝐺𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗̂ ) =

𝜋

2
 .       

Donc                            

𝑆2 a pour rapport 𝑞 et pour angle de mesure 
𝜋

2
 

 
4. a. Montrons que 𝑔(𝐷) = 𝐸 et 𝑔(𝐶) = 𝐺. 

𝑔(𝐷) = 𝑆2 ∘ 𝑆1(𝐷) = 𝑆2(𝑆1(𝐷)) = 𝑆2(𝐻) = 𝐸. Donc        𝑆2(𝐷) = 𝐸        

𝑔(𝐶) = 𝑆2 ∘ 𝑆1(𝐶) = 𝑆2(𝑆1(𝐶)) = 𝑆2(𝐺) = 𝐺. On a donc 𝑆2(𝐶) = 𝐺    

b. Déterminons le réel  
𝐴𝐸

𝐴𝐷
.        
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𝐴𝐸

𝐴𝐷
=

√5−1

2
 

√5+1

2
 
=

(√5−1)2

4
= (

√5−1

2
)
2

.   Donc  
𝐴𝐸

𝐴𝐷
= 𝑞2 = 1 − 𝑞.  

𝐴𝐸

𝐴𝐷
= 1 − 𝑞 .  

• Les éléments caractéristiques de 𝑔. 
la somme des mesures des angles de 𝑆1 et de 𝑆2 est égale à 0 et comme  𝐸 ∈ [𝐴𝐷] alors 𝑔 est l’homothétie 

de centre 𝐴 et de rapport 𝑞2 = 1 − 𝑞. 
c. Nature du quadrilatère 𝐸𝐺𝐽𝐼.            
𝑔(𝐴) = 𝐴, 𝑔(𝐸) = 𝐼, 𝑔(𝐹) = 𝐽, 𝑔(𝐷) = 𝐸 et  𝑔(𝐶) = 𝐺. 
 Comme l’homothétie conserve la nature des figures géométriques et les angles orientés alors 𝐸𝐺𝐽𝐼, image 

du carré 𝐷𝐶𝐹𝐸 est un carré de même sens.           
 
Exercice II (03,50points) 
1.a. Montrons que 𝑀 = 𝑏𝑎𝑟{(𝐶, 𝑡), (𝐸, 1 − 𝑡)}  

𝑀 ∈ [𝐶𝐸] ⟺ ∃𝑡 ∈ [0,1]/ 𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑡𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗.   
   

𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑡 𝐸𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⟺ 𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑡𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑡𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

                   ⟺ (1 − 𝑡)𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑡 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ . Donc 𝑀 = 𝑏𝑎𝑟{(𝐶, 𝑡), (𝐸, 1 − 𝑡)}. 
• Les coordonnées de 𝑀 en fonction de 𝑡. 

On a 𝐴(0; 0; 0), 𝐵(1; 0; 0), 𝐶(1; 1; 0), 𝐸(0; 0; 1) , 𝐷(0; 1; 0). 

𝑀 = 𝑏𝑎𝑟{(𝐶, 𝑡); (𝐸, 1 − 𝑡)} ⟹

{
 
 

 
 𝑥𝑀 =

(1−𝑡)×0+𝑡×1

1
= 𝑡

𝑦𝑀 =
(1−𝑡)×0+𝑡×1

1
= 𝑡

𝑧𝑀 =
(1−𝑡)×1+𝑡×0

1
= 1 − 𝑡

 d’où  𝑀(𝑡, 𝑡, 1 − 𝑡)  . 

 
b. Montrons que 𝐶 et 𝐸 appartiennent au plan médiateur du segment [𝐼𝐽]. 

Soit 𝐼’ le milieu de [𝐼𝐽]. On a 𝐼 (1;
1

2
; 0), 𝐽 (

1

2
; 1; 0),  𝐼𝐽⃗⃗⃗  (

−
1

2
1

2

0

) et 𝐼′ (
3

2
;
3

2
; 0). 

Comme (𝜋) est le plan médiateur de [𝐼𝐽] alors (𝜋): − 𝑥 + 𝑦 + 𝑑 = 0, 𝑑 ∈ ℝ. 
 
𝐼′ ∈ (𝜋) donc (𝜋): − 𝑥 + 𝑦 = 0.    
   
 −𝑥𝐸 + 𝑦𝐸 = 0 et  −𝑥𝐶 + 𝑦𝐶 = 1 − 1 = 0 donc 𝐶 𝑒𝑡 𝐸 appartiennent à (𝜋), plan médiateur du segment [𝐼𝐽].   
 

• Déduisons la nature du triangle 𝐼𝑀𝐽. 

{
E et C ∈ (𝜋)
𝑀 ∈ [𝐸𝐶]

 ⟹ 𝑀 ∈ (𝜋). Par suite, 𝐼𝑀 = 𝐽𝑀. Sur ce, 𝐼𝑀𝐽 est un triangle isocèle en 𝑀.  

 
Autre méthode: 

𝐼′𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐼𝐽⃗⃗⃗  = (1 −
3

2
) (−

1

2
) + (1 −

3

2
) (

1

2
) + 0 = 0    et   𝐼′𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐼𝐽⃗⃗⃗  = 0  donc 𝐶 et 𝐸 appartiennent à (𝜋), plan médiateur du 

segment [𝐼𝐽].  

c. Exprimons 𝐼𝑀2 en fonction de 𝑡. 

 𝐼𝑀2 = (𝑡 − 1)2 + (𝑡 −
1

2
)
2
+ (1 − 𝑡)2         

        = 2𝑡2 − 4𝑡 + 2 + 𝑡2 − 𝑡 +
1

4
. Donc   𝐼𝑀2 = 3𝑡2 − 5𝑡 +

9

4
. 

  

2.a. Montrons que sin
𝜃

2
=

√2

4𝐼𝑀
.  

On a:          sin
𝜃

2
=

𝐼𝐼′

𝐼𝑀
  =  

√
1

16
+
1

16
+0

𝐼𝑀
.  Ainsi, sin

𝜃

2
=

√2

4𝐼𝑀
. 

b. Montrons que 𝜃 est maximal lorsque 𝐼𝑀 est minimale. 
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   𝜃 ∈ [0, 𝜋] ⟺
𝜃

2
∈ [0,

𝜋

2
]  et sin

𝜃

2
≤ 1.  

                  ⟺ 
√2

4𝐼𝑀
≤ 1                 

                  ⟺ 𝐼𝑀 ≥
√2  

4
.  Donc 

√2  

4
. est un minorant de 𝐼𝑀.                                                   

En prenant 𝐼𝑀 =
√2  

4
 on obtient 𝜃 = 𝜋.   Donc  𝜃 est maximal lorsque 𝐼𝑀 est minimale. 

c. Sens de variation de 𝑓. 

𝑓(𝑡) = 3𝑡2 − 5𝑡 +
9

4
 

𝑓 est dérivable sur ℝ  et on a : 𝑓′(𝑡) = 6𝑡 − 5.    

𝑓′(𝑡) ≥ 0 ⟺ 𝑡 ≥
5

6
  donc 𝑓 est strictement décroissante sur [0,

5

6
] et strictement croissante sur [ 

5

6
, 1]. 

 𝐼𝑀𝐽̂  est maximal si 𝑓(𝑡) est minimale donc pour 𝑡0 =
5

6
  et 𝑀0 (

5

6
,
5

6
 ,
1

6
). 

𝑀0 (
5

6
,
5

6
 ,
1

6
)  

 
Problème II (11,50points) 
Partie A 
𝒥 = {𝑓: ]−2;+∞[  ⟶ ℝ/(2 + 𝑥)𝑓′(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 1 + ln (2 + 𝑥)}. 
 
1. 𝑔(𝑥) = (2 + 𝑥)𝑓(𝑥) 
a. Montrons que 𝑔 est une primitive de la fonction ℎ: 𝑥 ↦ 1 + ln (2 + 𝑥). 
𝑔 est dérivable sur ]−2;+∞[ et on a 𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥) + (2 + 𝑥)𝑓′(𝑥).              
 Or (2 + 𝑥)𝑓′(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 1 + ln (2 + 𝑥) donc 𝑔′(𝑥) = ℎ(𝑥).        
d’où 𝑔 est une primitive de ℎ.  

b. Démontrons que la fonction  𝑡: 𝑥 ↦
𝑔1(𝑥)

2+𝑥
  est élément de 𝒥. 

La fonction 𝑡 est dérivable sur ]−2;+∞[ et on a : 𝑡′(𝑥) =
𝑔1

′(𝑥)(2+𝑥)−(𝑔1𝑥)

(2+𝑥)2
.          

(2 + 𝑥)𝑡′(𝑥) + 𝑡(𝑥) =
𝑔1

′(𝑥)(2+𝑥)−𝑔1(𝑥)

2+𝑥
+
𝑔1(𝑥)

2+𝑥
 . 

                               = 𝑔1′(𝑥)                  
                                = 1 + ln (2 + 𝑥)   
(2 + 𝑥)𝑡′(𝑥) + 𝑡(𝑥) = 1 + ln(2 + 𝑥)  donc  𝑡 ∈ 𝒥. 
 
2. Déterminons l’ensemble des primitives 𝐻 de ℎ. 

𝐻(𝑥) = ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥 = ∫(1 + ln(2 + 𝑥))𝑑𝑥  

𝐻(𝑥) = 𝑥 + ∫ ln(2 + 𝑥)𝑑𝑥  

Calcul de ∫ ln(2 + 𝑥)𝑑𝑥 

Posons : 𝑢(𝑥) = ln(2 + 𝑥) et 𝑣′(𝑥) = 1 
on a :  

                 𝑢′(𝑥) =
1

2+𝑥
  et 𝑣(𝑥) = 𝑥 + 2           

         

∫ ln(2 + 𝑥)𝑑𝑥 = (𝑥 + 2) ln(2 + 𝑥) − ∫𝑑𝑥                                                    

                       = (𝑥 + 2) ln(2 + 𝑥) − 𝑥+∝. 
Donc 

𝐻(𝑥) = (𝑥 + 2)𝑙𝑛(2 + 𝑥)+∝,    ∝∈ ℝ  

 
3. Déduction de 𝒥. 
𝑓 ∈ 𝒥  ⟺ (2 + 𝑥)𝑓′(𝑥) + 𝑓(𝑥) = 1 + ln (2 + 𝑥)  
           ⟺ 𝑔′(𝑥) = 1 + ln (2 + 𝑥)  
            ⟺ ∫𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 = ∫(1 + ln(2 + 𝑥))𝑑𝑥  

            ⟺ 𝑔(𝑥) = 𝐻(𝑥)   donc 𝑓(𝑥) =
𝐻(𝑥)

2+𝑥
      

d’où   𝑓(𝑥) = ln(2 + 𝑥) +
∝

2+𝑥
 ,     ∝∈ ℝ. 

𝒥 est l’ensemble des fonctions  𝑥 ⟼ ln(2 + 𝑥) +
∝

2+𝑥
  où ∝ est un nombre réel. 
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Partie B 

1. 𝑓𝑘(𝑥) = ln(2 + 𝑥) +
𝑘

𝑥+2
. 

a. Les limites aux bornes de l’ensemble de définition.       

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑘(𝑥) = +∞           lim
𝑥→−2
>

𝑓𝑘(𝑥) = {
+∞  𝑠𝑖  𝑘 > 0
−∞  𝑠𝑖  𝑘 < 0

 

 

• Pour  𝑘 = 0, 

On a : ∀ 𝑥 ∈  ]−2 ;  +∞[, 𝑓𝑘(𝑥) = ln(2 + 𝑥) donc lim
𝑥→−2
>

𝑓𝑘(𝑥) = −∞ . 

 
b. Sens de variation de 𝑓𝑘(𝑥).                                       

𝑓𝑘 est dérivable sur ]−2;+∞[ et on a 𝑓𝑘
′(𝑥) =

1

𝑥+2
−

𝑘

(𝑥+2)2
 =

𝑥+2−𝑘

(𝑥+2)2
.  

• 𝑘 > 0                           
 

 
 
 𝑓𝑘  est strictement décroissante sur ]−2, 𝑘 − 2] et strictement croissante sur [𝑘 − 2,+∞[. 

 
 

• Pour  𝑘 ≤ 0,  𝑓𝑘
′(𝑥) > 0 ∀ 𝑥 ∈] − 2;+∞[  

 
𝑓𝑘  est donc strictement croissante sur ]−2, +∞ [. 

 

 
c. Courbes 𝐶−2, 𝐶0   et  𝐶1.  
 

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑘(𝑥)

𝑥
= 0  ∀ 𝑘 ∈ ℝ  𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑡𝑜𝑢𝑡𝑒𝑠 𝑙𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑢𝑟𝑏𝑒𝑠 (𝐶𝑘) 𝑎𝑑𝑚𝑒𝑡𝑡𝑒𝑛𝑡 𝑢𝑛𝑒  

𝑏𝑟𝑎𝑛𝑐ℎ𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏𝑜𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒  𝑑𝑒  𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛  𝑐𝑒𝑙𝑙𝑒  𝑑𝑒  (𝑂, 𝑖 ) 𝑒𝑛 +∞.
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2.a. Démontrons que 𝑄𝑛−2(𝑡) =
1−(−1)𝑛−1(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
  ∀≠ −2. 

                         𝑄𝑛−2(𝑡) = −𝑡 + (1 + 𝑡)
2 +⋯+ (−1)𝑛−2(1 + 𝑡)𝑛−2 

            = 1 + (−1 − 𝑡) + (1 + 𝑡)2 +⋯+ (−1)𝑛−2(1 + 𝑡)𝑛−2. 
𝑄𝑛−2(𝑡) est la somme des (𝑛 − 1) premiers termes de la suite géométrique de raison −(1 + 𝑡) et de 
premier terme 1, avec 𝑡 ≠ −2. Donc 

                                          𝑄𝑛−2(𝑡) =
1−(−1−𝑡)𝑛−1

2+𝑡
. 

                                               =
1−(−1)𝑛−1(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
  

D’où  

𝑄𝑛−2(𝑡) =
1−(−1)𝑛−1(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
  ∀ 𝑡 ≠ −2. 

• Déduction  

−𝑡 + (1 + 𝑡)2 +⋯+ (−1)𝑛−2(1 + 𝑡)𝑛−2 +
(−1)𝑛−1(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
= 𝑄𝑛−2(𝑡) +

(−1)𝑛−1(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
  

                                                                                         =
1−(−1)𝑛−1(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
+
(−1)𝑛−1(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
               

                                                                                         =
1

2+𝑡
.                    

Par suite,  
1

2+𝑡
= −𝑡 + (1 + 𝑡)2 +⋯+ (−1)𝑛−2(1 + 𝑡)𝑛−2 +

(−1)𝑛−1(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
. 

 

b. Démontrons que 𝑓0(𝑥) = 𝑃𝑛−1(𝑥) + (−1)
𝑛−1 ∫

(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−1
. 

 
𝑓0(𝑥) = ln (2 + 𝑥) 

 

        
1

2+𝑡
= −𝑡 + (1 + 𝑡)2 +⋯+ (−1)𝑛−2(1 + 𝑡)𝑛−2 +

(−1)𝑛−1(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
 

 ⟹ ∫
1

2 + 𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−1

= ∫(−𝑡 + (1 + 𝑡)2 +⋯+ (−1)𝑛−2(1 + 𝑡)𝑛−2 +
(−1)𝑛−1(1 + 𝑡)𝑛−1

2 + 𝑡
)𝑑𝑡

𝑥

−1

 

     ⟺ ln(2 + 𝑥) = [−
1

2
𝑡2 +

1

3
(1 + 𝑡)3 +⋯+

(−1)𝑛−2

𝑛 − 1
(1 + 𝑡)𝑛−1]

−1

𝑥

+ (−1)𝑛−1 ∫
(1 + 𝑡)𝑛−1

2 + 𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−1

 

     ⟺ ln(2 + 𝑥) = −
1

2
𝑥2 +

1

3
(1 + 𝑥)3 +⋯+

(−1)𝑛−2

𝑛 − 1
(1 + 𝑥)𝑛−1 +

1

2
+ (−1)𝑛−1 ∫

(1 + 𝑡)𝑛−1

2 + 𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−1

 

d’où 

 𝑓0(𝑥) = 𝑃𝑛−1(𝑥) + (−1)
𝑛−1 ∫

(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−1
 avec 𝑃𝑛−1(𝑥) =

1

2
−
1

2
𝑥2 +

1

3
(1 + 𝑥)3 +⋯+

(−1)𝑛−2

𝑛−1
(1 + 𝑥)𝑛−1  
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Autre méthode: On pourra remarquer que  

−𝑡 + (1 + 𝑡)2 +⋯+ (−1)𝑛−2(1 + 𝑡)𝑛−2 = 1 − (1 + 𝑡) + (1 + 𝑡)2 +⋯+ (−1)𝑛−2(1 + 𝑡)𝑛−2.  
Dans ce cas, on obtient  
 

𝑃𝑛−1(𝑥) = (𝑥 + 1) −
1

2
(1 + 𝑥)2 +⋯+ (−1)𝑛−2

(1+𝑥)𝑛−1

𝑛−1
. 

 

3. {
𝜑(𝑥) =

𝑓0(𝑥)

𝑥+1
 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ]−1, 0]

𝜑(−1) = 1
        

a. Démontrons que ∀𝑥 ∈ [−1, 0], ∫
(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−1
≤

1

𝑛
. 

     −1 ≤ 𝑡 ≤ 0 ⟺ 1 ≤ 2 + 𝑡 ≤ 2            

                       ⟺
1

2
≤

1

2+𝑡
≤ 1  

                            ⟺
(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
≤ (1 + 𝑡)𝑛−1  

                            ⟹ ∫
(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−1
≤ [

(1+𝑡)𝑛

𝑛
]
−1

𝑥

  

                            ⟺ ∫
(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−1
≤

(1+𝑥)𝑛

𝑛
.      

Or ∀𝑥 ∈ [−1, 0], 1 + 𝑥 ≤ 1 donc  
(1+𝑥)𝑛

𝑛
≤

1

𝑛
  d’où ∀𝑥 ∈ [−1, 0], ∫

(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−1
≤

1

𝑛
. 

 

b. Démontrons que ∀𝑥 ∈ ]−1, 0], |𝜑(𝑥) −
𝑃𝑛−1(𝑥)

𝑥+1
| ≤

1

𝑛(𝑥+1)
. 

D’après 2.b.,  𝜑(𝑥) =
𝑓0(𝑥)

𝑥+1
=

𝑃𝑛−1(𝑥)

𝑥+1
+
(−1)𝑛−1

𝑥+1
∫

(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−1
        

On a: 

 |𝜑(𝑥) −
𝑃𝑛−1(𝑥)

𝑥+1
| = |

(−1)𝑛−1

𝑥+1
∫

(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−1
|. Or |

(−1)𝑛−1

𝑥+1
∫

(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−1
| ≤

1

|𝑥+1|
∫

|1+𝑡|𝑛−1

2+𝑥
𝑑𝑡

𝑥

−1
 

donc |𝜑(𝑥) −
𝑃𝑛−1(𝑥)

𝑥+1
| ≤

1

|𝑥+1|
∫

|1+𝑡|𝑛−1

2+𝑥
𝑑𝑡

𝑥

−1
                                        

                                  ≤
1

𝑥+1
∫

(1+𝑡)𝑛−1

2+𝑡
𝑑𝑡

𝑥

−1
 ≤

1

𝑛(𝑥+1)
. D’où ∀𝑥 ∈ ]−1, 0], |𝜑(𝑥) −

𝑃𝑛−1(𝑥)

𝑥+1
| ≤

1

𝑛(𝑥+1)
. 

c. Démontrons que: 

∫ 𝜑(𝑥)
0

−1+
1
𝑛

𝑑𝑥 +
1

𝑛
ln
1

𝑛
+ 𝑆𝑛 (−1 +

1

𝑛
) ≤ 𝑆𝑛(0) ≤∫ 𝜑(𝑥)

1

−1+
1
𝑛

𝑑𝑥 −
1

𝑛
ln
1

𝑛
+ 𝑆𝑛 (−1 +

1

𝑛
) 

avec  

𝑆𝑛(𝑥) = 𝑥 −
(𝑥+1)2

22
+
(𝑥+1)3

33
+⋯+ (−1)𝑛−2

(𝑥+1)𝑛−1

(𝑛−1)2
 𝑛 ≥ 2. 

 

On a : ∀𝑥 ∈ ]−1; 0],  |𝜑(𝑥) −
 𝑃𝑛−1(𝑥)

𝑥+1
| ≤

1

𝑛(𝑥+1)
.   

|𝜑(𝑥) −
 𝑃𝑛−1(𝑥)

𝑥+1
| ≤

1

𝑛(𝑥+1)
⟺

−1

𝑛(𝑥+1)
≤ 𝜑(𝑥) − (1 −

(𝑥+1)

2
+⋯+ (−1)𝑛−2 ×

(𝑥+1)𝑛−2

𝑛−1
) ≤

1

𝑛(𝑥+1)
. 

 

En intégrant sur [−1 +
1

𝑛
; 0], on obtient:  

−
1

𝑛
∫

1

𝑛(𝑥+1)
𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝜑(𝑥)

0

−1+
1

𝑛

0

−1+
1

𝑛

𝑑𝑥 − ∫ (1 −
(𝑥+1)

2
+⋯+ (−1)𝑛−2

(𝑥+1)𝑛−2

𝑛−1
) 𝑑𝑥 ≤

1

𝑛
∫

1

(𝑥+1)
𝑑𝑥

0

−1+
1

𝑛

0

−1+
1

𝑛

  

⟺−
1

𝑛
[ln( 𝑥 + 1)]

−1+
1

𝑛

0 ≤ ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥
0

−1+
1

𝑛

− [𝑥 −
(𝑥+1)2

2²
+
(𝑥+1)3

3²
+⋯+ (−1)𝑛−2  

(𝑥+1)𝑛−1

(𝑛−1)2
]
−1+

1

𝑛

0

≤
1

𝑛
[ln 𝑥 + 1)]

−1+
1

𝑛

0    

⟺  
1

𝑛
ln

1

𝑛
≤ ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 − [𝑆𝑛(𝑥 )]−1+1

𝑛

00

−1+
1

𝑛

≤ −
1

𝑛
ln

1

𝑛
    

⟺  
1

𝑛
ln

1

𝑛
≤ ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 − (𝑆𝑛(0) − 𝑆𝑛 (−1 +

1

𝑛
))

0

−1+
1

𝑛

≤ −
1

𝑛
ln

1

𝑛
    

⟺∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 +
1

𝑛
ln

1

𝑛
+ 𝑆𝑛 (−1 +

1

𝑛
) ≤ 𝑆𝑛(0)

0

−1+
1

𝑛

 et 𝑆𝑛(0) ≤ ∫ 𝜑(𝑥)𝑑𝑥 −
1

𝑛
ln

1

𝑛
+ 𝑆𝑛 (−1 +

1

𝑛
)

0

−1+
1

𝑛

. 

On en déduit que: 

∫ 𝜑(𝑥)
0

−1+
1
𝑛

𝑑𝑥 +
1

𝑛
ln
1

𝑛
+ 𝑆𝑛 (−1 +

1

𝑛
) ≤ 𝑆𝑛(0) ≤∫ 𝜑(𝑥)

1

−1+
1
𝑛

𝑑𝑥 −
1

𝑛
ln
1

𝑛
+ 𝑆𝑛 (−1 +

1

𝑛
). 
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Partie C 

1. Démontrons que ∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∀𝑥 ∈ ]−2, +∞ [, 𝑓0
′(𝑥) = ᴪ𝑛(𝑥) +

(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
. 

 ᴪ𝑛(𝑥) = ∑ (−1)𝑖(1 + 𝑥)𝑖2𝑛−1
𝑖=0   

• 𝑛 = 1 

ᴪ1(𝑥) = ∑ (−1)𝑖(1 + 𝑥)𝑖1
𝑖=0 = 1 + (−1)(𝑥 + 1) = −𝑥                        

 

𝑓0
′(𝑥) −

(1+𝑥)2

2+𝑥
=

1

2+𝑥
−
𝑥2+2𝑥+1

2+𝑥
= −𝑥 = ᴪ1(𝑥)  donc 𝑓0

′(𝑥) = ᴪ1(𝑥) +
(1+𝑥)2

2+𝑥
 

d’où l’initialisation vraie 

• Supposons pour un  𝑘 ∈ ℕ∗, ∀𝑥 ∈ ]−2, +∞ [, 𝑓0
′(𝑥) = ᴪ𝑘(𝑥) +

(1+𝑥)2𝑘

2+𝑥
 et vérifions l’hérédité. 

On a   ᴪ𝑘+1(𝑥) = ∑ (−1)𝑖(1 + 𝑥)𝑖2𝑘+1
𝑖=0                 

                        = ∑ (−1)𝑖(1 + 𝑥)𝑖2𝑘−1
𝑖=0 + (−1)2𝑘(1 + 𝑥)2𝑘 + (−1)2𝑘+1(1 + 𝑥)2𝑘+1  

                           = ᴪ𝑘(𝑥) + (−1)
2𝑘(1 + 𝑥)2𝑘 + (−1)2𝑘+1(1 + 𝑥)2𝑘+1 

                        = 𝑓0
′(𝑥) −

(1+𝑥)2𝑘

2+𝑥
+ (−1)2𝑘(1 + 𝑥)2𝑘 + (−1)2𝑘+1(1 + 𝑥)2𝑘+1 

⟺  𝑓0
′(𝑥) = ᴪ𝑘+1(𝑥) +

(1+𝑥)2𝑘

2+𝑥
− (1 + 𝑥)2𝑘 + (1 + 𝑥)2𝑘+1                                                       

                    = ᴪ𝑘+1(𝑥) + (1 + 𝑥)
2𝑘 (

1

2+𝑥
− 1 + 1 + 𝑥)   

                = ᴪ𝑘+1(𝑥) + (1 + 𝑥)
2𝑘 𝑥

2+2𝑥+1

2+𝑥
  

               = ᴪ𝑘+1(𝑥) + (1 + 𝑥)
2𝑘 (1+𝑥)

2

2+𝑥
    ⟺  𝑓0

′(𝑥)  = ᴪ𝑘+1(𝑥) +
(1+𝑥)2(𝑘+1)

2+𝑥
. 

Donc  𝑓0
′(𝑥) = ᴪ𝑘(𝑥) +

(1+𝑥)2𝑘

2+𝑥
 ⟹  𝑓0

′(𝑥)  = ᴪ𝑘+1(𝑥) +
(1+𝑥)2(𝑘+1)

2+𝑥
 d’où  ∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∀𝑥 ∈ ]−2, +∞ [,   

𝑓0
′(𝑥) = ᴪ𝑛(𝑥) +

(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
. 

 

2. Démontrons que ∀𝑛 ∈ ℕ, 0 ≤ ∫
(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
𝑑𝑥

0

−1
≤

1

2𝑛+1
 

 𝑥 ∈ [−1, 0] ⟺ −1 ≤ 𝑥 ≤ 0 ⟺ 
1

2
≤

1

2+𝑡
≤ 1  d’après partie B-3.a.  

                                            ⟺  0 ≤
(1+𝑥)2𝑛

2+𝑡
≤ (1 + 𝑥)2𝑛    

                                            ⟹  0 ≤ ∫
(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
𝑑𝑥

0

−1
≤ ∫ (1 + 𝑥)2𝑛𝑑𝑥

0

−1
  

                                            ⟺ 0 ≤ ∫
(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
𝑑𝑥

0

−1
≤

1

2𝑛+1
[(1 + 𝑥)2𝑛+1]−1

0  

                                            ⟺ 0 ≤ ∫
(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
𝑑𝑥

0

−1
≤

1

2𝑛+1
. 

 D’où  

∀𝑛 ∈ ℕ, 0 ≤ ∫
(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
𝑑𝑥

0

−1
≤

1

2𝑛+1
. 

3. 𝑈𝑛 = ∑
(−1)𝑖

𝑖
2𝑛
𝑖=1 . 

a. Démontrons que ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑓0(0) = 𝑈𝑛 + ∫
(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
𝑑𝑥

0

−1
. 

On a : 𝑓0
′(𝑥) = ᴪ𝑛(𝑥) +

(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
                                    

𝑓0
′(𝑥) = ᴪ𝑛(𝑥) +

(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
⟹  ∫ 𝑓0′(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ ᴪ𝑛(𝑥)𝑑𝑥

0

−1
+ ∫

(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
𝑑𝑥

0

−1

0

−1
  

                                               ⟺ 𝑓0(0) − 𝑓0(−1) = ∑ [
(−1)𝑖

1+𝑖
(1 + 𝑥)𝑖+1]

−1

0
2𝑛−1
𝑖=0 + ∫

(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
𝑑𝑥

0

−1
  

                                               ⟺ 𝑓0(0) = ∑
(−1)𝑖

1+𝑖
2𝑛−1
𝑖=0 + ∫

(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
𝑑𝑥

0

−1
  

                                               ⟺ 𝑓0(0) = ∑
(−1)𝑖+1

𝑖
2𝑛
𝑖=1 + ∫

(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
𝑑𝑥

0

−1
.  ; 

 D’où  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑓0(0) = 𝑈𝑛 + ∫
(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
𝑑𝑥

0

−1
. 

b. Déduction de la limite 

D’après la partie C\2., lim
𝑛→+∞

∫
(1+𝑥)2𝑛

2+𝑥
𝑑𝑥

0

−1
= 0 donc lim

𝑛→+∞
𝑈𝑛 = 𝑓0(0) = 𝑙𝑛2.    lim

𝑛→+∞
𝑈𝑛 = ln2   

 


