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LYCEE DE DZREKPO MATHEMATIQUES DUREE : 4H | COEF : 5

Exercice 1 (04 points)
Les parties I et II sont indépendantes.

I/ Soit n un entier naturel.

1. Montrer que si un entier naturel d divise 12n + 7 et 3n + 1 alors il divise 3. (0,5 pt)

7
2. En déduire que la fraction +1 est irréductible. (0,5 pt)

II/ Dans un systéeme de numération en base b, on consideére les nombres : A = ﬁb; B = Eb et C' = 133032b.
1. Justifier que b > 3. (0,25 pt)
2. a) Sachant que A x B = C, montrer que : b3 — 3b?> —2b — 8 = 0. (1 pt)
b) En déduire que b divise 8. (0,25 pt)
c¢) Déterminer alors b. (0,5 pt)
3. L’écriture d’un nombre dans le systéme décimal est 214. Ecrire ce nombre dans la base 4. (0,25 pt)

4. On suppose que b = 4. Ecrire A, B et C dans le systéme décimal. (0,75 pt)

Exercice 2 (03,5 points)
Le plan Z est muni d’un repére orthonormé (O;7,7) d’unité graphique 1 cm.

N R N ar s R e
1. Oncon&derelesvecteursﬁ-ﬁ<z + ]) etﬁ—ﬁ(z — j).

a) Démontrer que (O;w, ') est un repere orthogonormé du plan. (0,5 pt)
b) Démontrer que, si un point M de & a pour coordonnées (z;y) dans (0;7,7) et (X;Y) dans (O; 4, V) , alors :
X = \}i(x—l—y) et Y = %(w—y) (0,5 pt)
2. Soit (") 'ensemble des points des points M du plan dont les coordonnées vérifient, dans le repere (O;7,7) ,
I'équation (1) : 1322 + 13y — 10xy — 72 = 0.

a) Démontrer que I'équation (1) est équivalente & 1’équation : 4(z + y)% + 9(z — y)? — 72 = 0. (0,5 pt)
(7))
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¢) En déduire une équation de (I') dans le repere (O;@,v) . (0,25 pt)

b) Démontrer qu'une équation de (I') dans le repere (O;7,7) est : =1. (0,5 pt)

d) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (I') dans le repeére (0;7,7) . (1,25 pt)

Probléme (12,5 points)

Partie A
e.’E
— six >0
: . . . s e +1
Soit f la fonction de la variable réelle z définie par : f(x) = |
“nl-2) o)
2x

Soit () sa courbe représentative dans un repere orthonormé direct (O;7,7) d’unité 2 cm.
1. Etudier la continuité de f en 0. (0,25 pt)
2. Calculer les limites de f en —oco et en +00. (0,5 pt)
3. Justifier que f est dérivable sur | — oo; 0[ et sur [0; +00[. Donner la valeur de la dérivée & droite de 0. (0,5 pt)
4

. Soit p un réel strictement négatif. On considere la fonction u définie sur | — oo; 0 par :

u(x) = (W) 22 —In(l — ) — =z

Proposition : Si ¢ est une fonction continue et non constante sur un intervalle [a;b], alors il existe un réel c
appartenant a Ja;b| tel que ¢'(c) = 0.



a) En utilisant la proposition précédente, montrer qu’il existe un réel ¢ €]u; 0[ tel que :

In(1—p)+p 1
= . (0,5 pt
In(1 — 1
b) Prouver que : lim n(—/;)%—,u = ——. (0,25 pt)
n—0 i’ 2

)
) Prouver que f est dérivable & gauche en 0 et donner la valeur de la dérivée a gauche en 0. (0,25 pt)
d) La fonction f est-elle dérivable en 07 (0,25 pt)
) Calculer f’(z) pour x > 0. En déduire le sens de variation de f sur [0;+o0c[. (0,5 pt)
) Pour 2 <0, on pose v(z) =z + (1 — z)In(1 — z).
Etablir le tableau de variation de la fonction v. En déduire le signe de v(z) pour x < 0. (0,5 pt)
¢) Pour x < 0, calculer f’(x) puis déterminer son signe. (0,25 pt)
d) Dresser le tableau de variation de f. (0,25 pt)
6. Tracer la courbe (¢%). (0,5 pt)
Partie B
1. Justifier que f possede des primitives sur [0; +oco[. (0,25 pt)

T In(tan z)
2. Soit la fonction G définie sur I = [4; 5 [ par : G(z) = / f(t)dt.
0
a) Calculer G (§) et G'(z) pour tout z de I. (0,5 pt)
b) Prouver que : Vzx € I, G(z) =z — % (0,25 pt)
¢) Soit B un réel positif. On suppose qu'il existe d’un unique réel a de I tel que : = In (tan ).
Calculer, en ¢cm?, l'aire A(f) de la partie du plan délimitée par la courbe (¢}), 'axe des abscisses et les
droites d’équations x = 0 et x = /3 puis calculer ﬁlirf A(pB), sachant que si 8 — 400 alors o — g (0,5 pt)
—+00
Partie C
Soit g la restriction de f sur [0; +ool.
1. a) Montrer que g réalise une bijection de [0; +-00[ sur un intervalle J que l'on déterminera. (0,5 pt)
b) Tracer, dans le repére précédent, la courbe (%9_1) représentative de g*. (0,25 pt)
c¢) Déterminer g(z) pour x de J. (0,25 pt)

2. Pour tout entier naturel non nul n, on considére les fonctions h,, et k, définies sur | — oco;0[ par :

f(@) f(z)
() = / Fnt) dt et kn(z) = / £ (Int) d.
1 1
a) Calculer hi(z) et lim hy(z). (0,5 pt)
Tr——00
b) Montrer, a I'aide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel n > 1 :

mate) = 2 [s@] [ (1@)] " - " @) @5 b0

1 n+1 1

k "1 05
@) = g @] = g (@) 1] e by
¢) Montrer par récurrence sur n > 1, que la fonction h,, admet en —oco une limite finie non nulle 4,,. (0,25 pt)

|
Montrer que : Vn € IN*, §,, = (—1)"%. (0,5 pt)

d) Montrer que : zli}r_noo kn(z) = (n—|—11)2 (0,25 pt)
Partie D
Dans cette partie, on se propose de calculer la limite de la suite (Sy,) définie ci-dessous.
Pour tout n > 1 onposeun:; et S :1+nz:1uk:1+i+i+...+i.
= (n+1)2 " = 22 32 n?

On définit la fonction ®, dérivable sur [0; 72r] et dont la fonction dérivée est continue sur [0; 721 par :

2
7_t T
(I) — yis s R
(t) e 81756]0,2}
®(0)=-1



. Sans calculer ®’(t), justifier I'existence d'un réel M tel que : |®'(¢)| < M, Vt € {0; ;} (0,25 pt)
il
. Pour tout entier naturel non nul n, on pose I,, = /2 () sin ((2n + 1)t) dt.

0

s

1 1+1/02 &' (1) cos ((2n+ 1)t) dt. (0,5 pt)

_2n—|—1+2n

a) En intégrant par parties, montrer que : I, =

b) Mont 1 ] <
) Montrer alors que |n|_2n+1

(1 + WM) et en déduire que lim I, =0. (0,5 pt)
2 z—+00

. Soit x un réel de ]O; 721 et soit n un entier non nul.

n

a) Exprimer la somme Z % en fonction de n et z (oil i est le nombre complexe vérifiant 2 = —1). (0,5 pt)
k=1
" sin (2n+1)t) 1
b) En dédui : 2kzx) = ——= — —. (0,25 pt
) En déduire que kz::lcos( x) st 5 (0,25 pt)
T/
5 [t 1
. a) A laide de deux intégrations par parties, montrer que : Vk € IN*, /2 ( — t) cos (2kt) dt = ZkQ. (0,5 pt)
o \m

2
b) Etablir que : S, = 2I,, + % En déduire Brf Sp. (0,5 pt)



