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PROPOSITION DE CORRIGE TYPE 

Exercice 1 

1. Déterminons les nombres complexes 𝑧 pour lesquels 𝑃 et 𝑄 sont confondus. 
𝑃 et 𝑄 sont confondus si et seulement si 𝑃 =  𝑄.  

𝑃 = 𝑄 ⟺ 𝑧2 − 𝑧 + 1 = 0            

∆= −3  d’où  𝑧 =
1−𝑖√3

2
  ou  𝑧 =

1+𝑖√3

2
 

𝑃 𝑒𝑡 𝑄 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑓𝑜𝑛𝑑𝑢𝑠 𝑠𝑖 𝑒𝑡 𝑠𝑒𝑢𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑖  𝑧 =
1 − 𝑖√3

2
  𝑜𝑢  𝑧 =

1 + 𝑖√3

2
  

 

2. Déterminons l’ensemble  (𝐸)  des points  𝑀  du plan tels que les points distincts  𝑀,𝑃 et 𝑄 
soient alignés.  

𝑀,𝑃 et 𝑄 étant distincts deux à deux, ils sont alignés si et seulement si    
𝑍𝑀−𝑍𝑄

𝑍𝑀−𝑍𝑃
∈ ℝ∗. 

𝑍𝑀−𝑍𝑄

𝑍𝑀−𝑍𝑃
∈ ℝ∗   ⇔ 𝑍 − 𝑍² ∈ ℝ∗.   

                    ⇔ 𝑍 − 𝑍2 = 𝑍̅ − 𝑍̅2  

                    ⇔ 𝑍 − 𝑍̅ − (𝑍2 − 𝑍̅2) = 0 

                    ⇔ (𝑍 − 𝑍̅)(1 − 𝑍 − 𝑍̅ = 0)   
                    ⇔ 𝑍 − 𝑍̅ = 0  ou  1 − 𝑍 − 𝑍̅ = 0  

                    ⇔ 𝑦 = 0  ou 1 − 2𝑥 = 0    

                    ⇔ 𝑦 = 0 ou 𝑥 =
1

2
. 

 

𝐷𝑜𝑛𝑐  (𝐸) 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑎 𝑟é𝑢𝑛𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒𝑠 𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡𝑒𝑠  (𝑂; 𝑢⃗ ) 𝑒𝑡  (∆): 𝑥 =
1

2
  𝑝𝑟𝑖𝑣é𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡𝑠; 𝐼(1);

𝑂;   𝐴 (
1

2
− 𝑖

√3

2
)  𝑒𝑡 𝐵 (

1

2
+ 𝑖

√3

2
) .

. 

 

3. Prouvons que l’ensemble  (𝐹)  des points  𝑀  tels que  𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   et  𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ soient orthogonaux a pour 

équation : 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑥 + 1 = 0. 

𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇔ 𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ∙ 𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0.                                                         

   𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (1
0
)  et  𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ (𝑥2−𝑦2−𝑥+1

2𝑥𝑦−𝑦
)   

   𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ∙ 𝑃𝑄⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 ⇔ 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑥 + 1 = 0. 
 On a alors                      

(𝐹): 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑥 + 1 = 0  

 

Autre méthode:     
𝑍𝑄−𝑍𝑃

𝑍𝑀−𝑍𝑃
∈ 𝑖ℝ∗. 

 

4. Éléments caractéristiques de  (𝐹). 

𝑥2 − 𝑦2 − 𝑥 + 1 = 0 ⇔ (𝑥 −
1

2
)
2

−
1

4
− 𝑦2 + 1 = 0  

                                ⇔ (𝑥 −
1

2
)
2

− 𝑦2 = −
3

4
   

                                ⇔
(𝑥−

1

2
)
2

3

4

+
𝑦²
3

4

= 1.            

Désignons par  𝑂′  le point de coordonnées  (
1

2
; 0). 

(𝐹)  est alors l’hyperbole équilatère d’axe focal la droite  (𝑂′; 𝑣 ), de centre  𝑂′ , de sommets 

Ω(
1

2
 ;  

√3

2
)  et  Ω′ (

1

2
 ;  −

√3

2
) , d’asymptotes  (∆1): 𝑦 = 𝑥 −

1

2
  et  (∆2): 𝑦 = −𝑥 +

1

2
, d’excentricité 

𝑒 = √2, de foyers  𝐹 (
1

2
;
√6

2
)  et  𝐹′ (

1

2
; −

√6

2
).                         
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Exercice 2  

∀𝑥 ∈ ]0; +∞[, 𝑓(𝑥) = 𝑒1−𝑥 − ln𝑥  
1. a. Sens de variation de 𝑓.   

𝑓  est dérivable sur ]0; +∞[. 
 

∀𝑥 ∈ ]0; +∞[, 𝑓′(𝑥) = −𝑒1−𝑥 −
1

𝑥
 

   
 ∀𝑥 ∈ ]0; +∞[ , 𝑓′(𝑥) < 0, donc  𝑓 est strictement décroissante sur  ]0; +∞[.  
 
     b. Limite en  0 de  𝑥𝑓(𝑥). 
        lim

→0>
𝑥

𝑥𝑓(𝑥) =  lim
→0>

𝑥
(𝑥𝑒𝑥 − 𝑥ln𝑥) 

  Or   lim
→0>

𝑥
𝑥𝑒1−𝑥 = 0  et  lim

→0>
𝑥

𝑥ln𝑥 = 0  donc  lim
→0>

𝑥
𝑥𝑓(𝑥) =  0 . 

     c.  𝑥 ∈ ]0; 1[, calculons  𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

𝑥
. 

   𝐹(𝑥) = ∫ (𝑒1−𝑡 − ln𝑡)𝑑𝑡
1

𝑥
 = [−𝑒1−𝑡]𝑥

1 − ∫ ln𝑡𝑑𝑡
1

𝑥
.   

  Posons  {
𝑢′(𝑡) = 1
𝑣(𝑡) = ln𝑡

   on a  {
𝑢(𝑡) = 𝑡

𝑣′(𝑡) =
1

𝑡

           

           𝐹(𝑥) = [−𝑒1−𝑡]𝑥
1 − [𝑡ln𝑡]𝑥

1 − ∫ 𝑑𝑡
1

𝑥
 = −1 + 𝑒1−𝑥 + 𝑥ln𝑥 + 1 − 𝑥.  

Donc  

𝐹(𝑥) = 𝑒1−𝑥 + 𝑥ln𝑥 − 𝑥  

 

 Montrons que  lim
𝑥→0

𝐹(𝑥) = 𝑒. 

  lim
→0>

𝑥
𝐹(𝑥) = lim

→0>
𝑥

(𝑒1−𝑥 + 𝑥ln𝑥 − 𝑥).  

lim
→0>

𝑥
𝑥𝑒1−𝑥 = 𝑒  𝑒𝑡  lim

→0>
𝑥

(𝑥ln𝑥 − 𝑥) = 0  donc  lim
→0>

𝑥
𝐹(𝑥) =  𝑒.                            
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2. 𝑆𝑛 =
1

𝑛
∑ 𝑓 (

𝑝

𝑛
)𝑛

𝑘=1 .   

      a.  Montrons que pour tout entier  𝑘  tel que 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1,  
1

𝑛
𝑓 (

𝑘+1

𝑛
) ≤ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≤

1

𝑛
𝑓 (

𝑘

𝑛
)

𝑘+1

𝑛
𝑘

𝑛

 .                        

𝑓  est décroissante sur ]0; +∞[ donc sur  [
𝑘

𝑛
;  

𝑘+1

𝑛
]  car [

𝑘

𝑛
;  

𝑘+1

𝑛
] ⊂ ]0;+∞[.  

Donc on a:  ∀𝑡 ∈ [
𝑘

𝑛
;  

𝑘+1

𝑛
] , 𝑓 (

𝑘+1

𝑛
) ≤ 𝑓(𝑡) ≤ 𝑓 (

𝑘

𝑛
).  

 
En intégrant (ou d’après l’inégalité de la moyenne), on a:   

 

  (
𝑘+1

𝑛
−

𝑘

𝑛
) 𝑓 (

𝑘+1

𝑛
) ≤ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≤ (

𝑘+1

𝑛
−

𝑘

𝑛
) 𝑓 (

𝑘

𝑛
)

𝑘+1

𝑛
𝑘

𝑛

.  

Ainsi,   
1

𝑛
𝑓 (

𝑘+1

𝑛
) ≤ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≤

1

𝑛
𝑓 (

𝑘

𝑛
)

𝑘+1

𝑛
𝑘

𝑛

. 

      b.  Déduisons que 𝑆𝑛 −
1

𝑛
𝑓 (

1

𝑛
) ≤ 𝐹 (

1

𝑛
) ≤ 𝑆𝑛 −

1

𝑛
. 

En utilisant  2.a. , on a :  ∑
1

𝑛
𝑓 (

𝑘+1

𝑛
)𝑛−1

𝑘=1 ≤ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≤ ∑
1

𝑛
𝑓 (

𝑘

𝑛
)𝑛−1

𝑘=1
1
1

𝑛

.  

∑
1

𝑛
𝑓 (

𝑘+1

𝑛
)𝑛−1

𝑘=1 ≤ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≤ ∑
1

𝑛
𝑓 (

𝑘

𝑛
)𝑛−1

𝑘=1
1
1

𝑛

⟺ 𝑆𝑛 −
1

𝑛
𝑓 (

1

𝑛
) ≤ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑆𝑛 −

1

𝑛
𝑓(1)

1
1

𝑛

   

                                                                                               ⟺  𝑆𝑛 −
1

𝑛
𝑓 (

1

𝑛
) ≤ 𝐹 (

1

𝑛
) ≤ 𝑆𝑛 −

1

𝑛
  car 𝑓(1) = 1. 

 Déduisons que  𝐹 (
1

𝑛
) +

1

𝑛
≤ 𝑆𝑛 ≤ 𝐹 (

1

𝑛
) +

1

𝑛
𝑓 (

1

𝑛
).                                                

On a :  𝑆𝑛 −
1

𝑛
𝑓 (

1

𝑛
) ≤ 𝐹 (

1

𝑛
) ≤ 𝑆𝑛 −

1

𝑛
 ⟺ −𝐹 (

1

𝑛
) −

1

𝑛
𝑓 (

1

𝑛
) ≤ −𝑆𝑛 ≤ −

1

𝑛
− 𝐹 (

1

𝑛
).  

Ainsi,  
1

𝑛
+ 𝐹 (

1

𝑛
) ≤ 𝑆𝑛 ≤ 𝐹 (

1

𝑛
) +

1

𝑛
𝑓 (

1

𝑛
).  

 

3. a.  Limite de  𝑆𝑛. 

  lim
𝑛→+∞

(
1

𝑛
+ 𝐹 (

1

𝑛
)) = 𝑒  et  lim

𝑛→+∞
(𝐹 (

1

𝑛
) +

1

𝑛
 𝑓 (

1

𝑛
)) = 𝑒.  

D’après le théorème des gendarmes, la limite de  𝑆𝑛 existe et  lim
𝑥→+∞

𝑆𝑛 = 𝑒 .  

      b.  Etablissons l’égalité  
1

𝑛
∑ 𝑒1−

𝑘

𝑛𝑛
𝑘=1 =

𝑒−1

𝑛(𝑒
(
1
𝑛)

−1)

.      

  

1

𝑛
∑ 𝑒1−

𝑘

𝑛𝑛
𝑘=1 =

𝑒

𝑛
∑ (𝑒−

1

𝑛)
𝑘

𝑛
𝑘=1 . 

   ∑ (𝑒−
1

𝑛)
𝑘

𝑛
𝑘=1   est la somme des 𝑛  premiers termes de la suite géométrique de raison  𝑒−

1

𝑛  

et de premier terme  𝑒−
1

𝑛. Donc on a :   

∑ (𝑒−
1

𝑛)
𝑘

𝑛
𝑘=1 = 𝑒−

1

𝑛 [
1−(𝑒

−
1
𝑛)

𝑛

1−𝑒
−

1
𝑛

]  = 𝑒−
1

𝑛 
 𝑒−1

𝑒(1−𝑒
−

1
𝑛)

  =
𝑒−1

𝑒(𝑒
1
𝑛−1)

 . 

                     D’où   
1

𝑛
∑ 𝑒1−

𝑘

𝑛𝑛
𝑘=1 =

𝑒−1

𝑛(𝑒
(
1
𝑛
)
−1)

. 

N B: On pourra remarquer aussi que 
1

𝑛
∑ 𝑒1−

𝑘

𝑛𝑛
𝑘=1   est la somme des 𝑛  premiers termes de la suite 

géométrique de raison  𝑒−
1

𝑛  et de premier terme  1. 
 
Autre méthode: La récurrence. 
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 Etablissons que :  
1

𝑛
∑ ln (

𝑘

𝑛
) =

1

𝑛
ln (

𝑛!

𝑛𝑛
)𝑛

1 . 

∑ ln (
𝑘

𝑛
) = ln (∏

𝑘

𝑛

𝑛
𝑘=1 )𝑛

𝑘=1         

       = ln (
∏ 𝑘𝑛

𝑘=1

𝑛𝑛 )   or  ∏ 𝑘 = 𝑛!𝑛
𝑘=1 .   Donc  

1

𝑛
∑ ln (

𝑘

𝑛
) =

1

𝑛
ln (

𝑛!

𝑛𝑛)
𝑛
1 .    

      c.   Limite de   
1

𝑛
ln (

𝑛!

𝑛𝑛). 

𝑓 (
𝑘

𝑛
) = 𝑒1−

𝑘

𝑛 − ln (
𝑘

𝑛
). 

        𝑆𝑛 =
𝑒−1

𝑛(𝑒
(
1
𝑛)

−1)

−
1

𝑛
𝑙𝑛 (

𝑛!

𝑛𝑛
). 

 

𝑆𝑛 =
𝑒−1

𝑛(𝑒
(
1
𝑛)

−1)

−
1

𝑛
ln (

𝑛!

𝑛𝑛
)  ⟺ 

1

𝑛
ln (

𝑛!

𝑛𝑛
) =

𝑒−1

𝑛(𝑒
(
1
𝑛)

−1)

− 𝑆𝑛. 

 

D’autre part,  lim
𝑛→+∞

𝑒−1

𝑛(𝑒
(
1
𝑛)

−1)

= lim
𝑛→+∞

𝑒−1

(𝑒
(
1
𝑛
)
−1)

1
𝑛

= 𝑒 − 1        et  lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = 𝑒.   

Donc   lim
𝑛→+∞

1

𝑛
𝑙𝑛 (

𝑛!

𝑛𝑛
) = −1.  

 

Déduisons   lim
𝑛→+∞

√𝑛!
𝑛

𝑛
. 

    lim
𝑛→+∞

1

𝑛
ln (

𝑛!

𝑛𝑛) = −1.  Or   
1

𝑛
ln (

𝑛!

𝑛𝑛) = ln (
√𝑛!
𝑛

𝑛
).    Donc  lim

𝑛→+∞

√𝑛!
𝑛

𝑛
=

1

𝑒
.   

 
Problème  

Partie A         𝑇 ∶  {
𝑥′ = 𝑥

𝑦′ = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑎
.  

 

1. Expression analytique de  𝑇 ∘ 𝑇.   

𝑇 ∘ 𝑇 ∶  {
𝑥′ = 𝑥

𝑦′ = 𝑎𝑥 + 𝑏(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑎) + 𝑎
. 

 

Donc    𝑇 ∘ 𝑇 ∶  {
𝑥′ = 𝑥

𝑦′ = (𝑎 + 𝑎𝑏)𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑎𝑏 + 𝑎
. 

 
2. a.  Nature et éléments caractéristiques. 

i)  (𝑎, 𝑏) = (0; −1). 

     𝑇 ∶ {
𝑥′ = 𝑥 
𝑦′ = −𝑦

    d’où 

 

𝑇 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑎 𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑒 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒 𝑑’𝑎𝑥𝑒 (𝑂, 𝑖 )  ( 𝑇 = 𝑆(𝑂,𝑖 )) . 

 

ii) 𝑏 = 0  et  𝑎 ≠ 0. 

      𝑇 ∶  {
𝑥′ = 𝑥 

𝑦′ = 𝑎𝑥 + 𝑎
       et       𝑇 ∘ 𝑇 ∶  {

𝑥′ = 𝑥 
𝑦′ = 𝑎𝑥 + 𝑎

.   

Comme 𝑇 ∘ 𝑇 = 𝑇 alors 𝑇  est la projection (affinité de rapport 𝑘 = 0) sur  (∆𝑎):  𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑎  et  de 
direction celle de  𝑗 . 
 

       b.   Montrons que si  𝑎 = 0  et  𝑏 ∈ ℝ-{−1; 0; 1}  alors  𝑇  est une affinité. 

𝑇 ∶ {
𝑥′ = 𝑥 
𝑦′ = 𝑏𝑦

.     
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𝑇  𝑒𝑠𝑡 𝑙’𝑎𝑓𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡é 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒 𝑑’𝑎𝑥𝑒  (𝑂, 𝑖 )  𝑒𝑡 𝑑𝑒 𝑟𝑎𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡  𝑏 . 

 

3. a.  Condition portant sur  𝑎  et  𝑏  pour que  𝑇  soit involutive. 
 

     𝑇  est involutive  ⇔ 𝑇 ∘ 𝑇 = 𝐼𝑑𝒫   

                                ⇔ {
𝑎 + 𝑎𝑏 = 0 

𝑏2 = 1
    

                                ⇔ {
𝑏 = −1  𝑜𝑢  𝑏 = 1 

𝑎𝑏 + 𝑎 = 0
. 

Si  𝑏 = 1  on a  𝑎 = 0.    
Si  𝑏 = −1, 𝑎 ∈ ℝ.  
 

𝑇  𝑒𝑠𝑡 𝑖𝑛𝑣𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑠𝑖 𝑒𝑡 𝑠𝑒𝑢𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑖  (𝑎, 𝑏) = (0;  1)  𝑜𝑢  𝑎 ∈ ℝ  𝑒𝑡  𝑏 = −1.   

 
 b.  L’ensemble (𝐽) des point de 𝒫 invariants par 𝑇.  
      𝑀(𝑥; 𝑦)  est invariant par  𝑇 ⇔ 𝑇(𝑀) = 𝑀   

                                                    ⇔ {
𝑥 = 𝑥

y = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑎.  

   

        Si  𝑏 = 1  et  𝑎 = 0  alors  (𝐽) = 𝒫.  
        Si  𝑏 = 1  et  𝑎 ≠ 0  alors  (𝐽): 𝑥 = −1.   

        Si  𝑏 ≠ 1,  (𝐽): 𝑦 =
𝑎

1−𝑏
𝑥 +

𝑎

1−𝑏
.      

 

  c.   Nature et éléments caractéristiques lorsque  𝑏 = −1.   

        𝑇 ∶  {
𝑥′ = 𝑥

𝑦′ = 𝑎𝑥 − 𝑦 + 𝑎
.             𝑇 ∘ 𝑇 ∶  {

𝑥′ = 𝑥 
𝑦′ = y

.      

                𝑇  𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑎 𝑠𝑦𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑒 (𝑎𝑥𝑖𝑎𝑙𝑒) 𝑑’𝑎𝑥𝑒  (𝐽) ∶ 𝑦 =
𝑎

2
𝑥 +

𝑎

2
  𝑒𝑡 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑐𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑑𝑒  (𝑂𝑦) . 

 

Remarque:  𝑇  est l’affinité de direction celle de   (𝑂𝑦),  d’axe   (𝐽) ∶ 𝑦 =
𝑎

2
𝑥 +

𝑎

2
  et de rapport  −1. 

 

4.       𝑇  est bijective et  (𝐽)  une droite,  𝑀0 ∈ 𝒫-(𝐽)   𝑀 ≠ 𝑀0. 
a.  Montrons que  (𝑀0𝑀), (𝐽)  et  (𝑀0

′𝑀′)  sont soit concourantes, soit parallèles.  

 Supposons que (𝑀0𝑀)  et  (𝐽)  se coupent en un point  Ω.  
   Ω ∈ (𝐽) ⟺ 𝑇(Ω) = Ω.  
   Ω ∈ (𝑀0𝑀) ⇒ 𝑇(Ω) = Ω ∈ 𝑇(𝑀0𝑀) = (𝑀0

′𝑀′).   
Donc  (𝑀0𝑀), (𝐽)  et  (𝑀0

′𝑀′)  sont concourantes.  
 

 Supposons que  (𝑀0𝑀)//(𝐽).  
𝑇  tansforme  (𝑀0𝑀)  et  (𝐽)  en deux droites parallèles. Or  𝑇(𝐽) = 𝐽.   Donc  (𝑀0

′𝑀′)//(𝐽).          
        On en déduit donc que  (𝑀0𝑀), (𝐽)  et  (𝑀0

′𝑀′)  sont parallèles.  
 

 (𝑀0𝑀)//(𝑂, 𝑗 ).  
Dans ce cas  (𝑀0𝑀) est globalement invariante par 𝑇.  (𝑀0

′𝑀′) = (𝑀0𝑀).  
Donc elles sont parallèles (𝑏 = 1) ou concourantes (𝑏 ≠ 1). 
         
       b.  Construction géométrique simple de  𝑀′ connaissant  (𝐽),𝑀0  et  𝑀0

′ . 

 (𝑀0𝑀)  et  (𝐽)   sont sécantes.  
- Comme  𝑥′ = 𝑥  alors  𝑀′  est sur la droite passant par  𝑀  et parallèle à  (𝑂𝑦).  
- On trace la droite  (𝑀0𝑀)  qui coupe   (𝐽)  en  Ω . Puis on trace  (Ω 𝑀0

′)  qui coupe la 

parallèle en  𝑀  à  (𝑂𝑦) en  𝑀′. 
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 (𝑀0𝑀)//(𝐽).  
On note  𝐻  le projeté orthogonal de  𝑀  sur  (𝑂𝑥) . On trace la parallèle à  (𝐽)  passant par  𝑀0

′  .  

Cette parallèle coupe  (𝑀𝐻)  en  𝑀′.    
 

5. a. Expression analytique de  𝑇. 
     𝑀0(3; −2) ,     𝑀0

′(3; 1)   
      𝑀0

′ = 𝑇(𝑀0) ⇒ 1 = 3𝑎 − 2𝑏 + 𝑎. 

                         ⇒ 4𝑎 − 2𝑏 = 1.    

       (𝐽) ∶ 𝑦 = 𝑥 + 1 ⇒
𝑎

1−𝑏
= 1   

                               ⇒ 𝑎 = 1 − 𝑏   

        Donc    {
𝑎 + 𝑏 = 1

4𝑎 − 2𝑏 = 1
   On a  𝑎 =

1

2
  , 𝑏 =

1

2
 . 

𝑇 ∶  {
𝑥′ = 𝑥

𝑦′ =
1

2
(𝑥 + 𝑦 + 1)

   

           

        b.  Vérifions que  𝑇  est bijective.  

           𝑇 ∶  {
𝑥′ = 𝑥

𝑦′ =
1

2
𝑥 +

1

2
𝑦 +

1

2

. Soit 𝜙 l’application linéaire associée à 𝑇. 

           dét(𝜙(𝑖 ), 𝜙(𝑗 )) = |
1 0
1

2

1

2

|  =
1

2
.     

         dét(𝜙(𝑖 ), 𝜙(𝑗 )) ≠ 0  donc  𝑇  est bijective.  
     

  Construction de  𝑀1
′ = 𝑇(𝑀1)  et  𝑀2    avec  𝑀1(−1; 2) et  𝑀1 = 𝑇(𝑀2). 

 

 

       c.   Vérifions que 𝐻𝑀′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
 𝐻𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗.    

             𝑇 ∶  {
𝑥′ = 𝑥

𝑦′ =
1

2
𝑥 +

1

2
𝑦 +

1

2

 ,              (𝐽) ∶ 𝑦 = 𝑥 + 1.   
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                𝑀 (𝑥
𝑦
)  ,    𝑀′ (𝑥′

𝑦′
) ,   𝐻 ∈ (𝐽)  ⇒ 𝐻( 𝑥

𝑥+1
).   

              𝐻𝑀′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (𝑥′ − 𝑥)𝑖 + (𝑦′ − 𝑥 − 1)𝑗   = (
1

2
𝑥 +

1

2
𝑦 +

1

2
− 𝑥 − 1) 𝑗    = (−

1

2
𝑥 +

1

2
𝑦 −

1

2
) 𝑗 .                    

             𝐻𝑀′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
1

2
(−𝑥 + 𝑦 − 1)𝑗       et    𝐻𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑦 − 𝑥 − 1)𝑗 .   Donc    𝐻𝑀′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

1

2
 𝐻𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗.    

   𝑇  est l’affinité de direction celle de  (𝑂𝑦), d’axe  (𝐽) ∶ 𝑦 = 𝑥 + 1  et de rapport  
1

2
.  

 
Partie B    

𝑏 ≠ 0 donc 𝑇 est bijective ;  𝑡 = 𝑡−𝑖  ;  𝑓 ∶ ℝ → ℝ. (𝐶) ∶ 𝑦 = 𝑓(𝑥).  
1. Montrons que si  𝑓  est telle que 𝑇(𝐶) = 𝑡(𝐶) alors ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥 + 1) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑓(𝑥) + 𝑎. 

𝑡 ∶  {
𝑥′ = 𝑥 − 1

𝑦′ = 𝑦
   donc   {

𝑥 = 𝑥′ + 1
𝑦 = 𝑦′ . 

On a :   

𝑡(𝐶) ∶ 𝑦 = 𝑓(𝑥 + 1) . 

  𝑇 ∶  {
𝑥′ = 𝑥

𝑦′ = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑎
.    

   Soit  𝑀(𝑥; 𝑓(𝑥)) ∈ (𝐶) . On a  𝑇(𝑀) ( 𝑥
𝑎𝑥+𝑏𝑓(𝑥)+𝑎

). 

Donc  

𝑇(𝐶) ∶ 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑓(𝑥) + 𝑎  

 

Par suite,  𝑇(𝐶) = 𝑡(𝐶) ⇔ 𝑓(𝑥 + 1) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑓(𝑥) + 𝑎. 

  Déduisons que  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑓′′(𝑛) = 𝑏𝑛𝑓′′(0).                                             
On a : 𝑓(𝑥 + 1) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑓(𝑥) + 𝑎    donc  𝑓′′(𝑥 + 1) = 𝑏𝑓′′(𝑥) .  

Ainsi           𝑓′′(1) = 𝑏𝑓′′(0)   
                   𝑓′′(2) = 𝑏𝑓′′(1)   
                      .      .   .    .   
                      .      .   .    .   
                      .      .   .    .   

                   𝑓′′(𝑛) = 𝑏𝑓′′(𝑛 − 1).    
En multipliant membre à membre les égalités obtenues et en simplifiant on a :  

                   ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑓′′(𝑛) = 𝑏𝑛𝑓′′(0). 
Autre méthode: Par récurrence.   

 

2. 𝛽 > 0 , déduisons  𝑔  telle que  ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑔′′(𝑥) = 𝑔′′(0)𝑒𝛽𝑥  puis  𝑔(𝑥 + 1).  

  𝑔′′(𝑥) = 𝑔′′(0)𝑒𝛽𝑥 ⟺ 𝑔′(𝑥) =
𝑔′′(0)

𝛽
𝑒𝛽𝑥 + 𝑐1   

                                ⟺ 𝑔(𝑥) =
𝑔′′(0)

𝛽²
𝑒𝛽𝑥 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2.      

                                                        ⟺ 𝑔(𝑥 + 1) =
𝑔′′(0)

𝛽2
𝑒𝛽𝑥 + 𝑐1(𝑥 + 1) + 𝑐2. 

   𝑔(𝑥 + 1) =
𝑔′′(0)

𝛽²
𝑒𝛽 . 𝑒𝛽𝑥 + 𝑐1𝑥 + 𝑐1 + 𝑐2     𝑎𝑣𝑒𝑐   (𝑐1, 𝑐2) ∈ ℝ²    

 
3.      

         (𝐼) ∶  ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥 + 1) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑓(𝑥) + 𝑎  et  𝑓′′(𝑥) = 𝑓′′(0)𝑒𝑥ln𝑏, 𝑏 > 0.   

 Montrons que les fonctions  𝑓  sont telles que :  

         a.  Si  𝑏 = 1 , ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) =
𝑎

2
𝑥2 +

𝑎

2
𝑥 + 𝑓(0). 

        𝑓′′(𝑥) = 𝑓′′(0) ⇒ 𝑓′(𝑥) = 𝑓′′(0)𝑥 + 𝑐1    

                                ⇒ 𝑓(𝑥) =
1

2
𝑓′′(0)𝑥2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 , (𝑐1, 𝑐2) ∈ ℝ2.   

Or     𝑓(𝑥 + 1) = 𝑎𝑥 + 𝑓(𝑥) + 𝑎.    

Donc  
1

2
𝑓′′(0)(𝑥 + 1)2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐1 + 𝑐2 = 𝑎𝑥 +

1

2
𝑓′′(0)𝑥2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 + 𝑎.   
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Par identification, on a: 

            

      {
𝑓′′(0) + 𝑐1 = 𝑎 + 𝑐1

1

2
𝑓′′(0) + 𝑐1 + 𝑐2 = 𝑐2 + 𝑎

    donc   {
𝑓′′(0) = 𝑎

𝑐1 =
𝑎

2

.   

 

Comme  𝑓(0) = 𝑐2, alors  𝑓(𝑥) =
𝑎

2
𝑥2 +

𝑎

2
𝑥 + 𝑓(0). 

 

      b.   Si   𝑏 ≠ 1. 

On a d’après la Partie  B. 2.,    𝑓(𝑥) =
𝑓′′(0)

(𝑙𝑛𝑏)2
𝑏𝑥 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 et 𝑓(𝑥 + 1) =

𝑓′′(0)

(𝑙𝑛𝑏)2
𝑏𝑥+1 + 𝑐1𝑥 + 𝑐1 + 𝑐2.  

Or 𝑓(𝑥 + 1) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑓(𝑥) + 𝑎.  Donc   𝑓(𝑥 + 1) = 𝑎𝑥 +
𝑓′′(0)

(𝑙𝑛𝑏)2
𝑏𝑥+1 + 𝑏𝑐1𝑥+𝑏𝑐2 + 𝑎.   

   
Par identification, on a:  

              {
𝑐1 = 𝑎 + 𝑏𝑐1

𝑐1 + 𝑐2 = 𝑏𝑐2 + 𝑎
.  Donc     {

𝑐1 =
𝑎

1−𝑏

𝑐2 =
−𝑎𝑏

(1−𝑏)2

  et  donc  𝑓(𝑥) =
𝑓′′(0)

(𝑙𝑛𝑏)2
𝑏𝑥 +

𝑎

1−𝑏
−

𝑎𝑏

(1−𝑏)2
.    

Par ailleurs, on a   𝑓(0) =
𝑓′′(0)

(𝑙𝑛𝑏)2
−

𝑎𝑏

(1−𝑏)2
.   Donc  

𝑓′′(0)

(𝑙𝑛𝑏)2
= 𝑓(0) +

𝑎𝑏

(1−𝑏)2
.  

D’où     𝑓(𝑥) =
𝑎

1−𝑏
𝑥 −

𝑎𝑏

(1−𝑏)2
(1 − 𝑏𝑥) + 𝑓(0)𝑏𝑥.  

 

4.        𝑓1(𝑥) = 𝑥 − 1 + 2𝑒𝑥ln(
1

2
)
. 

   

      a.   Montrons que   𝑓1   satisfait à la condition  (𝐼). 

On a :  𝑓1(𝑥 + 1) = 𝑥 + 𝑒𝑥ln(
1

2
)
.   

  𝑎𝑥 + 𝑏𝑓1(𝑥) + 𝑎 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 − 𝑏 + 2𝑏𝑒𝑥ln(
1

2
) + 𝑎.   

Par identification, on a :  {
𝑎 + 𝑏 = 1
2𝑏 = 1

𝑎 − 𝑏 = 0
.  D’où  {

𝑎 =
1

2

𝑏 =
1

2

 . 

𝑓1
′(𝑥) = 1 + 2𝑙𝑛 (

1

2
) 𝑒𝑥ln(

1

2
)   ⟹    𝑓1

′′(𝑥) = 2 [ln (
1

2
)]

2

𝑒𝑥ln(
1

2
)
.    Or  𝑓1

′′(0) = 2 [ln (
1

2
)]

2

.   

Donc   𝑓1
′′(𝑥) = 𝑓1

′′(0)𝑒𝑥ln(
1

2
)
.   D’où   𝑓1   vérifie la condition  (𝐼)  avec   𝑎 =

1

2
  ;   𝑏 =

1

2
. 

 

      b.   Etudions les variations de  𝑓1. 

         𝑓1
′(𝑥) = 1 + 2ln (

1

2
) 𝑒𝑥ln(

1

2
)
      

     𝑓1
′(𝑥) ≥ 0 ⇔ 𝑒𝑥ln(

1

2
) ≤

1

2ln2
    

                     ⇔ 𝑥ln (
1

2
) ≤ −ln(ln4)   

                     ⇔ 𝑥 ≥
ln(ln4)

ln2
. 

Donc : ∀𝑥 ∈ ]−∞; 
ln(ln4)

ln2
] , 𝑓1

′(𝑥) ≤ 0   d’où   𝑓1  est strictement décroissante sur  ]−∞; 
ln(ln4)

ln2
].   

   

∀𝑥 ∈ [ 
ln(ln4)

ln2
 ;  +∞[ , 𝑓1

′(𝑥) ≥ 0   donc   𝑓1  est strictement croissante sur  [
ln(ln4)

ln2
 ;  +∞[.   

 

lim
𝑥→−∞

𝑓1(𝑥) = +∞           lim
𝑥→+∞

𝑓1(𝑥) = +∞  
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Tableau de variation 

 
 

𝑓1 (
ln(ln4)

ln2
) =

ln(ln4)

ln2
− 1 +

2

ln4
≈ 0,9;              

ln(ln4)

ln2
≈ 0,5. 

                              

lim
𝑥→+∞

(2𝑒𝑥ln(
1

2
). ) = 0.  Donc la droite d’équation  𝑦 = 𝑥 − 1  est asymptote à la courbe de  𝑓1.        

lim
𝑥→−∞

(
𝑓1(𝑥)

𝑥
) = −∞ donc la courbe 𝒯1   admet une branche parabolique de direction celle de  (𝑂, 𝑗 ) 

en −∞.  

 
Partie C 

∀𝑛 ∈ ℕ , 𝑈𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 𝑈𝑛 + 𝑎.    
1. 𝑏 ≠ 0.   

     a.  Montrons que si  𝑏 = 1 , ∀𝑛 ∈ ℕ∗ , 𝑈𝑛 = 𝑈0 +
𝑛(𝑛+1)

2
𝑎. 

              On a    𝑈𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 𝑈𝑛 + 𝑎. 

En faisant varier 𝑛, on a:  𝑈1 = 𝑈0 + 𝑎   

                                         𝑈2 = 𝑎 + 𝑈1 + 𝑎   
                                            𝑈3 = 2𝑎 + 𝑈2 + 𝑎     
                                             ⋮    ⋮    ⋮         ⋮    ⋮   ⋮        
                              𝑈𝑛 = 𝑎(𝑛 + 1) + 𝑈𝑛−1 + 𝑎.    
                                

La somme membre à membre donne après simplification, 𝑈𝑛 = 𝑈0 + 𝑎 + 2𝑎 + 3𝑎 + ⋯+ 𝑛𝑎   
                                                                                                  = 𝑈0 + 𝑎(1 + 2 + 3 + ⋯+ 𝑛).    

 Donc   𝑈𝑛 = 𝑈0 +
𝑛(𝑛+1)

2
𝑎.    

 
Autre méthode: Par récurrence.  
         

    b.   Montrons que  𝑏 ≠ 1 , ∀𝑛 ∈ ℕ∗ , 𝑈𝑛 = 𝑏𝑛𝑈0 + 𝑎 ∑ (𝑛 − 𝑘)𝑛−1
𝑘=0 𝑏𝑘. 

- Pour  𝑛 = 1 ,  on a : 𝑈1 = 𝑈0 + 𝑎.      
       𝑈1 = 𝑏0𝑈0 + 𝑎(1 − 0)𝑏0.   
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Donc la propriété est vraie pour  𝑛 = 1.   

- Supposons que pour un entier naturel  𝑝 ≥ 1 , 𝑈𝑝 = 𝑏𝑝𝑈0 + 𝑎 ∑ (𝑝 − 𝑘)𝑝−1
𝑘=0 𝑏𝑘. 

On a:  
  𝑈𝑝+1 = 𝑎𝑝 + 𝑈𝑝 + 𝑎        

          = 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝+1𝑈0 + 𝑎 ∑ (𝑝 − 𝑘)𝑝−1
𝑘=0 𝑏𝑘+1 + 𝑎    

          = 𝑏𝑝+1𝑈0 + 𝑎∑ (𝑝 + 1 − 𝑘)𝑝
𝑘=1 𝑏𝑘 + (𝑝 + 1)𝑎.   

 𝑈𝑝+1 = 𝑏𝑝+1𝑈0 + 𝑎 ∑ (𝑝 + 1 − 𝑘)𝑝
𝑘=0 𝑏𝑘.  D’où  ∀𝑛 ∈ ℕ∗ , 𝑈𝑛 = 𝑏𝑛𝑈0 + 𝑎 ∑ (𝑛 − 𝑘)𝑛−1

𝑘=0 𝑏𝑘.   

 
Autre méthode: On peut utiliser la définition et écrire successivement 
𝑈𝑛 , 𝑈𝑛−1 , 𝑈𝑛−2 , ⋯ , 𝑈3 , 𝑈2 , 𝑈1.  
 
En multipliant  𝑈𝑛−1 par  𝑏, 𝑈𝑛−2  par 𝑏2, ⋯ , 𝑈𝑛−𝑝 par 𝑏𝑝, ⋯ et en additionnant membre à membre 

les différentes égalités on trouve le résultat. 
 

2. Existence des valeurs de  𝑎 et 𝑏  pour que la suite  (𝑈𝑛)  soit:  
      a. Constante.  

 (𝑈𝑛)  est constante si et seulement si  𝑎 = 0  et  𝑏 = 1  (𝑈𝑛+1 = 𝑈𝑛 = 𝑈0)  ou  𝑎 = 0  et  
 𝑏 = 0  si  𝑈0 ≠ 0  alors  ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑈𝑛 = 0.  (𝑈𝑛)  est  constante à partir du rang 1.  

       
      b.  Une suite arithmétique non constante. 

 (𝑈𝑛)  est arithmétique non constante si et seulement si  𝑏 = 0  et  𝑎 ≠ 0.  
Dans ce cas, la suite est arithmétique à partir du rang 1 si  𝑈0 ≠ 0 , mais si  𝑈0 = 1, elle est 

arithmétique à partir du 1er rang (et ∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑈𝑛 = 𝑎𝑛,  la raison de la suite est  𝑎).  
 

     c.   Une suite géométrique non constante. 
(𝑈𝑛)  est géométrique non constante si et seulement si  𝑎 = 0  et  𝑏 ∈ ℝ-{0; 1}.  
La raison de la suite est  𝑏. 
 

3. Choix de  𝑎, 𝑏 𝑒𝑡 𝑈0  pour que la suite  (𝑈𝑛)  converge.  

 Si  𝑎 = 0  et   𝑏 = 1 ,  la suite   (𝑈𝑛) est constante et elle converge vers  𝑈0.  

 Si  𝑎 = 𝑏 = 0  et  𝑈0 = 0  alors   (𝑈𝑛)   est constante et converge vers  0. 

 Si  𝑎 = 𝑏 = 0  𝑒𝑡  𝑈0 ≠ 0, la suite est constante à partir de 𝑈1  (𝑈1 = 0), elle converge vers  0.  

 Si  𝑎 = 0, 𝑏 ≠ 0  et  |𝑏| < 1 , (𝑈𝑛)  converge vers  0. 
 

 

 

   

 


