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Exercice 1 (3 points) SESSION NORMALE

Le ‘plan est rapporté & un repére orthonormé direct (O : &, ¥). A tcut point M d'affixe
z=1x+iy ((x,y) € IR?), on associe le point P d'affixe z — 1 et le point @ d'affixe z2.

1- Déterminer les nombres complexes z pour lesquels P et Q sont confondus. (0.5 gt)
~2- Déterminer I'ensemble (E) des points M du plan tels que les trois points distincts M, P
etQ soient alignés. : (0.5 pt;
3- Prouver que Fensemble (F) des points M du plan tels que les westeurs PM et PO
solent orthogonaux est d'équation x2 —y2 —x+1 = 0. (0.3 o4y
~ 4- Aprés avoir donné les éléments caractéristiques de (F), recréserter (F) dans le repére
(O; @, 7). (Unité graphique : 2 cm). (1,5 pts)

Exercice 2 (4 points)
Soit f la fonction numérique définie sur J0; +oo[ par f(x) = e~* — Inx.

1-a/ Etudier le sens de variation de f. {C.5 pt)
b/ Calculer la limite de xf (x) quand x tend vers 0. ' (0,25 ot
¢/ Pour x € 10; 1], calculer F(x) = f f(t)dt et montrer que : {075 gt}

lim F(x) =e,

2- Soit n un entier supérieur ou égal & 2, on pose :

_._Zf p)

p=1

a/ Montrer que pour toutentierk telque 1<k <n -1,

HED s roes® o ese
b/ En déduire que : -
Sa=2f(3)<F(2) s5,-2 puis F(1)+1SSnSF(-1-)+1f(1) (@5 2t

. 3-af Déduure des questions précédentes que S, admet une limite lorsque n  tend vers
+'c0 et calculer cette limite.

(0,25 pt)
b/ Etablir les égamés -Z,mle(l") =—r—etiyn, () = 2 (% ) (0,5 t)
n(e(n) -1) n't
'--cl Utiliser ces résultats pour démontrer que :
nl_i.Tm%l" (—-) ~1 et en déduire la limite de & — quand n tend vers + o, (0,75 pt
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Probléme (13 points)

A-Le plan est rapporté 4 un repére orthonormé direct (O ; 7, 7). a et # sont deux nombres
réels donnés, T est I'application affine de P dans P quiatout point M(x,y) associe le

' x =x

point M'(x',y") avec —ax+by+a

1- Déterminer l'expression analytique de ToT. (0,25 pt)
2-a/ Donner la nature et les éléments caracténst:ques de T dans les cas particuliers
suivants : (0,5 Pt)

i/ (a;b)=(0;-1).
~ilb=0eta #0. -

b/ Montrer que sia =0 etbh € IR\ {~1;0; 1} alors T est une affinité dont on précisera

les &léments caractéristiques, (0,5 pt)
. 3-al A quelle condition doivent satisfaire les réels q et b pour que T soit involutive?
0.5pY

b/ Déterminer I'ensemble (J) des points de P invariant par T. Déterminer [a nature de (J)
suivant les valeurs de a et b. . (0,75 pt)

¢/ Quelle est la nature et les éléments caractéristiques de fa transformation T lorsque

b==17? - (0.5 pt)
4- On suppose que les réels a et b sont tels que T est bijective et que l'ensemble (J) des
points invariants est une droite. Soit M, un point de P n'appartenantpas a (J) et Mun
point de 2 distinct de M,,

a/ Montrer que les droites (J), (MM) et (MjM") sont concourantes ou paralleles (on
dgistinguera les cas ol {M,M) et (J) se coupent; (M,M) et (J) sont paralléles, (MoM) est
paralléle & I'axe (0y)). (1.pt)

b/ Pout tout point M du plan, en déduire une construction géométnque simple de

“i" connaissant (J), My et My.
ICn sunposera d'abord que la droite (MyM) n'est pas paraliéle & (Oy)) S (0,5 pt)

-2/ D« terminer Pexpression analytique de T sachant que My(3; ~2) , M{(3; 1) et (J) est
la dreiie d'équationy = x+ 1. (0,5 pt)

b/ Vérifier que dans ce cas T est bijective et construire géométriquement 'image M;
du point M,(~1;2) puis l'antécédent de M, par T. (0,75 pY)

¢/ M étant un point quelconque de P, H son projeté sur (J) parallélement & (0y) .

Vérifier que _W = .;. HM puis donner la nature et les éléments caractéristiques de T.
(0,5 pt)

B- On suppbse les réels a et b donnés ; b étant différent de 0, et ¢ 1a trans!ation de
vecteur ~ 7. f est une application de R dans R, (C) est la courbe d'équation y = f(x)
dans le repére (O ; 7, ).

1- Montrer que si f esttelleque T(C) =t(ClalorsVx € R, f(x+ 1) = ax + bf(x) +a.
En déduire que si f est deux fois dérivable sur R, sa'dérivée seconde f" satisfait 4 la

condition : Vn € N, f"(n) = b"f"(0). (0,75 pt)
1 2- B désignant un réel positif non nul. Déterminer les fonctions g de Rdans R deux fois
dérivables telles que : Yx € R, g"(x) = " (O)eﬂ" puis g(x + 1). - (0,5pY

3- Dans cette question, on suppose b >_0 et on $e propose de déterminer les applications
f de Rdans R deux fois dérivable et satisfaisant & la condition :

‘ad.
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():vxE€E R, f(x+ N =ax+bf(x)+a et f'(x) = f"(o)exinb
En utilisant les résultats de la question B-2-, montrer que les fonctions f solutions sont

telles que : .
alsib=1,VrERf(x) = Tx2 +3x +f@. (0.5 pY)
- ! ' .
blsib#1, VXER,f(x) = CTSAR +o=x - a-i:';—)z- puis
ab
[ = 15 %~ o (1= b)) + f(0)b . (0,75 pt)

4- Soit fa fonction £, définie sur R par: f,(x) = x — 1 + 26*"%,
al Montrer que f; satisfait & la condition (1) et préciser les valeurs de a et b. (0.5 pt)
b/ Etudier les variations de /1 puis tracer dans le repére (O; 7,J ; la coube 7: de f..

{1,5 ots}

-

byt

premler terme Uy et YneN, U,,+1 = an + bU, +a.
1- Dans cette question on suppose b # 0. Montrer que :

alsib=1,Vn €IN*, Uy = Up + 2&200, S
b/sib+#1,¥n €IN", ) 2 2o
ntl
= b"Uo-!-aZ(n—k)b".
k=0

2- Exnste-t-tl des valeurs de a et b (que I'on précisera s'il en existe) pour
que la suite (U,)) soit :
a/ constante ? _ 0,
b/ une suite arithmétique non constante ? (¢
¢/ une suite géométrique non constante ? <,
3- Comment faut-il choisir a; b et U, pour que la suite (U,,) soit convergente -
Calculer alors sa limite. i Eer

biw o =

(3]

'\) '\, ™
(1]
"~ 9

h
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PROPOSITION DE CORRIGE TYPE

Exercice 1
1. Déterminons les nombres complexes z pour lesquels P et Q sont confondus.
P et Q sont confondus si et seulementsi P = Q.
P=Qez*—z+1=0
_ yon_1-iV3 _ 1+iV3
A= -3 dou z = S OU z=—

1-iV3 1+ iV3

ou z =
2

P et Q sont confondus si et seulement si z =

2. Déterminons I'ensemble (E) des points M du plan tels que les points distincts M, P et Q
soient alignés.

M, P et Q étant distincts deux a deux, ils sont alignés si et seulement si % € R".
M—4p

M e R o 7 - 7% € R

ZMm—Zp _ _
o7-7°=7-7°
eZ7-7-(2*°-7)=0
c(Z-2)(1-2Z-Z2=0)
©Z-7=00u1-2Z-2Z2=0
©y=00ul-2x=0
<=>y=00ux=%.

Donc (E) est la réunion des droites (0; u) et (A):x = % privée des points; 1(1);

0; A(%—i?) etB(§+i§).

3. Prouvons que I'ensemble (F) des points M tels que PM et PQ soient orthogonaux a pour
équation : x2 —y2 —x +1=0.
PM 1L PQ & PM -PQ = 0.
PM(}) et PQ (775

2xy-y
PM -PQ=0ox*—y2—x+1=0.
On a alors

(F:x?=—y2—x+4+1=0

Autre méthode: Zo~Zp € iR*.

M—Zp

4. Eléments caractéristiques de (F).

xz—yz—x+1=0<:>(x—%)z—%—y2+1=0
o e
1

2
= —(x_f) + y?z =1.

4 4
Désignons par 0’ le point de coordonnées GO)

(F) est alors I'hyperbole équilatére d’axe focal la droite (0';¥), de centre 0', de sommets

1 V3 /(1 V3 ) 1 1, s
Q(E ; 7) et Q (E ; —?) , d’asymptotes (A):y =x — > et (A):y=—x+ > d’excentricité

e = /2, de foyers F(%;\/g) et F’G;—ﬁ).

2 2

BACALAUREAT 2021




OFFICE DU BACALAUREAT

........ 3_ .
________ - 2_
:
o ime T4 3 =2 T C
Exercice 2

Vx € ]0; +of, f(x) =el™* —Inx
1. a. Sens de variation de f.
f est dérivable sur ]0; +oo.

1
vx €0+l f'(x) = —e'F ——

Vx € ]0; +oof, f'(x) < 0,donc f est strictement décroissante sur [0; +oo.

b. Limite en 0 de xf(x).
limxf(x) = lim(xe* — xInx)
50 >0

Or limxel™ =0 et limxlnx = 0 donc |limxf(x) = 0|
-0 -0 -0

c. x €]0; 1[, calculons F(x) = fxlf(t)dt.
F(x) = [ (e** —Int)dt = [~e* "]} — [ Intdt.

uw(t) =1 on a {u(t) =t

v(t) = Int v'(t) = %

F(x) = [—e' ]} — [tInt]} — fxl dt =—-1+e'™ + xlnx + 1 — x.

Posons {

Donc

|F(x) =el™ 4+ xlnx — x

e Montrons que lirré F(x) =e.
X—
lim F(x) = lim(e'™ + xlnx — x).
$-0 $-0

limxel™ = e et lim(xlnx —x) =0 donc lim F(x) = e.
-0 -0 -0

VR
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- 123 ()
=1vn . (2).

k+1
a. Montrons que pour tout entier k telque1 <k <n-1, %f (%) < fE" ftdt < %f (S) .

f est décroissante sur |0; +oo[ donc sur [E- E] car [S % c ]0; 4oo.

k k+1

Donc on a: Vte[— —] f(k+1)<f(t)<f()

n

En intégrant (ou d’aprés l'inégalité de la moyenne), on a:

b UCYE fk fode= (5251 ()

n n n n n

Ainsi, ("“) fk f(t)dt <2 f( )
b. Déduisons que S,, — —f (—) <F (—) <S, _%
En utilisant 2.a.,ona: Y71 e (k+1) f1 f(Odt < Yr1 1f (k)

n

S () sk Fode < D1} (e Sa=af () < L F®de < 5.~ 2F (D)

1

& Sa—2f(3)<F(3) <S8, -+ car f(1) = 1.
e Deéduisons que F(%) %
ona: 5,-27() < () <8 -2 o F () -1r() =52 -2 ()
Ainsi, —+F()<SnSF(%)+%f(%).

3. a. Limite de S,,.

. 1 1 1
n‘ii“oo< +F(; )) =e et n‘irfw(F(z)Jf;f(z)) =
D’aprés le théoréeme des gendarmes, la limite de S, existe et | lim S,, = e|.

X—+o00

e—1

<e(%) 1>
k

1 1_5 e 1
ke =150 ()
_1\k . e . 1
h=1 (e n) est la somme des n premiers termes de la suite géométrique de raison e n

k
b. Etablissons I'égalité %222161—5 _

1
et de premier terme e ». Doncona:

1 n
1\ k 1 1‘(‘3_5) 1 _1 1
;(lzl (3_5) =en|l——F| =en e ~ = el .
1-e n e(l—:fﬁ) e<e5—1>

1-% e—

P | 1
Dou =)yr_.e n=—F/1—~
n )

_k
N B: On pourra remarquer aussi que = Zk ,e'™m estlasomme desn premiers termes de la suite

_1

géomeétrique de raison e » et de premier terme 1.

Autre méthode: La récurrence.

BACALAUREAT 2021




OFFICE DU BACALAUREAT
. 1 k 1 !
e Etablissons que: ~37In (;) =-In (1)

ZesIn () = 0 (IMea )
=In (%) or [[x=1k =n!. Donc %Z’fln (S) =~In (—)
c. Limite de %ln (1')

nn

D’autre part, lim —l  _im 4Lt _—e—1 et lim S, =e.
P e ) T e () noien "
T
Donc lim ~in (%'l) =—1.
n-+ocon n
Déduisons lim ﬂ.
n-+co N
.1 (nl _ 1, (n\ _, (Val . Nml 1
Jim Sin(55) = -1 Or Jin(35) = n(5F). Done | lim =
Probleme
. x'=x
Partie A T: {y’ —ax+by+a
1. Expression analytique de T oT.
x'=x

Tol: {y’=ax+b(ax+by+a)+a'

x'=x

Donc |TeT: {y’z(a+ab)x+b2y+ab+a'

2. a. Nature et éléments caractéristiques.
i) (a,b) = (0; —1).

T:{x,:x d’ou
y ==y

T est la symétrie orthogonale d’axe (0, 1) (T = S(O’f)) .

i) b=0eta=#0.

x'=x x'=x
T-{y[:ax_l_a et TOT-{y,:ax_l_a.

CommeToT =T alors T est la projection (affinité de rapport k = 0) sur (A,): y =ax+a et de
direction celle de J.

b. Montrons que si a =0 et b € R-{—1;0;1} alors T est une affinité.
x'=x
T : {

y' = by’
BACALAUREAT 2021
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|T est Uaf finité orthogonale d’axe (0,7) et de rapport b|.

3. a. Condition portant sur a et b pour que T soitinvolutive.

T estinvolutive & ToT =Idp
a+ab=0
@{ b2 =1
b=—-1oub=1
(:){ ab+a=0
Sib=1ona a=0.
Si b=-1, a €eR.

|T est involutive si et seulement si (a,b) =(0; 1) ou a €R et b = —1.

b. L’ensemble (J) des point de P invariants par T.

M(x;y) estinvariantpar T © T(M) =M
X=X

@{y=ax+by+a'

Sib=1eta=0 alors (J) =2.
Sib=1eta=+#0 alors (J):x =—1.
Si b1, (/):y:ﬁﬁﬁ.

c. Nature et éléments caractéristiques lorsque b = —1.

T:{’_x =x . ToT:{x,=_x.
y =ax—y+a y =y

T est la symétrie (axiale) d'axe (J):y = %x +§ et de direction celle de (0y)|.

Remarque: T est I'affinité de direction celle de (0y), daxe (J):y = %x +% et de rapport —1.

4, T est bijective et (J) une droite, M, € P-(J) M + M,.
a. Montrons que (MyM), (J) et (M{M") sont soit concourantes, soit paralléles.
e Supposons que (MyM) et (J) se coupent en un point .
Qe ()TN =0
Qe MyM) =T(Q) =QeTMM) = (M,M").
Donc (MyM),(J) et (M{M") sont concourantes.

e Supposons que (MyM)//(]).
T tansforme (MyM) et (J) en deux droites paralléles. Or T(J) =J. Donc (MiM")//(]).
On en déduit donc que (MyM), (J) et (M{M") sont paralleles.

* (MOM)//(OJD'
Dans ce cas (M,M) est globalement invariante par T. (M{M") = (MyM).
Donc elles sont paralleles (b = 1) ou concourantes (b # 1).

b. Construction géométrique simple de M’ connaissant (J), M, et M.
e (MyM) et (J) sontsécantes.
- Comme x' =x alors M’ est sur la droite passant par M et parallele & (0y).
- Ontrace la droite (MyM) quicoupe (J) en Q. Puisontrace (Q M;) quicoupe la
paralléleen M a (Oy)en M'.
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o (MM)//()).

On note H le projeté orthogonalde M sur (Ox) . On trace la parallele & (J) passant par M| .

Cette parallele coupe (MH) en M'.

5. a. Expression analytique de T.

My(3; =2), My(3;1)
My=TMy,) =1=3a—-2b+a
=4a—-2b =1.
D:y=x+1 :ﬁ:l
>a=1-b
atb=1 _1
Donc {4a—2b=1 Ona a=:

)

_ 1
=7

T :

b
x'=x
, 1
y'=s&+y+1)

b. Vérifions que T est bijective.

x'=x
T : {y’ _ %x n %y n % Soit ¢ I'application linéaire associée a T.

1 1
2

dét(¢(, () =
2
dét(p (D), d())) # 0 donc T estb

Construction de M; =T(M;) et M,

ijective.

avec M,(—1;2) et M; =T(M,).

c. Vérifions que HM' = % HM.
T x'=x
: ;1 1 1,
y = EX + Ey + E
BAC

DN:y=x+1.
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M%), m (%), He () = H(T,).
HM = (x' —x)i+ (' —x—1)] = Gx+%y+%—x— 1)f = (—%x+%y—%)f.
Wz%(—x+y—1)f et HM = (y—x—1)j. Donc Wz%W
T est I'affinité de direction celle de (0y), d’axe (J):y =x+ 1 etde rapport %

Partie B
b # 0doncT estbijective ; t=t_;; f:R->R.(C):y=f(x).
1. Montrons que si f esttelle que T(C) =t(C) alorsvVx € R, f(x +1) = ax + bf(x) + a.
{x’=x—1 {xzx’+1
t: , donc ;.
y =Y y=Yy
Ona:

[t(O):y=f(x+ D)

T'{ x'=x
"y =ax+by+a

Soit M(x; f(x)) € (€) . Ona T(M) 41y iy ra):
Donc

|T(C) ty=ax + bf(x) +a|

Par suite, T(C) =t(C) © f(x + 1) = ax + bf (x) + a.
e Déduisonsque vneN, f"(n) =b"f"(0).
Ona:f(x+1)=ax+bf(x)+a donc f"(x+1)=bf"(x).
Ainsi (1) = bf"(0)
f'(2)=bf"(1)

f'm) =bf"(n—-1).

En multipliant membre a membre les égalités obtenues et en simplifiant on a :
vneN, f"(n) =b"f"(0).

Autre méthode: Par récurrence.

2. B> 0,déduisons g telle que Vx € R, g"(x) = g"(0)ef* puis g(x + 1).
9" = g"(0ef* = g'(x) = L2 ebr + ¢,
= gx) = %(Zo)eﬁx + c1x + cy.
Sgx+1) = gﬁ—go)eﬁx +c(x+1)+c,.

glx+1)= %(zo)eﬁ.eﬁx +cx+c+c, avec (cp,cy) € R?

(D: VxeR f(x+1)=ax +bf(x) +a et f'(x) = f'(0)e*™? b > 0.
Montrons que les fonctions f sont telles que :
a. Si b=1,Vx€R,f(x) =Zx*+2x+f(0).
f'&x) =f"0) = f'(x)=f"(0)x +c;
= f(x) = %]"’(O)x2 +cx +¢,, (cq,c5) € R
Or f(x+1)=ax+ f(x)+a.
Donc %f”(O)(x + D%+ cx+c+c, =ax+ %f”(O)x2 +c1x + ¢y + a.
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Par identification, on a:

{ "0 +ci=a+c¢ {f”(o):a
1 .y donc )
'@+ te=cta € =

N R

Comme f(0) = c,, alors f(x) = %xz +§x + £(0).

b. Si b=#1.

On a d’aprés la Partie B.2., f(x)=2Dp* 4 cx+cetflx+1)=

(Inb)?
Orf(x+1)=ax+bf(x)+a Donc f(x+1)=ax+ (fl”l(,(;)z

fr©
(inb)?

b**1 + bcyx+bc, + a.

b**1 + c1x + ¢ + ¢s.

Par identification, on a:
a

cit=a + bCl G = E fr(0) x ab
{c1+c2 —be,+a Donc . _ _zab et donc f(x) = n b)zb = G
27 (1-b)y?
. _ fr@  ab fr1i(0) a
Par ailleurs,ona f(0) = b oy PONC e = f( )+—(1_b)2.

Dou f(x)= —x —

%~ o (1= 6 + f(0)b™.

4, fix)=x—-1+ 2¢41(3),

a. Montrons que f; satisfait a la condition (I).
1
Ona: fix+1) =x+ eIn(3),

1

ax +bfi(x)+a=ax+bx—b+ 2beG) 4 q.
a+b=1 a=-
Par identification,ona: § 2b =1 . D'ou 2,
a—b=0 b=~

filx) =1+2In G) exln(%) = fi'(x)=2 [ln (5)]2 exl“(%)_ or f/"(0) =2 [ln G ]2_

1
Donc f/'(x) = 1”(0)exl“(i). D'ou f;, vérifie la condition (I) avec azé s bh==

b. Etudions les variations de f;.
’ _ 1 xln(l)
filx) = 1+21n(—)e 2

xIn 1
fix)z0ee ()<m

< xln (E) < —In(In4)

PN 2ln(ln4)
In(In4) n2 In(In4)
Donc - Vxe]— “l(nn ] fi(x) <0 dou f, eststrictement décroissante sur ]—00; — ]
Vx € [ln(m) +o0 [ fi(x)=0 donc f; eststrictement croissante sur [ln(m) ; +oo[.
lim fi(x) =+ lim fi(x) =+
X——00 X—+0oo
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Tableau de variation

x| in(ind) +o0
N In2
fi{x) - [} +
+oo e
A(x)
In(ind)
jr‘( in2 )
In(In4)\ _ In(In4) _ 2 . In(In4) -
fl ( In2 ) T In2 1+ Ina 0,9; In2 0,5.

1
lim (Ze"ln(i).) = 0. Donc la droite d’équation y = x — 1 est asymptote a la courbe de f;.
X—+ 00
lim (@) = —oo donc la courbe 7; admet une branche parabolique de direction celle de (0,))
X——00

en —oo,

= )
H H H

Partec
vneN, Uy, =an+ U, +a.
1. b#0.

a. Montronsquesi b=1, vneN*, U, =U, +

Ona Upyy=an+U, +a.
En faisant variern,ona: U; = Uy +a
Up=a+U; +a
U3=2a+U,+a

n(n+1)

U,=an+1)+U,_, +a.
La somme membre & membre donne aprés simplification, U,, = Uy + a + 2a + 3a + -+ + na
=Uy+a(l1+2+3+-+n).

nn+1)
2

Donc U, = U, +

Autre méthode: Par récurrence.

b. Montronsque b # 1, Vn € N*, U, = b"U, + aXi-s(n — k) b*.

- Pour n=1,ona:U, =U,+a.
U1=bOU0+a(1—O)b0
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Donc la propriété est vraie pour n = 1.

- Supposons que pour un entier naturel p =1, U, = bPU, + aZi;(l)(p — k) bk,
On a:
Upt1=ap+U, +a
=ap + P Uy +aYP i(p — k) b**! +a
=bP Uy +aYl_(p+1—k)b* + (p+ Da.
Upsr = P Uy +aXh_o(p + 1 — k) b*. Dol vneN*, U, = b"U, + aYpZj(n — k) b~.

Autre méthode: On peut utiliser la définition et écrire successivement
Un ’ Un—l ) Un—Z P U3 ) UZ ’ Ul'

En multipliant U,,_, par b, U,_, par b?, -, Un—p par b?, --- et en additionnant membre a membre
les différentes égalités on trouve le résultat.

2. Existence des valeurs de aetb pour que la suite (U,) soit:
a. Constante.
(U,) estconstante si et seulementsi a=0etb=1 (U,y; =U,=Uy) ou a=0 et
b=0 si Uy+ 0 alors vn € N, U, = 0. (U,) est constante a partir du rang 1.

b. Une suite arithmétique non constante.
(U,) est arithmétique non constante si et seulementsi b =0 et a # 0.
Dans ce cas, la suite est arithmétique a partir durang 1 si U, # 0, mais si U, = 1, elle est
arithmétique a partir du 1°" rang (et vn € N*, U,, = an, laraison de la suite est a).

c. Une suite géométrigue non constante.
(U,) est géométrique non constante si et seulementsi a =0 et b € R-{0; 1}.
La raison de la suite est b.

3. Choix de a,b et U, pour que la suite (U,) converge.

e Sia=0¢et b=1, lasuite (U,) est constante et elle converge vers U,.
Sia=b=0etU,=0 alors (U,) estconstante etconverge vers 0.

Si a=b=0 et Uy, # 0, la suite est constante a partir de U; (U, = 0), elle converge vers 0.
Sia=0b=+0et|bl <1, (U, converge vers 0.
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