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Sujet 1
Session de 1983

Soit F la transformation du plan & associée a I’application f définie de la maniére suivante :

f: C—=C

z—s(1—i)z+5+4

=< Exercice | o=

Donner la nature et les éléments caractéristiques de la transformation F
On considére une suite de points (M), ),cn du plan tels que M, = F (M,,_;).
[a] Donner une construction géométrique du point M, = F (M) tel que M, (%) Prendre pour unité 2 cm

@ Calculer les coordonnées du point M.
Donner la nature de la transformation F* = FoFoFoF et en déduire les coordonnées du point M.

=< Exercice 2 o=

Au Niger, une conférence réunit 12 commercants. Tous parlent haoussa, 5 parlent foulfouldé, 6 parlent zarma 3
foulfouldé et zarma.

On choisit au hasard et simultanément 3 personnes.

Chaque groupe de 3 personnes a la méme probabilité d’étre choisi.
[a] Quelle est la probabilité pour que ces 3 personnes parlent au moins une autre langue que le haoussa ?

@ Quelle est la probabilité pour que ces 3 personnes ne parlent que le haoussa?

Soit X la variable aléatoire qui a chaque groupe de 3 personnes associe le nombre de personnes parlant
foulfouldé et zarma.

[a] Déterminer la loi de probabilité de X.

@ Calculer la probabilité pour qu’il ait au moins 2 personnes parlant foulfouldé et zarma.

NB : les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles .

~< Probleme o=

TN NN

I. Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :
Vx>0, f(x) = xe
f(0)=0
Vx<0, f(x)=—xLog|x|

La fonction f est-elle continue, dérivable au point xo = 07?

La fonction f est-elle continue sur R ?
Etudier les variations de la fonction f

Soit (C) le graphe de f dans un repére orthonormé (0,7,;) avec H?H = H fH =2cm.
Démontrer que la droite d’équationy = x — 1 est asymptote a la courbe (C) quand x tend vers +-co.

Que se passe-t-il quand x tend vers —co ?

Donner les équations de demi-tangentes a la courbe (C) au point O d’abscisse xo = 0.
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Soit A le point d’intersection de la courbe (C) et de I’axe x'ox , différent du point O.
Donner I’équation de la tangente en A a (C).
Construire le graphe (C) de f.

—1<x<0
IT. Soit E le domaine défini par :
fx)<y<0

Nous nous proposons de calculer I’aire A(E) de ce domaine.

Pour cela, calculer auparavant 1’aire du domaine E; définie par :
—1<x<A

fx)<y<o0

avec —1 <A <0.

En déduire I’aire A(E).

rd

IIT . Soit un point matériel M en mouvement dans le plan rapporté a un repere (0,7, ]) dont la position a
I’instant ¢ est définie par :

1
Log(7)
Y =~ Log)

Que fait le point M lorsque t tend vers 0 ?

X =

t€]0, 1].

Au point # = 0, on suppose donc que le point M est en O(0,0).
Démontrer que pour tout 7 €]0, 1], la trajectoire (I') du point M est une partie du graphe (C) que ’on
précisera.
. . V() AL . — . |
Déterminer le vecteur vitesse V (¢) a I’instant 7 et construire le vecteur Vj (¢) au point ; = -

PR

Donner 1’équation de la tangente D en M a (I') a la date #,.
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Sujet 2
Session de 1984

==

Dans un sac, on met un jeton portant le numéro 1, deux jetons portant le numéro 2, trois jetons portant le numéro
3,...,n jetons portant le numéro n.

=< Exercice | o=

. . . . c N 1
Déterminer que la somme de nn premiers entiers naturels non nuls est égale a %

En déduire le nombre de jetons que 1’on a mis dans le sac.

On suppose que les jetons sont indiscernables au toucher et on tire au hasard un jeton du sac.
Soit k un entier naturel non nul inférieur ou égal a n.

Quelle est, en fonction de n et de k, la probabilité de tirer un jeton dont le numéro soit inférieur ou égal a k ?

On suppose que n = 5. X est la variable aléatoire qui a un tirage fait correspondre le numéro du jeton tiré.
Définir et représenter graphiquement la fonction de réparation de X.
Calculer I’espérance mathématique de X.

== Exercice 2 o=

2n
A T’aide d’une intégration par parties, calculer : [, = / xe*dx , n € N* et montrer que I, = 1 — (2n+1)e~2".
0

On pose v, = ﬁ (1-1,),n e N*.
Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
Etudier le sens de variation de la suite (v,). La suite (v, ) est-elle convergente ?
On pose u, = Log(vy), n € N*. Quelle est la nature de la suite (u,)?
=< Problemec——

TN TN
2

I. Soit F' la fonction définie de C — {1} dans C par F(z) = ; (IZ }
-z

On pose z =x+1iy; x, y € R. Montrer que la partie réelle de F(z) est égale a

YR 420)
(1—x)>+y?

Déterminer la partie imaginaire de F(z).
Déterminer 1’ensemble des points M du plan complexe d’affixe z tels que F(z) soit imaginaire pur.

Représenter cet ensemble.

II. Soit la fonction définie par f(x) = |x] i—;ﬁ
Déterminer I’ensemble de définition de f.

Etudier la continuité et la dérivabilité de f en x =0 eten 1.

Montrer que pour x €] — 1,0[U]0; 1], f'(x) = |x|4 /1= x (1—x—2)

I+x 7 x(1-x2)
[a] Etudier les variations de f.

@ Déterminer les équations des demi-tangentes aux points d’abscisses O et 1, et de I’asymptote a la courbe
(C) représentant la fonction de f.

Construire (C) dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0,?, f) (unité : 2 cm).
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Déterminer 1’ensemble H des points M d’affixe z tels que F(z) soit réel.

Déduire la représentation de H de la courbe (C).

III . Soit M un point mobile en mouvement dans le plan précédent dont les coordonnées a I’instant # sont telles

x(t) = cos(t)
que : ,t€ [0, ml.
y=sin(t) —1g (%)

Déterminer la trajectoire de M. Représenter cette trajectoire.

Préciser le sens de parcours de M sur cette trajectoire.

Construire les représentants des vecteurs vitesse et accélération du point mobile M aux instants t =0 et = 7.

Etudier la nature du mouvement.
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Sujet 3
Session de 1985

Soit f le polynome tel que, pour tout z complexe : f(z) = z° — (7 — 9i)z> — (14 — 39i)z + 50.

Résoudre I’équation f(z) = 0.
Soient A, B et C les points du plan euclidien, d’affixes respectives 2i;3 —4i et 4 — 3i.

=< Exercice 1 o=

e g QN Gl

Déterminer le barycentre G des points A, B et C affectés respectivement des coefficients 1; —1 et 1.

Déterminer et construite I’ensemble des points M du plan tels que : MA? — MB* +MC? = 4.

=< Exercice 2 o=
e g

Dresser le tableau de variation de la fonction f définie sur [0; 1] par : f(x) = x5(1 —x)%*.

Pour quelle valeur de f admet-elle un maximum ?

On se propose d’estimer le nombre d’autruches N, inconnu mais bien définie et supérieur a 30, d’une réserve
d’animaux. L’objet de I’exercice est de déterminer la plus probable de N en se basant sur les expériences
suivantes : Dans un premier temps on captive au hasard et en différents endroit de la réserve, 30 autruches
que 1’on marque toutes et que 1’on relache.

A supposer qu’ensuite on attrape une autruche, exprimer en fonction de 100 la probabilité p que

cette autruche soit marquée.

En fait, quelques jours plus tard, on attrape successivement 100 autruches que 1’on relache chaque fois.
Soit X la variable aléatoire comptant le nombre d’autruches marquées sur les 100 capturées.

En admettant que I’événement X = 6, qui est réalisé a I’expérience, est le plus probable des évenements
”X = k”, déterminer la valeur de N pour laquelle P(X = 6) est maximale.

=< Probleme o=

e g A S

I. Soit u la fonction de R vers R définie par : u(x) = x*> + Log|1 — x|.

Donner I’ensemble de définition de u et étudier ses variations.

Construire la représentation graphique (U ) de u dans un repére orthonormé (0,?, f) d’unité 1 cm.

Déduire de la question précédente que I’équation u(x) = 0 posseéde exactement deux solutions, I’une xop = 0
et I’autre x; strictement comprise entre 1 et 2.
On indique pour la suite du probleme que x| ~ 1,22.
Soit v la fonction de R vers R définie par : v(x) = —(x —1)> + Log|1 — x|.
Etudier le sens de variation de v et établir que pour toutx € R — {1}, v(x) < —3(1+ Log(2)).
N.B : on ne demande pas d’étudier les limites de v aux bornes de son ensemble de définition.
IL. Soit f la fonction de R vers R définie par : f(x) =

-

orthonormé (O,?, ]) d’unité 2 cm.

x24Log|1—x]

= — et (C) sa représentation graphique dans un repére

A I’aide des résultats de la partie I, étudier les variations de f
Montrer que la droite (D) : y = —x — 1 est asymptote a (C).
Donner une équation de I’autre asymptote a (C).
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Montrer que le Point /(1 , —2) est centre de symétrie de la courbe.

Déterminer une équation de la tangente (7p) & (C) au point d’abscisse 0, puis une équation de la tangente
(T») au point d’abscisse 2.
@ Déterminer les coordonnées des points d’intersection de (C) et de 1’asymptote (D).

e

Tracer la représentation graphique (C) de f dans le repere orthonormé (0,?, ])

On donne 1 ~0,37.

IIL. Soit m un réel supérieur a 1+ é

moL —1
Calculer I’intégrale : / de

1+ x—1

Déduire de la question précédente 1’aire A(m) de la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite (D) et
les droites d’équations x = 1+ é etx =m.

Calculer A(e+ 1) et la limite de A(m) lorsque m tend vers plus I’infini.
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Sujet 4
Session de 1986
=< Exercice | o=

e g sl

Déterminer deux nombres complexes a et b tels que : a —b =5 —4i, ab = 3(1 —3i) et |a| > |b|.

Mettre a sous forme trigonométrique

On considere dans le plan euclidien rapporté a un repere orthonormé (0,?, J) ,les points A, B,C et D d’affixes

. 2
respectives a, f—g,b et b2.

Déterminer les coordonnées du barycentre G des points A, B,C, D affectés des coefficients respectifs 1; —1;1; 1.
Déterminer 1’ensemble des points M du plan tels que : MAZ — MB> + MC?> + MD?> =k, k € R.

Soit S la transformation géométrique qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M d’affixe 7’ telle que
7 =az+b.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de S.

=< Exercice 2 o=
e g N

La cible d’un jeu de fléchette est constituée par trois cercles concentriques de rayons respectifs R, 2R et 3R.

On note A la partie centrale de la cible et B, C les anneaux entourant A.
C

B

Calculer, en fonction de R, les aires des parties A, B, C.
Un joueur lance une fléchette vers la cible précédente. On admettra que la probabilité d’atteindre une des
parties de la cible est proportionnelle a I’aire de cette partie.
Soit p la probabilité d’atteindre la partie A de la cible.
[a] Calculer, en fonction de p, les probabilités respectives d’atteindre les parties B et C.
@ On suppose que la probabilité d’atteindre une des parties de la cible est 0.75. En déduire la valeur de p.
On suppose que les parties A, B, C sont affectées respectivement des points suivants : 100, 50, 25 points, un
joueur n’atteignant pas la cible marquant O point.
Soit X la variable aléatoire qui exprime le nombre de points obtenus par un joueur lancant deux fléchettes.
[a] Quelle est la loi de probabilité de X ?
@ Calculer I’ espérance mathématique de X.

=< Probleme «——

TN

NB : Dans tout le probléme, la notation In désigne le logarithme népérien de x. On rappelle que In2 = 0, 69.

A. Soit f la fonction numérique 2 variable réelle x définie par : f(x) = 2x*> + 1 —Inx
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Etudier les variations de f et tracer la courbe représentative de cette fonction dans le repére orthonormé
(O,?,f) (Unité : 2 cm).
Déduire de cette représentation que : Vx €]0; +oo[, f(x) > 0.

In|x|
x

g(x) =2x+
8(0)=0

six €] — e0;0[U]0; +o0]
B. Soit g la fonction numérique a variable réelle x définie par :

Quel est le domaine de définition de g ?
La fonction est-elle continue en xg = 0 ? Est-elle dérivable en ce point ?
Montrer que la fonction g est impaire et en déduire une propriété de la courbe (C) représentant ses variations.
Calculer g'(x) pour x € R’ et déduire de la partie A le sens de variation de g.
Etudier la limite de g(x) quand x tend vers oo et démontrer I’existence d’une asymptote oblique.
Préciser la position de (C) par rapport ¢ cette asymptote.
Faire le tableau des variations de g et tracer la courbe (C) dans un nouveau repere (Unité : 1 cm).
On précisera en particulier I’intersection de (C) avec son asymptote oblique.

Soit a > 1. Calculer, en fonction de a, I’aire A(a) de la surface comprise entre (C) , I’asymptote oblique et
les droites d’équation x =1 et x = a.
Quelle est la limite de A(a) quand a tend vers +co.
x=e"'!
C. Soit M un point mobile du plan dont les coordonnées, a ’instant #, sont : ,teRT.
y=e"(2—te*)

) ) . — . = ) ,.
Calculer les coordonnées des vecteurs vitesses vitesse Vy; et accélération I'y; du point M a I’instant ¢.
Montrer que la trajectoire du point M est une partie de C que I’on précisera.

L " . £ = =
Préciser dans les cas t = 0 et # = In2 la position du point M, les coordonnées de V), et I'y, et la nature de son
mouvement (accéléré ou retardé).
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Sujet 5
Session de 1987

==

=< Exercice | o=

[a] Soient deux personnes prises au hasard, quelle est la probabilité pour qu’elles soient nées un méme jour de
la semaine ?

@ Dans un groupe de 4 personnes, quelle est la probabilité pour que toutes soient nées des jours différents de la
semaine ?

Est-ce alors faire un pari gagnant que affirmer que deux d’entre elles au moins sont nées le méme jour de la
semaine ?

Quelle est la probabilité pour que parmi n personnes 1’une au moins soit née un lundi ?

Combien doit-il y avoir de personnes dans un groupe pour que I’affirmation « au moins I’un d’entre vous est
ne un lundi » soit un pari gagnant ?

On donne les approximations suivantes : In2 = 0.693,In6 = 1,945.

NB : « faire un pari gagnant » signifie que I’événement choisi a une probabilité supérieure ou égale a %
In désigne le logarithme népérien.

=< Exercice 2 o=
TN NN

Soit I’expression P(z) définie pour tout nombre complexe z par P(z) = z°> — 2> +z(—1 +i) —2 —2i.

[a] Démontrer que I’équation P(z) = 0 admet une solution réelle x et une solution imaginaire pur y que 1’on
calculera.

@ Déterminer la 3 °™€ solution z & I’aide d’une factorisation.

On donnera les formes trigonométriques des trois solutions.

On appelle respectivement A, B et C les images dans le plan complexe des nombres x, y, z.
Montrer que le triangle ABC est isocele et rectangle.
Quel est Iaffixe du milieu 7 de [AC]?
Déterminer I’image D de A par la rotation de centre / et d’angle 7.
Quelle est enfin la nature du quadrilatere ABCD?
=< Probleme

e g

Dans tout ce qui suit In désignera le logarithme népérien. On donne les approximations suivantes e = 2,7;v/2 = 1,4.

On choisira un repére orthonormé (0,17, j) d’unité 2cm.
f(x)=2xIn(—x), six<O0
fx)=x+vxr—x, six>0

Soit f la fonction numérique de la variable x définie par :
A.
[a] Etudier la continuité et la dérivabilité de f en xo = 0. La fonction f est-elle continue sur R ?
Sur quels intervalles de R f est-elle dérivable ?

@ Montrer I’existence d’une branche parabolique quand x — —oo, pour la courbe représentative de f.
Quelle direction a-t-elle ?
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[a] Montrer que la droite d’équation y —2x — % est une asymptote pour la courbe (C).
Quelle est la position de (C) par rapport a cette droite, quand x — +o0?
@ Montrer que , pour x > 0, (C) ne coupe pas I’asymptote.
[a] Etudier les variations de f.
Montrer I’existence de deux extrémums A et B dont calculera les coordonnées.
[b] Caleuler f(~e), f(=1), f (=1). £(0), £(1).
Etablir un tableau de variation de f.
Dessiner la courbe (C) dans le repere (O, 1, j).

Reporter les demi-tangentes, puis la tangente a la courbe de direction Ox (axe des abscisses).

Déterminer 1’équation de la tangente a (C) en xop = 1.
B.

Démontrer que la restriction de f a [1, +oo[ admet une bijection réciproque f~! dont on précisera I’ensemble
de définition et I’ensemble image.

Ne pas chercher a expliciter f~!(x), mais dessiner sa courbe représentative (C)~! dans le méme repére que
celui de (C).

Calculer, en cm?, I’aire géométrique du domaine (A) limite par les frontieres x = —1;x = —%, I’axe Ox et la
courbe (C).

On effectuera une intégration par parties.

Ne pas chercher a simplifier les résultats obtenus a la fin du calcul.

a
C. Un point M ( ) est animé d’un mouvement plan, curviligne, et sa position en fonction du temps ¢ est donnée

x=t+1
par: ,avect >0
y=t+1+Vt?+3t+2
Montrer que la trajectoire de M est une partie de (C) que I’on précisera. Quel est le sens de parcours de M ?
Déterminer et représenter le vecteur vitesse 7 et le vecteur accélérateur ? ar=1.

Le mouvement est-il accéléré ou retardé a cet instant ?

Montrer que le vecteur vitesse est toujours tangent a la trajectoire du point M.
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Sujet 6
Session de 1988

==

Dans tout ce qui suit In désignera le logarithme népérien de base e. N* désignant I’ensemble des entiers naturels
prive de zéro , on donne la suite (u,),en+ @ termes positifs, de premier terme u; = 1 et telle que pour tout entier n
de N*, on ait (1, 11)> = euy.

=< Exercice | o=

Calculer uy, u3,us ( on donnera les résultats sous formes ¢’, r étant rationnel).

On pose : Vn € N*, v, =Inu, —a ou a est un réel strictement positif.
[a] Déterminer a pour que (v,) soit une suite géométrique dont on précisera la raison.
@ Calculer dans ce cas la limite de v,, puis celle de u, quand n tend vers +-oco.

Soit a = 1; on désigne par Ay la somme des k premiers termes de la suite géométrique (v,,) et par By le produit
des k premiers termes de la suite (uy,).

Calculer Ay et By en fonction de k.
Déterminer les limites de Ay, et By quand & tend vers oo,

=< Exercice 2 o=

TR NN

Soit dans le plan complexe, 1’application associant au point a d’affixe z, le point A d’affixe Z d’affixe :
Z=z+14+2,(z#-D.

Calculer (X, Y) coordonnées de A, en fonction de (x, y) coordonnées de a.

[a] Déterminer I’ensemble E des points a tels que Z soit réel.

@ Déterminer I’ensemble F' des points a tels que Z soit imaginaire pur.
On suppose que |z+ 1| = 1, déterminer z tel que I’on ait |Z| = 1. En déduire Z.
~< Probleme =

e g

On donne les approximations suivantes : e = 2,7;¢*> = 7,4 A. On considere les fonctions numériques de la

. 2 » N , , . 2x
variable réelle x, dépendant du paramétre réel m, non nul, définies par : f,,(x) = ez;ﬁ.’".

Etudier les variations de fm suivant les valeurs de m ( on distinguera les casoum < Oetm > 0).

Déterminer les valeurs de m pour lesquelles, on a la relation : pour tout réel x : : |(f,(x))? — (f(x))?| =1
ou f est la fonction dérivée de f,,.

B. On considere les fonctions numériques définies par :

x+— fi(x) = 82;;;1 (sim=1)et fr(x) = e;x;l (sim= —1)de courbes C; et C_;.

[a] Montrer que fi(x) = % et fo(x) = %'

@ Vérifier que fi et f_; sont respectivement paire et impaire, et montrer que C_; admet un point
d’inflexion.
Quelle est la position relative de C; par rapport a C_; ? Construire C; et C_; dans un repere orthonormée
(0,?, f) &’ unités 2cm.
On précisera les branches infinies et lirf (filx) = fo1(x)).
X—r+oo

Tracer la tangente a C_; au point d’inflexion.
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0<x<A
Calculer en cm? I’aire A(A) du domaine défini par : ol A décrit |0, 4.
fa1(x) <y < filx)

Calculer la limite de A(A) quand A — 0.
Soit la fonction numérique x — h(x) = In )x + VX2 — 1‘.
E] Déterminer Dy, 1I’ensemble de définition de /.

Montrer que & est impaire, ( on pourra montrer que pour tout x € Dy, h(x) + h(—x) = 0).
@ Montrer que x + /x> — 1 si et seulement si x €] — oo, —1].

En déduire I’expression de A (x) sans le symbole de valeur absolue.
[a] Montrer que la restriction de f; a [0, +oo[ admet une bijection réciproque g,

définie de : [1, +oo[— [0, 4-oo] par g(x) = h(x).
@ Déterminer 1’équation de la demi-tangente 7 a la courbe de g au point A, de coordonnées (1, 0).

Tracer la demi-tangente 7', et la courbe de g dans le méme repere que C;.

En déduire le tracé de la courbe de A.

Soit M un point mobile du plan dont les coordonnées dans le repere (O,?f) , a I’instant ¢, sont :

x =Int

" g EeRT
_ 2
Y=

Déterminer la trajectoire de M quand ¢ décrit |0, +oof .

. N . . =7 T = .
Déterminer a chaque instant tle vecteur vitesse Vj, et accélération I'y; du point M .
Montrer que I’application ¢t — HV)H est décroissante.

En déduire la nature de son mouvement de M.
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=< Exercice 1| o=

TN NN

[a] Vérifier que —2i = (1—i)>.

@ Résoudre dans C I’équation (z> —2(1 +i) +4i)(z*> +4z+8) = 0.

Les images des racines dans le plan complexe sont notées A,B,C et D telles que A et B ont méme
abscisse et A et C ont méme ordonnée

Définir la similitude directe S du plan complexe tel que S(A) = C et S(B) = D.
En donner I’angle, le rapport et le centre 7
—
Soit My le point d’affixe 2 — 3i. On pose pour tout entier naturel n, M1 = S(M,) puis U, = HQMmH.

[a] Que dire de la suite (Uy),,cn ?
@ Exprimer U, en fonction de n et étudier U,, quand n — oo,
== Exercice 2 o=

Un couple souhaite avoir n enfants (n € N*) . On considére qu’a chaque naissance il ne vient qu’un enfant ( garcon
note G, ou fille notée F ).

La probabilité d’avoir une fille est double de celle d’avoir un gargon.
Les naissances sont indépendantes les unes des autres.
Soit X; la variable aléatoire associée a la j-cme naissance et prenant la valeur O pour G et 1 pour F et
X=Xi+Xo+ - +X,u
Dans cette partie n = 4.
[a] Donner la loi de probabilité de X.

@ Construire la fonction de répartition de X.

Calculer I’espérance mathématique E(X) et la variance V (X).

Déterminer n pour que la probabilité de ne pas avoir de garcon soit strictement inférieure a %.

=< Probleme «——

TN NN

I. On considere la fonction u définie par : u(x) = In(1 —x?) +2+ )ﬁ
Etudier la variation de U.
En déduire le signe de u(x) pour tout x appartenant au domaine de définition D, de u.
IL On considere la fonction f définie par : f(x) = xIn(1 —x?) et C sa courbe représentative dans un repeére ortho-
gonal (0,7 , f)
Montrer que f est impaire.
Etudier la variation de f.

Etudier la position de la courbe C de f par rapport a la tangente au point d’abscisse 0.
Tracer la courbe C et la tangente 7 dans le repere (0,?,;) (unité =2 cm).

Montrer que f admet une bijection réciproque dont on dressera le tableau de variation.
En déduire sa courbe représentative C~! dans le repere (0,7 , f) .
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II1. Soit la fonction / définie par : h(x) = § x| V1 —x2.
Montrer que / est paire et étudier sa dérivabilité.
Etudier la variation de A.

Tracer la courbe C’ de h dans le méme repere (O,?,f) et en déduire le tracé de la courbe de I" d’équation

2 x=xt

Y =73
Calculer I’intégrale /0 1 h(x)dx. En déduire I’aire du domaine délimité par la courbe I, en cm?.
Soit, x unréel tel que 0 < o < 1.
Calculer I’aire A(a) du domaine E des points de coordonnées (x, y) tels que 0 <x < ac et f(x) <y < h(x).
(On pourra deriver d’abord : —% [(1 —xz) In (1 —xz) +x2} )
Calculer égml Ala).

N.B : In désigne le logarithme népérien.
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=< Exercice | o=
——~——r———
Soit F la transformation du plan &7 associée a I’application f définie de la maniére suivante :
f: C—=C
g (1-d)z+ i+
Donnons la nature et les éléments caractéristiques de la transformation F.
L application complexe f associe & F est de la forme f(z) = az+baveca= 1 (1—i)ethb= 3+ 3i.

Comme a = % (1 —i) € C*, alors F est une similitude plane directe.

— gl = |1 |1l 1\2 N2_ 1,1 _ [2_+2
k=lal=|;(1=D| =3 =i =V () +(=2) =i+i=\/i=%
!
cos@zﬁ:%:%
Soit 6 = arg(a), alors 2 donc 6 = —% [27]
sinf=-2=—1L—_¥2
i o I Tt
Sthtelquezg—m.zg—m—13%3%1,—%%[ 1= Q(1;0).
Donc les éléments caractéristiques de F sont le rapport k = L ,I’angle 6 = —7 [27] et le centre Q(1; 0)

On considére une suite de points (M}, ),cn du plan tels que M, = F(M,,_1).
[a] Donnons une construction géométrique du point M, = F (M) tel que M; (1,2) en prenant pour unité
2cm.

Le triangle QM M, est un triangle rectangle et isocele en M.

y
A
M,
2 -
M,
1 -
I 0 I I — .
—1 i) Q 1 2 3 4
Autre construction géométrique : utilisation de la décomposition de F'.
On sait que F est une similitude plane directe de rapport k = %, d’angle 6 = —7 [27] et de centre
Q(1;0).
Donc est la composée de I"’homothétie de centre Q et de rapport k et de la rotation de centre Q et de
d’angle 0 .
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Soit A et A’ deux points :

F =HoR: M =5 A" m,

y
A
3__
M,
2__
A
1__ M2
0
| 0 : . —
1 Q 1 2 3 4 F
14

@ Calculons les coordonnées du point My.

My =FMo)=z=%(1-i)z0+5+4=(1—i)zo+1+i=2z =2(1+2i) =2+4i

= (1—i)zg=2+4i—1—i=143i= g = 3 = LIUH) _ 1+itdi3 _ 244l _ _q 4 9;

12412
Donc My(1, —2).
s Donnons la nature de la transformation F* = FoFoFoF .
L application complexe associée & F* est f*. f* est définie par : Vz € C, f*(z) = f2 ( 12 (z))
PR=ff@)=f(GU-dzt3+5)=30-0)(GU-)zt5+5)+5+3
=) =5(1-2i-1)z+3+5+5=—Jiz+1+4
Donc f4(z) = f2(—tiz+1+5) = ~Li(~Lliz+ 1+ ) +1+i= -tz dit 414+ i =-1z42
AinsiVzeC, f4(z) = —jz+3.
Comme a = —} € R* {1}, alors F* est une homothétie de centre Q(1; 0) et de rapport k = — 1.

% Déduisons-en les coordonnées du point M.

My =F(M3) = F(F(M,)) = F*(F(M))) = F?(F(My)) = My = F*(My)
Donczy=—tzp+3i=-t(-1+2i)+3=1-2i+3=58-Lti=3-1i
Ainsiz4 =3 — i,

Dot My (3; —13).

=< Exercice 2 o=

Soit Q I'univers associé a I’expérience aléatoire.

Comme on a choisit au hasard et simultanément 3 personnes, alors Q est I’ensemble des parties de 3 personnes

. 12!
parmi 12. Donc CardQ = C3, = o1 — 220
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Aussi, comme chaque groupe de 3 personnes a la méme probabilité d’étre choisi on est dans le cas de 1I’équiproba-
bilité.

Soit F' I’ensemble des personnes qui parlent le foulfoudé ; H 1’ensemble des personnes qui parlent le haoussa et Z
I’ensemble des personnes qui parlent zarma.

On a le diagramme de Venn suivant.

F<_

H/ 4

[a] Déterminons la probabilité pour que ces 3 personnes parlent au moins une autre langue que le haoussa.
Soit A I’événement : « les 3 personnes parlent au moins une autre langue que le haoussa».

D’apres le diagramme de Venn, les personnes qui parlent au moins une autre langue que le haoussa sont
!
56.

au nombre de 8, donc CardA = C3 = 31 ><. 51

ol _ CardA __ 56 __ 14
Ainsi P(A) = Giria = 356 = 55
@ Déterminons la probabilité pour que ces 3 personnes ne parlent que le haoussa.
Soit B I’événement : « les 3 personnes ne parlent que le haoussa».

D’apres le diagramme de Venn, les personnes qui ne parlent que le haoussa sont au nombre de 4,

41
donc CardB = C3 = A= 4.D’ou P(B) = ggr’jg = 535 = 35 S0it P(B) = .

Soit X la variable aléatoire qui a chaque groupe de 3 personnes associe le nombre de personnes parlant
foulfouldé et zarma.

[a] Déterminons la loi de probabilité de X.
Le nombre de personnes qui parlent a la fois le foulfouldé et le zarma sont nombres de 3,
donc I’ensemble des valeurs prises par X est X (Q) ={0; 1;2;3}. D’ou :

_ OIxC3 _ ixs4 _ 21

P(X=0)= G0 = 50 = 5-
1 2
P(X:U:gﬁd% =55 =%
2 1
3 0
P =3) - S = = oy

On résume cette loi de probabilité de X dans le tableau ci-apres

k 011 2 3

— 21 127 | 27 | _L
PX=k) | 55|55 | 20 | 20

@ Calculons la probabilité pour qu’il ait au moins 2 personnes parlant foulfouldé et zarma.

PX>2)=PX=2)+P(X=3)=2+1 =2 =2L.
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Donc la probabilité pour qu’il ait au moins 2 personnes parlant foulfouldé et zarma est égale a %

=~ Probleme o——

TN NN

I. Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

Vx>0, f(x) — xe ¥

f(0)=0

Vx<0, f(x)=—xLog|x|

Dy =

Jos e[ 0]os e[ {0 =] mens per[ =

# Vérifions si la fonction f est continue au point xg = 0.

. . _1
lim f(x) = limxe . Posons X = —1. Alors x = —% et quand x tend vers 0™, X tend vers —oo.
x—0" x—0 x

1

Donc lim f(x) = lim —— xe¥ =0x0=0.
x—0t x—=—o0 X

lim f(x) = lim (—xLog|x|) = 0.

x—0~ x—0~

Ainsi lim f(x) = lim f(x) = f(0) = 0.
x—0 x—0

D’ou f est continue au point xo = 0.

% Vérifions si la fonction f est dérivable au point xg = 0.

_1
lim <f(x)_f(o)> = lim (”) = lim (e-%) — 0 car lim — = —oo.
x—0t x—0 x—0t X x—0t x—0t X

Donc la fonction f est dérivable a droite en xo = 0.

x—0~ x—0 x—0~ X

pas dérivable a gauche en xp = 0.

_ —xL _
lim <f(x)f(0)) = lim (x(wg\x|0> = liI(I)l (—Log|x|) = —(—o0) = o0, donc la fonction f n’est
x—0"

Comme la fonction f est dérivable a droite mais n’est pas dérivable a gauche au point xo = 0, alors la fonction
f n’est pas dérivable au point xg = 0.

# Vérifions si la fonction f est continue sur R.

Pour x €]0; +oo[, f(x) = xe .

Sur cet intervalle f est continue car elle est le produit et composée des fonctions qui sont continues sur
]0; 4.

De méme, sur | —eo; 0], f(x) = —xLog|x| est une fonction qui y est continue car elle est le produit et composée
de fonctions qui le y sont. De plus f est continue en xp = 0.

D’ou f est continue sur R
Etudions les variations de la fonction f.

% Pour x €]0; +oof, f(x) —xe .

La fonction f est dérivable sur |0 ; +oof et pour tout x €]0; +oo[, on a:
flx)=1x e +xx (—;lc)le_% —e i4xX x%e_% —e i 4 ;lce_% = (%) e .
Ainsi f(x) = (21) e >0 carx €]0; +oof .

Donc f est strictement croissante sur |0 ; +oo|.

# Six €] —o0; 0], f(x) = —xLog|x|.
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La fonction f est dérivable sur | — oo ; 0] et pour tout tout x €] —eo; 0, on a:

f'(x) = —Log|x|+ (—x) x 1 = —Log|x| — 1.

Ainsi f'(x) = —Log|x| — 1. Si f/(x) < 0. Alors —Log|x| < 1 = Log|x| > —1 = [x| > ¢! = —x > 1 car
x < 0,doncx < —é. D’ou f est décroissante sur ] —o0; —%]

Si f'(x) > 0. Alors —Log|x| < 1 = Log|x| < —1 = |x| <e™! = —x < 1 carx <0, donc x> —1.

D’ou f est croissante sur ] —% ; 0].

Par suite f est strictement croissante sur ]0; +-oo[ , décroissante sur ] —o0; —é] et croissante sur } —% ; 0].

Nous déduisons-en le tableau de variation de f :

x —eo -1 0 oo

() — 0 40 4+

f 0 \ /0/

% Démontrons que la droite d’équationy = x — 1 est asymptote a la courbe (C) quand x tend vers +co.

lim (f(x)—(x—1)) = lim (xe*%—xﬂ).

X——Foo X—>+-00

o0

Posons X = —%. Alors x = —% et quand x tend vers oo, X tend vers 0.

. . 1 X 1 . €X—1
Doncngw(f(x)—(x—l))—)161_1)1(1)<—X><e —X+1>—}161_r>r(1)(—1>< e +1>——1><1+1—0.

Ainsi XETN (fx)—(x—1))=0.
D’ot la droite d’équationy = x — 1 est asymptote a la courbe (C) quand x tend vers +-oo.
# Déterminons ce qui se passe quand x tend vers —eoo.

lim f(x) = xglzlw —xLog(—x) = 4o car lim —x = H-co.

X——oo X—>—o0

—xL
lim fx) = lim (xog\x|> = lim —Log|x| = lim —Log(—x) = —cocar lim —x = +co.
x——o00 X X—>—o00 X X——00 X——00 X—>—o00

Donc la courbe C) de f admet une branche parabolique de direction (oy).

# Donnons les équations de demi-tangentes a la courbe (C) au point O d’abscisse xo = 0.

—f(0
» Nous avons vu, d’apres L. 1) que lir(l)l+ <f(x)g()> = 0, donc I’équation de la demi-tangente de f a
x— X —
droite au point O d’abscisse xo =0 esty =0(x—0) +0 etx > 0 c’est-a-dire y =0 et x > 0.

f(x) = f(0)

» Nous avons également vu, d’apres L. 1) que lim (
x—0~ x—0

> = 400, donc la demi-tangente a gauche
de f au point O d’abscisse xg = 0 a pour equation x = 0.

Soit A le point d’intersection de la courbe (C) et de I’axe x'ox , différent du point O.

% Donnons I’équation de la tangente en A a (C).

Considérons f(x) = —xLog|x|, x €] —ec; 0].

Soit f(x) =0. Alors —xLog|x| =0= —x=0ouLoglx| =0=x=0ou|x|=1=x=00oux=—1loux=1.
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Orx < 0,doncx = —1,donc A(—1;0).
F(=1)=—1-Log|—1|=-1-0=—1.
Donc I’équation de la tangente en A a (C)est Ty : y=—1(x—(—1))+0c’est-a-dire Ty : y = —x— 1.

% Construisons le graphe (C) de f.

Calculons I’aire du domaine E, définie par :
—1<x<A

flx)<y<0

avec —1 < A <0.

A A
A(Ey) = —/_] f(x)dx = —/_1 (—xLog (—x))dx X u.a. u.a = 2cm x 2cm = 4cm?,

Procéderons par intégration par parties pour ce calcul intégral.

Posons u(x) = Log (—x) et v/(x) = —x. Alors i/ (x) = L et v(x) = — Jx2.

- [ (rtog(-ar=—[ - ;XZLOg(—x)]: +f (3t )ax

—1
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2 1 N 1 * 1,]"
= —/ (—xLog(—x))dx = | =x*Log(—x) +/ ——x)dx=|zx’Log(—x)| +|—-x
- 2 L2 2 RN
1
4
Donc A(Ey) = (3A%Log(—A) — A%+ 1) x 4em® = (2A%Log(—A) + A% + 1) cm?.
Dot A(E;) = (2A4°Log(—A) + A2+ 1) cm?.
Déduisons-en I’aire A(E).
A(E) = limA(E;) = lim (24°Log(—A) +A*+1) =0+0+1=1.
A—=0 A—=0

R PY VAR P I
—ZlLog( A) 47L+.

A 1., 1 1,
= —L (—xLog (—x))dx = 3A*Log(~2) — 5 x 1 x Log(1) = ;A% + )

Donc A(E) = lcm?.

III. Soit un point matériel M en mouvement dans le plan rapporté a un repére (0,7, f) dont la position a I’instant

1
X = Log(1)

t est définie par : t€]0, 1].

_ t
Y= TLogl)

Déterminons ce que fait le point M lorsque ¢ tend vers O.

t
limx = lim (—> =0 car limLog(r) = —oo.

=0 10\ Log(t) =0

1
limy =1lim { ———— | =0 car limLog(t) = —oo.
iy =y (g ) = o Lot

Donc le point M se rapproche du point O(0; 0) origine du repére.

Démontrons que pour tout ¢ €]0, 1], la trajectoire (I') du point M est une partie du graphe (C) que nous
préciserons.

1 1 1
= =—x=Log(t)=—-1=r=ex.
Cog(t) ~ Log(n) ~ ~ Loel)=—x=1=e

Nous avons d’une part : x = —

D’autre partz €]0, 1] implique Log(z) < 0, donc x = — > 0 c’est-a-dire x €]0, +oo|.

Log(r)

-1
De plus y = — :t><< >:elxx:xe;.Ainsiy:f(x)avecx>0.

t
Log(t) Log(1)
D’ott pour tout ¢ €]0, 1], la trajectoire (I') du point M est une partie du graphe (C)

. . . TN s 1 . g .
Déterminons le vecteur vitesse V (¢) a I’instant et construisons le vecteurV; (¢) au point #; = 1

PR

N
% Déterminons le vecteur vitesse V (¢) a I'instant ¢.

Le vecteur vitesse V (t) est défini par V (1) = & &/ = (Log( >)2 = L = -
(Log(1)) (Log(r))”  t(Log(z))
1
—1 x Log(t X —
donc x' = ; y = x Log(r) +1x r _ —Log(#) +1 _ lfLog(tz)'
t (Log(1))* (Log(t))? (Log(1))?  (Loel)
|
— — - 2
D’ou le vecteur vitesse V (¢) a I’instant ¢ est défini par V (¢) : Z(Lig(t))
r _ 1-Log(t
YT Woglo)?

. = .
% Construction du vecteurV () au point t; = %

A la date = %, le mobile est en M; (1 ; %) et a pour vecteur vitesse V; (e; 2).
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Voir la figure ot est le tracé du vecteur ‘7; est en bleu.
Donnons I’équation de la tangente D en M; a (I") a la date 7.
Soit G(X ; Y) un point quelconque de (T').
G € (I) si et seulement si MG et V] sont colinéaires.
X—-1 e

Donc
y-12

=0 <= 2X-1)—-e(Y-1)=0«= 2X-2-eV+1=0 <= 2X—e¥ —1=0.

Donc la tangente D en M; a (I') a la date ¢ a pour equation 2X —eY — 1 =0.
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=< Exercice | o=

e e A S

Soit dans un sac, un jeton portant le numéro 1, deux jetons portant le numéro 2, trois jetons portant le numéro

3,...,

n portant le numéro n.

. . . . < N 1
s Déterminons que la somme de n premiers entiers naturels non nuls est €gale a @

La somme de n premiers entiers naturels non nulsest S, =14+2+43---+n.
Considérons la suite (u,) définie pour tout n € N* paru, =n.Onaupy =n+1=u,+ 1=y =u,+ 1.
Donc la suite (u,) est une suite arithmétique de raison r = 1 et de premier terme u; = 1.

OnasS, =u +uy+us+---+u,, ainsi u, est la somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique de
q

) . 1
raison r = 1 et de premier terme u; = 1, donc S, = n x (45 ) = "("; ),

. . . ( N 1
D’ou la somme de n premiers entiers naturels non nuls est égale a %

3 Déduisons-en le nombre de jetons que 1’on a mis dans le sac.

Comme le sac contient un jeton portant le numéro 1, deux jetons portant le numéro 2, trois jetons portant le
numéro 3,...,n portant le numéro n, alors il y a au total 1 +2+-3--- +n jetons dans le sac.

Or 14243 4n="000

n(n+1)

2

D’ou le sac contient

Soit Q I'univers associe a I’expérience aléatoire.

n(n+1)
5

Comme on a tiré un jeton au hasard, alors CardQ =
Soit A I’évenement « le jeton tiré porte le numéro k ».

Comme k jetons porte le numéro k, alors CardA = k,

- _ CardA _ _k 2 %
ainsi P(A) = o095 = Tt = kX gy = a )
2k
Donc P(A) = ——.
n(n+1)
Soit B I’événement « le jeton tiré porte un numéro inférieur ou égal a k ». Alors B = {1;2;3;...; k}.
k(k+1)
Done CardB = 14243+ +k = 1L Ainsi P(4,) = Gadl = 2~ = "<"z+‘) X iy = ),
2
k(k+1
D’ol P(B) = 7( + )
n(n+1)

On suppose que n = 5.
X est la variable aléatoire qui a un tirage fait correspondre le numéro du jeton tiré.
# Définissons la fonction de réparation de X.

Les valeurs prises par X sont 1;2; 3;4; 5, donc X(Q) = {1;2;3;4;5}

2k

D’apres 1) la probabilité qu’un jeton porte le numéro k est P(A) = AT

) — 2k _ 2k _ k
Donc P(X =k) = S5 = 30 = 15

D’oti la loi de probabilité de X dans le tableau suivant :
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k 1 (23] 4]5

P(X =k)

W=

L2 4
5|13 |5| 715

Fonction de répartition de X.

La fonction de répartition de X est définie sur R par: Six < 1; F(x) =0

Sil<x<2,F(x)=P(X=1)=45 =1
Sil<x<3,,Fx)=PX=1)+PX=2)=3+m=15=1
Si3<x<4, ,Fx)=PX=1)+PX=2)+P(X=3)=4+5+5=2=4%
Si4<x<5, ,F(x)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=2+4+54+8-20_2
Si5<x,F(x)=1.
0 st x<l
& osi 1<x<2
1osi 2<x<3
C’est-a-dire que F est définie par :F (x) =
% si 3<x<4
2 s 4<x<5
1 si 5<x
% Représentons graphiquement la fonction de réparation de X.
De la définition de F, on en déduit sa représentation graphique .
A
L e °
2
T —1
2
e —1
T
e —f
1
b e—1
L I I I I I
L 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7

# Calculons I’espérance mathématique de X.

EX)=1xP(X=1)42xP(X =2)+3xP(X =3)+4xP(X =4)+5x P(X =5)
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— 2 4 6 8 10 _ 24+8+418+32450 __ 100 __ 10
:>E(X)_1x@+2><%+3XE+4XE+SXE_%_W_?,
Donc E(X) = ¥ ~ 3,33

=< Exercice 2 o=
e g

2n
A I’aide d’une intégration par parties, calculons : I, = / xe *dx ,n € N*,
0

Posons u(x) = x et V'(x) =e*. Alors o/ (x) = 1 et v(x) = —¢".

2n
Donc I, = [u(x)v'(x)] (Z)n —/O u' (x)v(x)dx = [—xe ] (Z)H = 2ne " —0xe’— (e ¢

=1, =—2ne " —e "+ 1,ainsil, = —2ne* —e 1 41.
% Montrons que [, = 1 — (2n+ 1)e~2".
Ona:l,=—2ne* —e 2" +1=1-—(2n+1)e 2"
Dot l, =1 —(2n+ 1)e 2" pour tout n € N*.
On pose v, = TIH (1—1,),n e N*,
# Démontrons que la suite (v,) est une suite géométrique en précisant le premier terme et la raison.

Soitn € N*. Onav, = 515 (1—1,).

Orl,=1—(2n+1)e * doncv, = 517 (1 =1+ (2n+1)e ") = 515 x 2n+1)e " =e "

Donc pour tout n € N* , v, = e~ 2"

Alors vy = e 20t = o212 — o 5 o=2 — ) X e 2, ainsi vpp = e vy

—2x1 _ 2

D’ot (v,) est une suite géométrique de premier terme v| = e e~2 et de raison ¢ = e 2.
s Etudions le sens de variation de la suite (v,,).

Vapl—Vn=e Mxe?—eM=e¢%(e?—1).0re?<1,donce?—1<0,

ainsi vy — v, = e 2 (6*2 — 1) <O0=v1 — v <0=vpq <y

D’ol (v,) est une suite décroissante.

% Vérifions si la suite (v,) est convergente

Comme pour tout n € N* | v, = e~ 2" > 0, alors (vn) est minorée par 0, de plus, elle est décroissante.

D’ou la suite (v,) est convergente.

Autre méthode de montrer que la suite (v,) est convergente :

Nous savons que la raison de la suite (v,) estg =e~2 .

Comme 0 < g < 1, , alors la suite (v,) est convergente et converge vers 0.
On pose u, = Log(v,), n € N*.
Déterminons la nature de la suite (uy,).
Pour tout n € N* , v, = ¢~ 2", alors u, = Log (e ") = —2n, donc u,, 1 = —2((n+1)=-2n—2=u, -2
= Upyp| = Uy — 2.
Comme u, | = u, — 2, alors (u,) est une suite arithmétique de raison r = —2 et de premier terme u; = —2.

=< Probleme o=

e g

L. Soit F la fonction définie de C — {1} dans C par F(z) =

Z2

i(1-z2)
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Soitz=x+iy;x,y€R.

% Montrons que la partie réelle de F(z) est égale a %%

2 . .
Fo)= = ol 24y (P2 +2009) (=0 49) i) (P =y by (P y?) 20 (=) #2000 g
7)== i(l —Z) T i(l—x—iy) T i(l—x)+y (1—x)7)? = (=72 ,
. y(2—y?4+2xy(1—x) yx2—y 4 2xy—2x%y _ —xPy—y 42xy y(—x*—y?+2x
la partie réelle de F'(z) est (=0 (= (=P (17
22
D’ou la partie réelle de F(z) est égale a W

% Déterminons la partie imaginaire de F(z).

—i(1=x) (2 =)y (2 )+ 20y (1-x) +2ixy”

D’apres ce qui précede, F(z) = , donc la partie imaginaire de F(z) est

(1=x)7 4y
—(1—x) (x> —y?)+2xy? _ —x2+y24x3 —xy? 4+ 2xy? _ — x> Hy? 13 +xy? _ X3 —x24xy?+y?
1—x)2+y? (1=x)2+y? (1=x)2+y? (1=x)2+y?

3_,2 2432
s N .. . . X —x +Xy +y
D’ou la partie imaginaire de F(z) est =’

% Déterminons I’ensemble des points M du plan complexe d’affixe z tels que F(z) soit imaginaire pur.

y(—x?—y?+2x) —0.

F(z) est imaginaire pur si sa partie réelle est égale a 0, donc si =022

Or yi%’f;)ij?) =0 < y(—x*—y*+2x)=0et (1 —x)>+y* #0 c’est-a-dire y =0 ou —x> —y* +2x =0
avec (x,y) # (1, 0).

Notons D la droite d’équation y = 0.

Considérons —x* — y? +2x = 0.

En multipliant cette equation par —1, on obtient x> +y?> —2x =0 = x> —2x+y> =0

= x—1)2 = (=12 +y’=0= (x—1)>+y*=1.

11 s’agit de 1’équation du cercle C de centre A(1, 0) et de rayon r = 1.

Donc des points M du plan complexe d’affixe z tels que F(z) soit imaginaire pur est la réunion de la droite D
privée de A et du cercle C.

% Représentons cet ensemble

y
A
2__
4 c
A
| Dy|:O Fay VAAN | o
1 1 J \II 1 -
) -1 1 3 °
—1

1—x

IL. Soit la fonction définie par f(x) = |x[{/ 17
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Déterminons 1’ensemble de définition de f.

Df—{xéR/1+x>Oet1+x#0}
Posons 1 —x=0;14+x=0. Alorsx=1;x=—1.

X —oo —1 1 o0
1 +x - 0 + +
l—x + 4+ 0 -

5 -] o0 -

Comme 1 +x # 0, donc x # —1, alors Dy = |—1; 1]
Etudions la continuité et la dérivabilité de fenx=0etenx=1.

s Etudions la continuité de f en x = 0.

£(0) =101/ 58 =0x1=0

11_1)1(1)]‘ —hm (\xh/ >—] |\/ 0><1:0,ainsili_r>r(1)f(x):f(0):0,

donc f est continue en x =

# Etudions la continuité de fenx=1.

f) =1/ =1x0=0.

: : [1—x [1—1 o
)lcgi}f(x)—)l(gl}<|x| 1—|—x>_|1| H_—l—1><0—0,alns1)1613}f(x)—f(1)—0,

donc f est continue en x = 1.

s Etudions la dérivabilité de fenx=0.

Comme il y a la présence de la valeur absolue de x qui peut varier selon que x est positif ou négatif nous
allons étudier la dérivabilité de f a gauche et a droite en x = 0.

_ x|/ 1 —X l;i _ _
lim<f(x)f(0)>:1im 7” I (A RN IO Y St IR el

x—0~ x—0 x—0— X x—0— X x—0~ 1+x 1+0
jhm<ﬂﬂ—ﬂ®>:4

x—0~ x—0

_ |x| % xy/ 12 _ —

lim f(x) f(O) = lim I = lim I = lim I—x = Q =1
x—0t X — x—0+ X x—0t X x—0T 14+x 140
- lim ( ()= f(0 )>_1.

x—0~ x—0

— f(0
Comme lim (f(x > # lim (f(x)f()) , alors f n’est pas dérivable en x = 0.
x—0~ x—0t x—0

# Etudions la dérivabilité de fenx=1.

—>0 =D 0<
SAMRI NAMATA BOUBACAR




—X V1—x
- (REY O (YR /T —x
13?( X1 >_x1inf w1 | Tam Uf?((x_l)\/lﬂ)
- WYy e
:>xli>l?7 <x_1) —xliH{ (m) = — Car}}l}m < 1—x 1+X> 0+ et — ‘X‘ < 0.
Ainsi lim <f(x)—f(1)> - _
x—1- x—1

Donc f n’est pas dérivable en x = 1.

—x—x2
Montrons que pour x €] — 1,0[U]0; 1], f'(x) = |x| 1+§ X (i(l_xz)).

Soitx €] — 1,0[U]0; 1[. f(x) = |x]y /1=

l+x

On sait que pour tout nombre réel x , |x| = V/x2, donc f(x)=|x| 1+x =vVxZx /4 == \/x2]+x" = \/X?:rf:
Posons u(x) = x 7" . Alors f(x) = \/u(x), donc f’(x) :’/L

x*=x ! (2x73x2)(1+x)7(x27x3) 23222 =33 =243 —20°3 =242 4 2x 2x(1—x—x?)
Onau'(x) = < 1+x) = (T+x)2 +(l+x) = (1+x)2+ = T (12
x(1—x—x2
= M/(x) =2 ((11+x)2 :
’ © / s )
Done f/(0) = 526 = §xul(0) = = L xal () 08] = 4 0 1) = 2 x £
T+x
—X—X X —X —x—x2
:>f,( ) % x : ((11+x)2 ) (?r X) |x| ]+x (1(l+x) ) X x(llfx) Xf(x)
—Xx—x x—x2
= f'(x) = £(x) x S = el /452 < Sy

Do pour x €] — 1,0{U0; 1[, f(x) = lely /152 x U5,

[a] Etudions les variations de f.

1—x
I4+x

On a pour x €] — 1,0[U]0; 1, f'(x) = |«] 1+§ X ()]c(_lx—_;;;) ]_lxz = Wl(lm a le méme signe que

et d’apres IL 1) il est positif, donc le signe de f'(x) est celui de x(1 —x —x?).
Soit x(1 —x—x*) =0. Alorsx=0o0u 1 —x—x> =0.

A=((=1)2=4(=1)(1) = 14+4=5= VA= 1/5,donc x; = 125 = V51 gy, = L/5 — V51

x1 €] —1;1)etxs ¢] —1;1],donc x(1 —x—x*) =0six=0oux=ux = -1

On a le tableau de signe suivant en tenant compte de x < xi :

X -1 0 @ 1
x - 0 + -
1—x—x? =+ + 0 -
x(1—x—x?) — 0 + 0 —

Donc si x €] — 1; 0], f/(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur | — 1; 0] .
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Sixe ]O; @} , f'(x) > 0 donc f est croissante sur } 0; @}

Sixe {%, 1 [, f'(x) <0 donc f est décroissante sur {%, 1 [

@ Déterminons les équations des demi-tangentes aux points d’abscisses 0 et 1, et de I’asymptote a la
courbe (C) représentant la fonction de f.

L’équation de la demi-tangente a gauche en O est y = fg(x —0) + f(0) = —1 x x+0donc y = —x
L’équation de la demi-tangente a droite en 0 est y = f(x—0) + f(0) = 1 x x40 donc y = x.

Comme f n’est pas dérivable en 1, alors I’équation de la demi-tangente verticale est x =1 et y < f(1)
c’est-a-direx=1ety <O0.

1— 1—
lim f(x)= lim (x\ x) .Ona lim < x) = oo car lorsque x tend vers —17, 1 —x =2
x——1 x——1t 14+x

1—
et 1 +x tend vers O". Ainsi limlf(x) = lim <|x| x) = oo,

x—— x——1+ 14+x
Donc I’équation de 1’asymptote a la courbe (C) représentant la fonction de f est x = —1.

Construisons (C) dans le plan rapporté a un repere orthonormé <0,7, f) (unité : 2 cm).

On a le tableau de variation de la fonction f suivant :

x ~1 0 VeS| 1
F) | Y
- )
0
-1 ~0,62
() = R = ()
2(sv5-11)
() () - L

—>0 (=D 0<
SAMRI NAMATA BOUBACAR




-3 -2 3007
s Déterminons 1’ensemble H des points M d’affixe z tels que F(z) soit réel.
F(z) est réel si la partie imaginaire de F(z) est égale a 0 , donc si ’W =0.
Or W =0 <= > —+xy?+y?=0et (1-x)>+y>#0
= P +x) =21 —x) et (v, ) # (1,0) = »? = S et (x,9) # (1,0)
Comme x €] — 1;, 1], alors % > 0, donc y* = XZEL;X).
Ainsi y = ngligxx)ouy:— )%c)y—]x] 1erouy— |x| Carf x|, donc y = f(x)
ouy=—f(x).

w Siy >0, alors y = f(x) avec (x,y) # (1, 0), donc ’ensemble (H) est confondue avec la courbe (C) de

f privée du point de A(1;0) .

w Siy <0, alors y = —f(x) avec (x,y) # (1, 0), donc I’ensemble (H) est le symétrique de la courbe (C) de
f par rapport a I’axe des abscisses privée du point de A(1;0).

D’oll ’ensemble (H) est la réunion de la courbe (C) de f et de la courbe (C') symétrique de la courbe (C)
de f par rapport a I’axe des abscisses privée du point de A(1; 0) , ¢’est-a-dire (H) = (C)U(C') —{A}.

# Déduisons la représentation de H de la courbe (C).

Voir le repere précédent, a la question 4) pour le tracé de H.
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III. Soit M un point mobile en mouvement dans le plan précédent dont les coordonnées a I’instant ¢ sont telles que :
x(t) = cos(r)

€0, x.

y=sin(t) —1g (%)

Déterminons la trajectoire de M.

_1e(L
Comme ¢ € [0, [, alors x = cost €] — 1; 1] On sait que cos(f) = 1 tiz(Z)

() S = ey
Donc x(t) = cos(t) = Lii 8% x= LZEE%%
= sin(t)—rg (4) = liti(%z) (£) = 2t8(£)1if52£()£)1g3(£) _ tg(li)tngé()é) _ iizg% xtg (L) =xxtg(%)

Puisque x = £ 0) ators (1 41g2 (1)) x=1—1g% (1) = x1g? (1) +18> (1) =1 —x

l+tg2(%)
=1g ( )(1+x)—1—x:tg (%) :}%,donctg(é) = %jrfc outg(%) :—,/}H car pour x €] — 1; 1],
1—x >0
T+x

Comme 1 € [0, 7|, alors 5 € [0; %[ ,donc rg (%) > 0, par conséquent tg( ) \/ Lﬁ

1—x
Ainsiy = x X /173

Six€]—1;0],alors |x| = —x=x=—

—xl 15 = = f ().

D’ou la trajectoire de M est la courbe (C') dans | — 1; 0].

Six € [0; 1], alors |x| =x = x = |x|, donc y = |x| x 4/ %+§ f(x).

D’ot la trajectoire de M est la courbe (C) dans [0; 1].

On conclut que la trajectoire du mobile M est la réunion de la courbe (C) de f dans [0; 1] et de la courbe (C”)
symétrique de la courbe (C) de f par rapport a I’axe des abscisses dans | — 1; 0].

% Représentons cette trajectoire.
Voir figure :

Elle est confondue avec la courbe (C) de f dans [0; 1] et la courbe (C’) symétrique de la courbe (C) de f par
rapport a I’axe des abscisses dans | — 1; 0].

# Précisons le sens de parcours de M sur cette trajectoire.

ATinstant 1 = 0, x = cosO = 1 et y = sin0 —g(0) = 0, donc le point M est au point A(1; 0).

t
Si ¢ croit de 0 a 7 le point M va de A a plus I’infini car lim (sin(z) —tg (§>> =0—(—o0) = oo

t—n

Construisons les représentants des vecteurs vitesse et accélération du point mobile M aux instants ¢t = 0 et

t=7.
R R x' = —sin(r)
Le vecteur vitesse V (¢) est défini par V (¢) = dé‘t’[ c’est-a-dire V( ) : .
y =cos(r) — 5 (14+1g* (%))
= —cos(t)

Le vecteur accélération l-“’(t) est défini par I—:( t)= dd‘t/ c’est-a-dire T (t (1) :

= —sin(t) — 318 (3) (1+18° (3))
A linstant 7 = 0, x = cosO = 1 et ysmO —1g(0) =0, donc le point M est au pomt A(1; 0) de vecteur vitesse
Vo (0; —%) et un vecteur accélération T, (—1;0).
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ATinstantt =7, x=cosT =0ety=sinf —1g7 =1—1=0, donc le point M est au point O(0; 0) de vecteur
— —>
vitesse V; (—1; —1) et un vecteur accélération Iy (0; —2).

Voir figure pour la représentation de ces représentants en bleus sur le graphique précédent.

Etudions la nature du mouvement.
Soitz € [0, [ Alors ,ona:
Vel = —sin(t) x (—cost) + (cost— % (1 +1g° (%))) (— sint — %tg (%) (1 +1g° (%)))

Vel = —sin(r) x (—cost) + <cost—; (1+tg2 (;))) (— sint — %tg (%) (1 +1g° (;)))
= eostg () (141 (5))  goine (108 (5)) 4 e (5) (106 (5))

_+02(t L
Comme cos(t) = Lizgzg et sin(r) = liti'g%z)’ alors
> = 1 t v 1. i 1/t 2(t>>2
Vel = 2costtg<2> (H—tg <2>>+2smt(1+tg (2>>+4tg(2> (1+tg >

e (5) (1 (5) e (5) s (5) (1449 (3))
= e (5) (1 (5) +re(5) e (5) (1442 (3))
= e(3) (142 (5)) (¢ (3))

Comme pour tout ¢ € [0; 7|, 1g (%) > 0, alors Vel >0.

D’ou le mouvement du mobile M est accéléré.
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— OO —
Sujet 3
Session de 1985

==

Soit f le polynome tel que, pour tout z complexe : f(z) = z° — (7 +9i)z> — (14 — 39i)z + 50.

=< Exercice | o=

Montrons que 1I’équation f(z) = 0 admet une solution imaginaire pur que nous déterminerons.
Posons z = ib avec b € R.
Alors (ib)? — (7 —9i)(ib)? + (14 — 39i)(ib) + 50 = 0 = —ib> + 7b* — 9ib* — 14ib — 39+ 50 = 0
—b+90* —14b=0 (O —b—9*—14b=0 (O
= i(—b> +9b* — 14b) +Tb* — 39b + 50 = = .
7> —39h+50=0 (2 7> 4+39+50=0 (2
Considérons () : 7b*> —39b+ 50 = 0.

A= (-39)2—4(7)(50) = 1521 — 1400 = 121 == A= 121 = VA=V121 = 11 = VA= 11.

_39—11 _ 28 5.3 _ 39411 _ 50 _ 25
by = 2x7 _14_2’[72

X7 14T 7
Vérifions si b = 27—5 ou b =2 est solution de (1) :

_ 25 2513 2512 25\ _ 15625 | 5625 | 350 _ —156254+39375—17150 __ 6600
Pourb =2 alors — (2) +9(%) ~14(3) = -3+ +5 = 343 =55 70,

donc b = % ne convient pas.
Pour b =2, alors —(2)> +9 x (2)>+ 14 = —8+36 — 28 = —44 + 44 = 0, donc b = 2 convient.
D’ol I’équation (E) admet une solution une solution imaginaire pur z = 2i

Résolvons 1’équation f(z) = 0.

D’apres ce qui précede, f(2i) = 0 ce qui implique que 2i est solution de 1’équation f(z) = 0, donc on
peut factoriser P(z) par z — 2i. Ainsi il existe Q(z) = az*> +bz+c avec a, b, ¢ appartenant a C tel que
P(z) = (z—2i)(az® + bz +c) .

Développons (z —2i)(az* + bz +¢).
On a (z—2i) (az> + bz +¢) = az’ + bz* + cz — 2iaz? — 2ibz — 2ic = az® + (b—2ia) > + (c — 2ib) z — 2ic.
Comme f(z) = z> — (7+9i)z> — (14 — 39i)z + 50, alors par identification on a :

b—2ia=—7-9i b=—T7-9i+2ia=—7—9i+2i b=-7-7i

<~ —
¢ —2ib=—14+39i c=14+39i+2ib c=—14+39i — 14i+ 14 =25i
[ —2ic =50 lc=2 c=25i

Donc, P (z) = (z—2i) (22 — (74 7i)z+25i) ce qui implique que P (z) = 0 si et seulement si z —2i =0
ou 72 — (7 +7i)z+25i = 0, si et seulement si z = 2i ou 72 — (7 +7i)z+25i = 0.

Considérons 1’équation : z2 — (7 + 7i)z +25i = 0.

A=b?—dac = (—(7+7i))*—4(1)(25i) = 49 +98i — 49 — 100i = —2i .

Déterminons les racines carrées de A. Soit d = x4 iy tel que d> = A, ot x , y € R.

2| = /02 + (-2)2= V4 =2.
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2+yP=2 O
Doncd’=A <= {x*—y*=0 (@

2xy=-2 (3
O+@=x+y+x* -y =2+0=22=2==3==1=x=loux=—1I
O-@=x+y'—x+y?=2-0=22=2=y"=3=)=1=y=louy=—1

=2x=-"2=xy= %2 = xy = —2 < 0, donc x et y sont de signes contraires. Ainsid =1 —ioud = —1+1i.

—b—d _ T+Ti—1+i _ 6+8i _ - _ —btd _ T+Ti+1—i _ 846 _ .
4 =3 =g =3tdiour= 5t = T = =44 30,

d’ot les solutions de 1’équation : z2 — (7 +7i)z+25i = 0 sont : z =3 +4i; 4+ 3i.

Ona:z=

Par suite les solutions de I’équation f (z) = 0 sont 2i ; 3+4i ;4 +3i.

# Déterminons le barycentre G des points A, B et C affectés respectivement des coefficients 1; —1 et 1.
L’ affixe du barycentre G des points A, B,C, D affectés des coefficients respectifs 1; —1 et 1 est :

za—iB+ic __ 2!—(3+4l)+4+3l I l_l_l
1-1+1 1-1+1 I :

Donc G (1; 1).
s Déterminons I’ensemble des points M du plan tels que : MA> — MB?> + MC? = 4.

On sait que G est barycentre des points A, B et C affectés des coefficients respectifs 1; —1 et 1. Donc

MA? - MB*+MC? = (m+(ﬁ)2—(m+@>2+(1\76>+(7&)2
= [} 2w + A" - 46|+ abrc - 6B+ || amcad + e |
= [} + 26 (61 - b+ 6¢) + |G| 6B + e |

— —
Or GA — G? + (7‘ = 0 car G est barycentre des points A, B et C affectés des coefficients respectifs 1; —1
et 1.

2 2 2 2
DoncMA2—MB2+MCZ:HmH +HE§H —HG?H +HG?H — MG+ GA? — GB® + GC2.

Par conséquent MA? — MB?> +MC? = 4 = MG? + GA?> — GB*> + GC? = 4 = MG? = 4 — GA® + GB*> — GC>.

GA? = <\/(0—1)2+(2—1)2)2:1+1:2;

GB* = <\/(3—1)2+(4—1)2>2:4+9: 13;

GC? = <\/(4—1)2+(3—1)2>2=9+4= 13;

Ainsi MG?> =4—-2+13-13=2= MG? =2 = MG = /2. Donc MG = /2.
D’oti I’ensemble des points M du plan cherché est le cercle de centre G est de rayon r = /2.
s Construisons I’ensemble des points M du plan tels que : MA> — MB? + MC? = 4.

On sait que 1’ensemble des points M du plan cherché est le cercle de centre G est de rayon r = v/2. Dot :
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== Exercice 2 o=

Dressons le tableau de variation de la fonction f définie sur [0; 1] par : f(x) = x®(1 —x)%%.
D;=10;1].
La fonction f est continue et dérivable sur Dy et pour toutx € Dy ,ona:
F(x) = 6x° (1 —x)** = 94x8(1 — %) = 263 (1 — %) [3(1 —x) — 47x] = 2x° (1 — x)* (3 — 50x).
Pour tout x € D¢, 2x°(1 —x)* > 0, , donc le signe de f’(x) est celui de 3 — 50x.

Soit 3—50x = 0. Alors —50x = -3 = x = =3 = 2.

3 94x + c} —

Donc si x € [0, 53—0] , f'(x) > 0 donc f est croissante sur [0, 53—0] etsixe [53—0, 1] , f'(x) <0donc f est
décroissante sur [53—0, 1] .

D’ou le tableau de variation de f.

—>0 =D 0<
SAMRI NAMATA BOUBACAR




el e -

/ - \0

# Déterminons la valeur x pour laquelle f admet un maximum.

D’apres le tableau de variation de f, f admet un maximum lorsque x = 53—0.
3 94 3\6 47\9%4 36 54794
Ce maximum est egaleaf(SO) (50) (1——) = (%) (%) = 5?)100 .

304794 _ 10962918216418222738016395648294045442716992122079463276610330379167157680350362565837892764940783519051488753308553682069496184774542821969590158868752620684601
50100  — 78886090522101180541172856528278622967320643510902300477027893066406250000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 *

30 x 4794

S0 0,000000000013897149857295550167970562712749

6 94 6 96
Donc le maximum de f est égale a (%) (%) =3 56(14070 .

Soit X la variable aléatoire comptant le nombre d’autruches marquées sur les 100 capturées.
Déterminons la valeur de N pour laquelle P(X = 6) est maximale.

L’expérience aléatoire consistant a capturer une autruche marquee est une expérience aléatoire a deux issues
(marquée ou non marquée) qu’on répete de facon indépendantes 100 fois, donc la variable aléatoire X suit la
loi binomiale de parametre n = 100 et p = 30

Donc P(X = k) = Cky, (30) ( —%)1007 pour tout k € {0; 1;2; ---; 100}.

k 100-6 k 94
P(X =6)=Ciyp (¥) (1-%) =Cloo (%) (1=%)" =Cioo/ (¥)-
Si P(X = 6) est maximale, alors f (—) est maximale.
Or f(x) est maximale si x = 2, donc 30 = 2. = 3N =30 x 50 = N = 13 = 500.

Donc P(X = 6) est maximale si N = 500 autruches.

~<p Probleme ~——

e e S S

I. Soit u la fonction de R vers R définie par : u(x) = x> + Log|1 — x|.

Donnons I’ensemble de définition de u et étudions ses variations.
# Donnons I’ensemble de définition de u.
Dy={xeR/|1-x|>0}={xeR/1—-x#0} car [l —x[ >0,VxeR.
Soit |1 —x| =0, alors 1 —x=0=x= 1. Donc D, = R — {1} =] — o0; 1[U]1; 4o9].
s Etudions les variations de la fonction u.

La fonction u est dérivable sur D, et pour tout x € D, ,on a :

Iy =" _ho 1 2221 24241 222t ] 2x2—2x+1
Wx)=2x+ =27 =97 — == —== donc ' (x) = ==+

Soitx—1=0;2x2—2x4+1=0.x—1=0=x=1.
Considérons 2x2 —2x+1=0.
A=b*—dac=(-2)>—-4(2)(1)=4—-8=—-4<0,donc 2x*> —2x+1>0,Vx € D,.

Ainsi, le signe de «/(x) est celui de x — 1.
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Donc, si x €] —eo; 1], alors u/(x) < 0 donc u est strictement décroissante sur | —eo; 1].
Si x €]1; 40|, alors u’(x) > 0, donc u est strictement croissante sur |1; +oo|.

lim u(x)= lim (x*+Log|l —x|) =+ococar lim x> =+ocoet lim |l —x|=+co= lim Log|l—x|= .
X—r—00 X——00 X—r—o0

X——oo X—>—00

lim u(x)= lim ()c2 + Log|1 —x|) =eocar lim x> = +tooet lim |1 —x|=+4oo= lim Log|l —x| = -+oe.
X—>+o0 X—>+o0 X—+oo X—>+oo X—r oo

lim u(x) = lim (x* +Log|l —x|) = —oo car lim |1 —x| =0".
x—1- x—1- x—1F

li = lim (x*+Log|l—x|) = —eocar lim [1—x|=0".
XEP+M(X) Jim (x* 4+ Log|1 —x|) car lim |1 — x|

D’ou le tableau de variation de u suivant :

x| - i oo
u'(x) - +
+o0 +oo
u

Construisons la représentation graphique (U) de u dans un repére orthonormé (0,?, f) d’unité 1 cm.
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Déduisons de la question précédente que 1’équation u(x) = 0 posseéde exactement deux solutions, I’une xo = 0
et I’autre x; strictement comprise entre 1 et 2.

On remarque que #(0) = 0? + Log|1 — 0| = Log(1) = 0, donc x = 0 est une solution de 1’équation u(x) = 0.
Aussi, la fonction u est continue et strictement croissante sur ] 1; +oo[ d’apres la question précédente ,

de plus lim u(x) = lim (x* + Log|l —x|) = 1 o= —co < Oetu(2) =22+ Log[2— 1| =4+0=4>0
x—1+ x—0
implique lir{l+ u(x) x u(2) < 0, donc I’équation u(x) = 0 admet une unique solution x; comprise entre 1 et 2.
xX—

D’oti I’équation u(x) = 0 posseéde exactement deux solutions, 1’une xo = 0 et I’autre x; strictement comprise
entre 1 et 2.

Soit v 1a fonction de R vers R définie par : v(x) = —(x — 1)? + Log|1 — x|.
D, =R—{1} =] —o0; 1[U]1; Hoo].
Etudions le sens de variation de v et établissons que pour tout x € R — {1}, v(x) < —3(1+ Log(2)).

La fonction v est dérivable sur D, et pour toutx € D, ,ona:

M) — 9y (- _ 1 o222l -2 4dx 1 1N =2 4d—1
Vix)==-2(x—1)+ = 2+ 2— 5 = = = =2 doncv(x)—ixi1 )

Soitx—1=0; —2x>+4x—1=0.Alors x = I et pour —2x>+4x—1=0o0na: A= b>—4dac
c’est-a-dire A = 4% —4(—2)(—1) =16 —8 = 8 > 0, donc VA = /8 = 2/2.
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—b—VA _ =422 _ 242 . _ —b+VA _ —442V2 _ 2-\2 )

M= T T T T2 MT T3y T T 1 T3
oo 2—V2 242 0o
by =42 1 a +
x—1 — — (0] + +
—2:% +4x— 1 - 0 + i 4+ 0 -
—2x2+4x—1 : _ : —
xxflx + @ + 0

Ainsi, six € } —oo; 2%5} U} 1; %} alors v'(x) > 0 donc v est croissante sur ] —oo; ZTW] } 1; 2+\[}

Sixe {2 ‘f [U [272\& ; oo [, alors v/(x) <0, donc v est décroissante sur [272\@ 0 1 [ et [HT\@ ;oo [

Comme v est croissante sur |—oo; =2 et décroissante sur | 2= ‘[ alors v admet un maximum sur
2

]_oo;1[aupoint2’Tﬁ.AinsiVx€]—°°;1[, v(x )<V(2 \[)
o (126) < (381 st 34— () st ]t

= (%) = 14 110g(2) — Log(2) = — L — LLog(2) = —1 (1+ Log(2)).

Donc Vx € |—eo; 1], v(x) < —%(1+L0g( ) ().

1 24+v2 242 .

De méme, puisque v est croissante sur} =H= } et décroissante sur [ 255 oo [ alors v admet un maximum

sur |1 ; +oo[ au point 2+T\f.Ainsi Vx € |15 4o, v(x) <v(2+‘[>
2 2
Orv (2“[) (HT\E - 1) +L0g‘1+ 72%@‘ =— (@) + Log ‘—@‘ =—3 +L0g(\@) —Log(2)
= (%) =—1+1Log(2) —Log(2) = —1 — 1Log(2) = —1 (1+ Log(2)).
Donc Vx € |1; 4oof, v(x) < —3 (1 +Log(2))  (x).

De (%) et (%), on conclut que : pour tout x € R — {1}, v(x) < —4 (1 +Log(2))

II. Soit f la fonction de R vers R définie par : f(x) = % et (C) sa représentation graphique dans un repere

orthonormé (0,?, f) d’unité 2 cm.
A I’aide des résultats de la partie I, étudions les variations de f.
Dy = {x€R/1—x#0}.Soit | —x=0. Alors x = 1,donc Dy =R— {1} = | —eo; 1| U] 13 4.

La fonction f est dérivable sur D et pour tout x € Dy, on a:

f’(x) _ (2x+1%1x)><(17x)+1><(x2+Log|lfx\) _ 2202 —14x>+Log|l—x| _ —x>42x—1+Log|l—x| _  w(x)
(1—x)2 (1—x)2 (1—x)2 - (1-x)*"

Donc f/(x) = &

Comme pour tout x € R — {1}, (1 —x)? > 0, alors le signe de f’(x) est celui de v(x).
Or, d’apres I 4), pour tout x € R — {1}, v(x) < —1 (1+Log(2)) < 0, donc v(x) < 0.
Ainsi pour tout x € R— {1}, f'(x) <0
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D’ou f est strictement décroissante sur D :} —oo; 1 [U] I; 4oo [

2+ Log|1 — 2 Log|l —
lim f(x)= lim (W>:nm<x | Les x’).

X——oo X——o0 1—x x——o \ | —x 1—x

Posons X =1—x. Alorsx=1—-X:;x>=1-2X+X%et quand x tend vers —oo, X tend vers oo ,

, , 1 Log|X|
1 = 1] — 24+ X4+ —="""]1=0—-24 = oo,
donc ,anlmf(x) A <X +X+ X > 0-240+0=+
2+ Log|1 — 2 Log|l—
lim ()= fim (StEeslt=xly (x| Logll Al
X—rf-oo X—rfoo 1—x x—=teo \ 1 —x 1—-x

Posons X = 1 —x. Alors x = 1 —X; x> = 1 —2X + X? et quand x tend vers +oo, X tend vers —oo , donc

. L 1 Log|X|\ _ _

ngmf(x)_xlir?w<x_2+X+ >—O—2— +0 = —co.
x* + Log|1 — x| x?
li = li — | =1 1+ Log|l — .
xi{{l* f(X) xlgl* ( 1—x ) xlgl* <1 —X x ( + Og‘ X|))
2

Or lim —— = +4eet lim Log|l — x| = —oo.

=17 1 =X x—1-

2
Donc lim f(x) = lim (lx x (1+Log|1 —x|)) = too(—00) = —oo,
—Xx

x—1- x—1-
2 2 2
. . x*+ Log|1 — x| . X .ox
1 =1 — =1 —— X (1 4+ Logl|1 — = +o0 1 = —cet
xiril f(X) JCLI?Jr ( 1—x )cil’{lJr 1— ( + Og‘ XD oo car xiril* —X ¢
lim Log|l — x| = —oo.
x—1t 0g| x|

D’ou le tableau de variation de f suivant :

x| - 1 oo
J'(x) - -
oo +oo
S \ \

Montrons que la droite (D) : y = —x — 1 est asymptote a (C).

. . (x*+Log|l —x| (X +Log[l —x[+1-x
ngw(f(x)_(_x_1>)_ngw<H+x+1> —XETW< 1—x >
. L Log|l —x|+1
R e Y

Posons X = 1 — x. Quand x tend vers +oo, X tend vers —oo ,

. L LoglX|+1Y\ . LoglX| 1Y B
doncxgrfw(f(x) (—x 1))—Xgmw<x>—xgmm< X +)—( =0+0=0.

D’ot la droite (D) : y = —x— 1 est asymptote a (C)

Donnons une équation de 1’autre asymptote a (C).

Nous avons vu que lir? f(x)=—ocet lir?+ S (x) = +oo, donc la droite (D') : x = 1 est une asymptote verticale
xX—1" xX—

a la courbe (C) de f.

Montrons que le point /(1,—2) est centre de symétrie de la courbe.
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Un point de coordonnées (a,b) est centre de symétrie de la courbe (C) de f définie sur Dy si et seulement
si: pour tout x € Dy, 2a—x € Dy et pour tout x € Dy, f(a—x)+ f(a+x) = 2b.

vxeR—{l},z—xeR—{l}.

fla=2)+ flatx) = F(1=x) 4+ (1 4x) = Rl Laiod )

1 —2x+x%+Log|x| + 14+2x+x% +Logl—x| _ 1- 2x+x2+Loglx]| + —1—2x—x%—Log|x|
x —x x X

= fla—x)+fla+x) =
- f(a _x) +f(a—|—x) _ 172x+x2+Log|x|;172x7x —Loglx| _ _?4;( — _4-—92% (_2) — 2.
Ainsi f(a—x)+ f(a+x) =2b.

D’oti le point I(1,—2) est centre de symétrie de la courbe (C).

% Déterminons une équation de la tangente (7p) a (C) au point d’abscisse 0.
L’ équation de tangente (7p) a (C) au point d’abscisse 0 est y = f'(0)(x —0) + f(0).
7(0) = —0? +2x(01 IJLog\l o _ = =1, £(0) = mﬁ%g(\)lm =0.Doncy=—1(x—0)+0=—x
Dot (Tp): y=—

% Déterminons une équation de la tangente (73) au point d’abscisse 2.
L’ équation de tangente (73) a (C) au point d’abscisse 2 est y = f/(2)(x —2) + f(2).

/ —2°42x2—1+Log|1-2| __ 444140 __ -1 2+Log|1 2l _ 4 _
f2)= 127 I =T =-1L Q=" =4 =4

Doncy=—1(x—2)—4=—x+2—-4=—x—2.
Dot (T3): y=—x—2.

@ Déterminons les coordonnées des points d’intersection de (C) et de I’asymptote (D).

L’abscisse du point d’intersection de (C) et de I’asymptote (D) vérifie f(x) = —x—1,

X +Log\l—x|

donc ;
—X

—1=x*+Log|l —x|=—1+x*=Log|l —x|=—1=|1—x| =¢"!

=l-x=--e¢loul—x=el=x=e¢el+10ou—e'!+1.Doncx=¢ “ oux—%l.

Six:e*1+1,alorsy:—e*1—1—1:#.Six:—e* +1ly=el—1—-1= =21

e

D’ot les points d’intersection de (C) et de I’asymptote (D) sont A (% ; =2 1) et B( ; ﬂ)

Tragons la représentation graphique (C) de f dans le repere orthonormé (0 ?f) % ~0,37.
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E I I >
i 2 3
241 E
5 |
| 5 (©)
s !
III. Soit m un réel supérieur a 1+ %
moL —1
Calculons I'intégrale : / de.
1+ x—1
m o 1 2 2 1 2
/ de: Log(x—1) | bigg]',, = | Log(m—1) ) —(Log(1+——1)
1+% x—1 te e

:»/H Loi(il)dx: (Log(m—1)>2—Log (i) _ (Log(m— 1))2—1.
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Donc /
1 x—1

+l

@ Déduisons de la question précédente 1’aire A(m) de la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite

m Log(x—1

g — <L0g(m— 1))2— 1.

(D) et les droites d’équations x = 1 + % etx =m.

Sur [1 + ; oo

donc A(m

[ £
/m
Ainsi A(m) = < /1 "

m

1
e

x2

Calculons /

+1x—

X +Log( —1)
—1

m x2+ Log(x
x—1

x)<Ocarl—x<O0et f(x) =

2
L —1
x+ogx dxxua—/

2
/
1

)dxxua

x m Log(x—

1)dx> X u.d.

1 +% x—1

1+lx—1

[ [ (g [ (DY
1+l x—1 Jigt U x—1 14 x—1 141
m x2 1 ) m
:>/ dx= | zx"+x+Log(x—1)
1+gx—1 2 41
moox L, 1 1\? 1 1
= = Logim—1)—=(14+-) —1—-=—Log(14+-—1
/1+;x—1 pm tmt Loglm =) 2( +e) 0g< T >
"o 1, 1 2 1 1 1
:>/1+ix_1dx:2m —i—m—i—Log(m—l)—z(l—i—e 2)—1——Log<>
mox 1 1 2 1 1
= dx = —m? L )=z (14+54+5 ) —1—=+1
/1+;x—1 5m”+m+Log(m—1) 2( +e+€2> ~+
moox 1 1 2 1
= dx = —m? L —1)—=-—== .
/1+2x_1 2m +m+Log(m—1) 2 2¢2
mox? 1, 1 2 1
DOHC/Hlx—ldx:Em +m—i—L0g(m—l)—§———262
m Log(x—1 1 2
Or d’apres TIL 1)/ 0g(x )dx:2<Log(m_1)> -5

Donc A(m)

o

1

1,2
2 (Log

2
D’ou A(m (2 Log(m 1 +4Log( —1)+2m? +4m—

@ Calculons A(e +
# Calculons A(e +

g

+1).
2( Log(

(
“(e(

Ale+1)
Ale+1)

1)

Lo

x—1

+m+L0g(m—1)—%—%— %

2
222+é<L0g(m—1)> - >><4cm2

) +4Log(m — 1) +2m?* +4m — 4——6224-) cm?.

)

2
(e+1-—1) > +4Log(e+1—1)+2(e+1)>+4(e+1)—4— 5 —

2

e2

sz.

et la limite de A(m) lorsque m tend vers plus I’infini.
2
2

(e +4Log<>+2<e+1>2+4<e+1>—4—5—;+>cmz

—— 0 Do<—
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=Ale+1)= (2+4+2% +4e+2+4e+4—-4—-8—2)em> = (2> +8e— 8 — 2 - 8) em?.

Donc A(e+1) = (2¢> +8e— & — e%—i—S) cm?.

# Calculons la limite de A(m) lorsque m tend vers plus Iinfini.

m—s—+oo m—y—+oo

2
2
lim A(m)= lim <4<Log(m— 1)> +4Log(m —1)42m* +4m — 14 — 2+> cm? = oo,
e

Dol lim A(m) = +oo.

m—y—+oo
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Sujet 4
Session de 1986

==

=< Exercice 1 o=

@ Déterminons deux nombres complexes a et b tels que : a+b =5 —4i, ab = 3(1 —3i) et |a| > |b].
a+b=5-4i O

Comme on a , alors tirons a dans (1).
ab=3(1-3i) (@
O=a=5—-4i—b.
Remplagons a par son expression dans (2).
@Q=(5-4i—-bb=3(1-3i)= —b*+(5-4)b—3+9i=0=b>—(5-4i))b+3-9i=
= (—(5—4i)>—4(1)(3—-9i) =25—-40i — 16 — 124 36i = —3 — 4i.

Déterminons les racines carrées de A. Soit d = x4 iy tel que d> = A, o x , y € R.
|| = 1Al = /(=32 + (-4 =9+ 16 = V25 =5,

¥©+yP=5 @
doncd’>=A <= {2—y?=-3 (9

2xy=—4 ®
@—I—@:>x2—|—y2+x2—y2:5—3:>2x2:2:>x2:%:>x2:1:>x:loux:—l

@—@:>x2+y2—x2—|-y2:5—|—3:>2y2:8:>y2:%:>y2:4:>y:2ouy:—2
@ény:—4éxy:_74:>xy:—2<0, donc x et y sont de signes contraires .
Ainsid=1-2ioud=—1+2i. Dot b =412 42 — 9 _joyp= 2401220 — 660 33,
Sib=2—ialorsa=5—4i—2+i=3-3i;sib=3—-3i,alorsa=5—4i—3+3i=
Donca=3-3iet=2—ioua=2—ietb=3-3i.
Sia=2—ieth=3-3i,alors |a] = /22 + (—1)2=V5et |b| = /(3)2+(-3)2=v9+9=118.
Comme |a| < |b|, alors a =2 —i et b = —3 + 3i ne convient pas.

Sia=3-3ieth=2—i,alors|a| = /32 +(-3)2=1/9+9=V18=3V2; |b| =V22 + 2= /4 + 1= /5.
Comme |a| > |b|, alors a =3 —3i et b =2 —i convient .

Dota=3-3ietb=2—1.

@ Mettons a sous forme trigonométrique.

cosf = 7
Soit 6 = arg(a). Alors , donc 6 = —7[27].

! 2]

1
sin@ = A=

w
50
I

D’otla =32 (Cos (—%) +isin (_Z))'
Soit dans le plan euclidien rapporté & un repere orthonormé (0,7, f) , les points A, B, C et D d’affixes respec-

tives a b et b2.

] 18’
w Déterminons les coordonnées du barycentre G des points A, B,C, D affectés des coefficients respectifs
1;—1;1;1.
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a?=(3-3i=9-18i—-9=—18i= % =—i; PP =02-i)=4—4i—1=3—4i
Ainsi A(3 —3i); B(—i); C(2—1i) et D(3 — 4i).

Donc I’affixe du barycentre G des points A, B,C, D affectés des coefficients respectifs 1; —1;1;1 est :

2
a—fgb b 3 3ibi4d-i43-di _ 8-Ti _ 4 7;
[ 2 =7 =43l

D’ou G (4; —1).

w Déterminons 1’ensemble des points M du plan tels que : MA> — MB> + MC?>+MD?* =k, k€ R.

On sait que G est barycentre des points A, B,C, D affectés des coefficients respectifs 1; —1;1;1. Ainsiona:
—\2 2 2 2

MA® — MB? +MC?+ MD? = (MG+GA) " — (MG+GB) + (MG+GC) "+ (MG +GD)

5

= MA? — MB® + MC? + MD? = Hm”z —2MC.GA + Hﬂ”z - Hm

2+2m.c?7\@ + \mutzm.muauﬁHmuum.m\@uz
éMAszBerMCZJrMDZ:2”1\@”2+2ATG> (62LE§+53+(7>)+HEZH27H6§H2+H53H2+H@Hz.

Or a — G? + C? + Gj = 6> car G est barycentre des points A, B,C, D affectés des coefficients respectifs 1; —1;1; 1.
Donc MA? — MB? + MC? + MD? = 2HWH2+ H(ﬁ‘r - H@H2+ HG?HZJr HG?HZ

= MA? — MB? + MC? + MD? = 2MG? + GA? — GB? + GC? + GD*.

Par conséquent MA? — MB? + MC? + MD? = k = 2MG? 4+ GA*> — GB> + GC*> + GD*> =k
= 2MG? = k— GA? + GB> — GC? — GD?.

Q
=
[\
Il
VRS
=
[o%)
|
>
[SS)
+
0
88}
+
[\SIEN]
S—
[\
N———
[\
Il
—_
+
IS
I
ENIV

2
GB® = (\/(0—4)2+(—1+§)2> —16+% =8

GC2 = (\/(2—4)2+(—1+§)2

GD? = (\/(3—4)2+ (—4+%)2
e 2 _ 5,8 4 5 _ 38 _
Ainsi 2MG” =k—3+ 5 — 7 —3=k+3 =

2 _ 2k+19
Donc MG~ = e

bl

—i—% _ 2k1—19 - MG? = 2kI]9'

Si2k+19 <0, donc k < —%, alors I’ensemble des points M du plan cherché est I’ensemble vide.
Si2k+19 =0, donc k = %, alors I’ensemble des points M du plan cherché est le singleton {G}.

Si2k+19 >0, donc k > —1—29, alors 1’ensemble des points M du plan tels que MA? — MB? + MC? + MD? est

le cercle de centre G et de rayon r = 2"1—19 = 7\/21?‘19.

Soit S la transformation géométrique qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M d’affixe 7’ telle que
7 =az+b.

Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de S.

L’ application complexe associée a S est de la forme : 7/ =az+baveca=3-3i e C* etb=2—1,

donc § est une similitude plane directe.

Le rapport et I’argument de S sont le module et I’argument de a respectivement et d’apres 1), le module de a
est v/2 et un argument de a est —Z [27].

. _ b o 2—i o 2—i _ (2-i)(=2-3)  —4-6i+2i-3 _ —7-4i _ _ 7 _ 4
Soit Q tel que 2o = 17;. 20 = 17333 = 033 = (2 449 T 133 T 13T 13
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Donc les éléments caractéristiques de S sont le rapport k = 3/2, I’angle 6 = —Z[2n] etle centre Q (— 17—3; —

=< Exercice 2 o=
e g

Calculons, en fonction de R, les aires des parties A, B, C.
Soit S4 ; Sp et Sc les aires respectives des parties A, B, C.
Comme la partie A est un cercle de rayon R, alors Sy = TR
B est la partie limitée par le cercle de rayon R et le cercle de rayon 2R,
donc Sg = 7 ((2R)* — R*) = m (4R* — R*) = 37tR?, ainsi Sp = 37R%.
C est la partie limitée par le cercle de rayon 2R et le cercle de rayon 3R,
donc S¢c = 7 ((3R)? — (2R)?) = 7 (9R* — 4R*) = 57R?, ainsi Sp = 5TR?.
Soit p la probabilité d’atteindre la partie A de la cible.
[a] Calculons, en fonction de p, les probabilités respectives d’atteindre les parties B et C.
Soit Pp et Fc les probabilités d’atteindre les parties B et C respectivement.
D’apres I’énoncé la probabilité d’atteindre une des parties de la cible est proportionnelle a 1’aire de
cette partie, donc ¢ = % = g—g.
& =3aR* X By =3pet Po=Scx § =51R* x gy =5p
Dol P =3pet Pc =5p.
@ Déduisons-en la valeur de p si la probabilité d’atteindre une des parties de la cible est 0.75.

Ainsi PB = SB X

Comme on a trois parties A, B, C et qu’on ne peut pas atteindre deux parties ou les trois parties de la
cible en méme temps, alors la probabilité d’atteindre une des parties de la cible est :

p+PB+Pc=p+3p—|—5p:9p.

_ 1

12°

X

\o|—

NoIFSTR
Al

Puisque cette probabilité est égale a 0,75, alors 9p = 0,75 = % =p=

Doncp:%,ainsiPB:%:%etPc:%

Les parties A, B, C sont affectées respectivement des points suivants : 100, 50, 25 points, un joueur

n’atteignant pas la cible marquant O point.

Soit X la variable aléatoire qui exprime le nombre de points obtenus par un joueur lancant deux fléchettes.

[a] Déterminons la loi de probabilité de X.
Soit R I’événement : « le joueur n’atteint pas la cible ».
Alors R a pour la probabilité Pr=1—(p+Pg+Pc) =1-0,75=0,25= 1.
Soit Q I'univers associe a I’expérience aléatoire.
Comme a chaque lancer de fléchettes , on a quatre possibilités et que les lancers sont indépendants,
alors CardQ = 4% = 16.

Illustrons cette situation par un arbre pondéré.
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A —— 200

B — X 150

A

\C%lx
R—— 100
A—— 150

B
C ——— 75
R————— 50
A ———— 1256
B————7-7— 75

C

\C%so
R—F————— 25
A —— > 100

R?

C —— 25

R— 0

Donc I’ensemble des valeurs prises par X est X (Q) = {0; 25; 50; 75; 100; 125; 150; 200 }

P(X=25)=2PgxPc=2x1x5=18=20

PX=30) =2 Pyt Rex Re =2 fx Ly = o = 1
P(X=75)=2PRXxPc=2x1 X35 =19=r1m.

P(X =100) =2Pg Xx Py + Pg x Pg =2 x | ><12+ ><}1 %4_1716:458_%
P(X=125)=2Py x Pc=2x b x 5 =10
P(X=150)=2Py x P =2x L x 1 2 = ¢

P(X =200) =Py x Py = L x L = L.

Calculons I’espérance mathématique de X.

8
th _xl = inP(X :xi)
i=1

=EX)=x1P(X =x1)+0P(X =x2) + x3P(X = x3) + x4 P(X = x4) + x5P(X = x5) + x6P(X = x6) +x7P(X = x7) +x3P(X

= E(X)=0x 15 +25x 22 +50 x 12 +75 x 22 +100 x £ + 125 x £ +150 x 55 +200 x 1

_ 04+750+2150+2250+1500+1250+900+200 __ 9000 _ 125 _
=EX)= T =90 =62,5
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Donc E(X) = 12 =62,5.
=< Probléeme o=

e g

A. Soit f la fonction numérique 2 variable réelle x définie par : f(x) = 2x> +1—1Inx
Etudions les variations de f et tracons la courbe représentative de cette fonction dans le repere orthonormé
(0,2}'). (Unité : 2 cm).
# Etudions les variations de f.

Dy =]0; +ool.

La fonction f est dérivable sur |0; +oo| et pour tout x €]0; oo, ona: f'(x) =4x— 1 = “xzx—_l.

Vx €]0; +oo[ x > 0, donc le signe de f'(x) est celui de 4x> — 1.

Soit4x2—1:O.Alors4x2:1:>x2:%:>x:—\/;oux:\/;:Mc:—%oux:%.

X —oo —% 0 % Foo

4x* — 1

Donc si x € ]0; 3], f/(x) < 0 ainsi f est décroissante sur |0; 3].
Sixe [% ; +ool, alors f/(x) > 0, donc f est croissante sur [% ; +oo].

D’ou le tableau de variation de f ci-apres :

X 0 % —+o0
£ - 0 +
0 oo
% +1In2

# Tracons la courbe représentative de cette fonction dans le repére orthonormé (O,f, f) (Unité : 2 cm).

Du tableau de variation de f, nous déduisons la représentation graphique (Cy) de f.
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e
Déduisons de cette représentation que : Vx €]0; 40| , f(x) > 0.

D’apres la représentation graphique de f la courbe C de f est au dessus de 1’axe des abscisses pour tout
x €]0; +ool.
D’ou Vx €]0; +oo[ , f(x) >0

In |x]|
X

g(x) =2x+
g(0)=0

si x €] —o0;0[U]0; +o0]
B. Soit g la fonction numérique a variable réelle x définie par :
# Déterminons le domaine de définition de g.
Dy =] — 0;0[U]0; 4-00[U{0} =] — 00 +o0o[. Donc Dy = R =| —c0; 4-o0].

# Vérifions si la fonction g est continue en xy = 0.

1 In(— 1
lim g(x) = lim (Zx—i—Il’x’) = lim <2x+n(x)> = 4oocar lim In(—x) = —eoet lim — = —oo,
x

x—0~ x—0~ X x—0~ x—0~ x—0" X

Donc g n’est pas continues en x = 0.

# Vérifions si la fonction g est dérivable en xg = 0.
In|x|
—2(0 2x+ 1 In(—
lim M = lim xix = lim 2+M = lim {2+ n( x) — o
x—0~ x—0 x—0~ X x—0~ x2 x—0~ x2
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1
car lim In(—x) = —coet lim — = +oo.
x—0~ x—=0~ X

Donc g n’est pas dérivable en x = 0.
Montrons que la fonction g est impaire et déduisons-en une propriété de la courbe (C) représentant ses
variations.

Soit x € D,. Alors —x € Dy et g(—x) =2(—x) + Ll T % =—2x— lnTM =- <2x+ LM) =—g(x).

X

Donc Vx € Dg, —x € Dy et g(—x) = —g(x).

D’ou la fonction g est impaire.

Par conséquent la courbe C, de g est globalement invariante par la symétrie de centre O.
Autrement dit, la courbe de la fonction g est symétrique par rapport a I’origine O du repére.
On peut donc étudier g sur [0; 4.

# Calculons g’(x) pour x € R, et déduisons de la partie A. le sens de variation de g.

Six e RY, alors g(x) =2x+ @

1 _ _ .
La fonction g est dérivable sur R’ et pour toutx € R ,ona: g'(x) =2+ = an XZIXIM _ 24l [

x2 x2

224 1-In(x) _ f(x)
=—Q0n =7

Donc g'(x)
Or d’apres ce qui précede, f(x) > 0six € R*, de plus x> > 0. Ainsi g’(x) > 0.
D’oll g est strictement croissante sur R .

Nous savons que la fonction g est impaire, donc le sens de variation de g sur R* se déduit de celui de g sur
R*
1.

Soit x € RY, alors —x € R* et g(—x) = —g(x) = (g(—x))' = (—g(x)) = —g'(—x) = —¢'(x)
=g(—x)=g'(x) >0=¢1(—x) > 0.

Par conséquent g est strictement croissante sur R* .

En conclusion la fonction g est strictement croissante sur R* et strictement croissante sur R* .

s Etudions la limite de g(x) quand x tend vers oo .

1 1
lim g(x) = lim <2x+ n(x)) = +oocar lim n(x) =0et lim 2x = oo,

X—>—+oo X—>—+oo X X—+o X X—r+o0
# Démontrons I’existence d’une asymptote oblique.

lim (g(x)—2x) = lim (2x+1nix) —2x> ~ lim <ln(x)> —0.

X—>+o0 X—r+oo X—r oo X

D’oui la courbe g admet une asymptote oblique d’équation y = 2x.

# Précisons la position de (C) par rapport a I’asymptote

g(x)—2x= @ Le signe de g(x) — 2x est celui de In(x).

Orsi x €]0;1], In(x) <0, donc g(x) —2x < 0, ainsi (C) est en dessous de la droite d’équation y = 2x sur
10;1].

Six € [1; +eof, alors In(x) > 0, donc g(x) —2x > 0, d’ou (C) est au dessus de la droite d’équation y = 2x sur
[1; +oo[.

* Faisons le tableau des variations de g .
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# Tracons la courbe (C) de g dans un nouveau repere (Unité : 1 cm).
Le point d’intersection de (C) avec son asymptote oblique a pour abscisse qui vérifie Inx = 0, donc x = 1.
y=2x1=2,d ou le point d’intersection de (C) avec son asymptote oblique est A(1; 2).

y
g/

A

—~~
N

~
>

\ 4

Soita > 1.

# Calculons, en fonction de a, I’aire A(a) de la surface comprise entre (C) , 1’asymptote oblique et les droites
d’équationx =1l etx =a.

a

A(a):/lag(x)dx:/la <2x+ln(x>)dx: [ﬁ%(m@))ﬂ :a2+%(ln(a))2—1—%(ln(1))2

X 1
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~ Ala) :az—l—%(ln(a))z— I

Dot A(a) = a®+ 1 (In(a))* — 1.

# Déterminons la limite de A(a) quand a tend vers +oo.

1
lim A(a) = lim <a2+ —~ (In(a))?* - 1> cm* = +oe0. Donc lim A(a) = oo,
2 a—r oo

a—s—+oo a—r+oo
x=e"
C. Soit M un point mobile du plan dont les coordonnées, a I’instant ¢, sont : teRT.
(4,2
y=e'(2—te”)
p . . = TR = ¢ . .
Calculons les coordonnées des vecteurs vitesses vitesse Vj; et accélération ')y du point M a I’instant ¢.

Le vecteur vitesse V(t) est défini par V(t) =4

Y= et

c’est-a-dire V(t) :
Y =—e (2—1¥) et (—e¥ —2ue¥) =7t (—2— ¥ —1¥)

D’ol V(t) :
y/ — ¢! (_2_82t _teZt)

e T o = dv
Le vecteur accélération I'(¢) est défini par I' (1) = - ,

c’est-a-dire ?(t) :

D’ou F(t) :
y// — ¢! (2 — e 72‘621)

Montrons que la trajectoire du point M est une partie de C que nous préciserons.

Commet >0, alorsef > 1 = 617 <l=e'<1l,doncx<1,demémex=e">0,ainsi 0 < x < 1 ¢’est-a-dire
x €]0; 1].

x=e'! <= e'=x <= —t=In(x) < r=—In(x).

y=e'(2—te?)=e"" (2—t><e_1—2,) =e! (2—t><( ! )2> =x(2—(~Inx) x %)

e x2
:>y:x<2+1nx@> :2x+@:g(x) pour x €]0; 1].

D’ot la trajectoire de M est la partie de (C) dans I'intervalle ]0; 1].

Précisons dans les cas t = 0 et t = In2 la position du point M, les coordonnées de V), et I’y et la nature de
son mouvement (accéléré ou retardé).

#Pourr=0,x=e"=1;y=¢"(2-0xe%) =1x2=2;

¥=-e=—1;y=e"(—2—-¢"—-0x0e?) = -3;

x”:eozl;y”:eo(2—260—0xe0) =1x0=0.

D’ol le mobile est en My(1; 2) avec pour vecteur vitesse \7(;(1 ; 0) et pour vecteur accélération 1:(;(1 ;0).
Deplus%olro):—lx1—3><0:—1+O:—1<0.

Donc le mouvement de M est retardé.

#Pourt =In2,x=e M =1;y=¢"?(2-n2xe>*"?) = 1 (2-4In2) = (1 -21n2);

M=M=ty =M (22 _n2x e¥M2) = 1 (—2-4—-4In2) = (-3 -2In2);
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K=e2=1y = 102(2-2e2I2 _In2 x ¢2102) = 1 (2-8—4In2) = (-3 —21n2).
Ainsi le mobile est en M; (% ; 1 —21In2) avec pour vecteur vitesse v (—451-2In2) et
pour vecteur accélération I:; (% ; —3—2In 2).

De plus Vo Ty = —4 x } — (=3 —21n2) x (=3 —2In2) = } 494121024 (In2)* = ¥ +12In2+ (In2)* > 0.

Donc le mouvement de M est accéléré.
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Sujet 5
Session de 1987
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=< Exercice | o=

Soient deux personnes prises au hasard.

Déterminons la probabilité pour qu’elles soient nées un mé€me jour de la semaine.

Soit Q I'univers associée a I’expérience aléatoire.

Chaque personne a 7 possibilités d’étre nées dans une semaine, donc pour deux personnes,
il y a alors CardQ = 7% = 49 possibilités d’étre nées dans une semaines.

Soit A I’événement : « les deux personnes sont nées un méme jour de la semaine ».

Comme une semaine compte 7 jours alors CarA =7 , donc P(A) = gjrrjg = % = %

Ainsi la probabilité pour que deux personnes soient nées un méme jour de la semaine est P(A) = %

3 Déterminons la probabilité pour que, dans un groupe de 4 personnes, pour que toutes soient nées des jours
différents de la semaine.

Soit Q I'univers associée a I’expérience aléatoire.

Chaque personne a 7 possibilités d’étre nées dans une semaine, donc pour 4 personnes

il y aura CardQ = 7* = 2041 possibilités d’étre nées dans une semaines.

Soit B I’événement : « les 4 personnes sont nées des jours différents de la semaine ».

Comme une semaine compte 7 jours et comme les 4 personnes sont nées des jours différents,

alors le nombre de possibilités pour ces 4 personnes d’étre nées des jours différents est un arrangement de 4
jours parmi 7 , donc CardB = A = n = 840, ainsi P(B) = g;’r’jg = % = %.

3!
D’oll la probabilité pour que deux personnes soient nées un méme jour de la semaine est P(A) = %.

3 Vérifions s’il s’agira de faire un pari gagnant en affirmant que deux d’entre elles au moins sont nées le
méme jour de la semaine.

L’événement : « les deux personnes d’entre elles au moins sont nées le méme jour de la semaine » est
I’événement contraire noté B de I’événement B :
« les 4 personnes sont nées des jours différents de la semaine »
B) = — 120 __ 343-120 __ 223 B) = 223 o,
Donc P (B) =1-P(B) =1— 123 =350 =22 = P(B) = 33 ~ 0,6501.

Puisque « faire un pari gagnant » signifie que I’événement choisi a une probabilité supérieure ou égale a % et
comme P (B) > % = 0,5, alors c’est faire un pari gagnant en affirmant que deux d’entre elles au moins sont
nées le méme jour de la semaine

Déterminons la probabilité pour que parmi n personnes 1’une au moins soit née un lundi.

Soit Q I'univers associée a I’expérience aléatoire. Chaque personne a 7 possibilités d’étre nées dans une
semaine, donc pour n personnes il y a CardQ = 7" possibilités d’€tre nées dans une semaines

Soit C I’événement : « parmi n personnes I’une au moins soit née un lundi »

Son événement contraire noté C est « aucune des n personnes n’est née un lundi », donc, CardC = 6" , ainsi

P(C)=Sadl =& = (§)".
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Dot P(C)=1-P(C)=1-(§)".

Par suite P(C) =1 — (g)n

3 Déterminons le nombre de personnes qu’il doit y avoir dans le groupe pour que I’affirmation « au moins
I’un d’entre vous est née un lundi » soit un pari gagnant.

11 s’agit de déterminer n tel que P(C) > 1.

Comme P(C) =1 (§)" alors 1 — (8)" > L= —(8) > 14— (§)" >~} = (4" < }

"2 carln (&) <0, ainsi n > 4,4965.

in(%)

=mn($)" <n(})=nn()<-m2=n>
Comme 7 est un entier naturel , alors n > 5.

Donc il doit y avoir au moins 5 personnes pour que cette affirmation soit pari gagnant.

=< Exercice 2 o=

Soit I’expression P(z) définie pour tout nombre complexe z par P(z) = 2> — 22+ (=1 +i)z —2 — 2i.

[a] Démontrons que 1’équation P(z) = 0 admet une solution réelle x et une solution imaginaire pur y que nous
calculerons.

= Posons x = a avec a € R.
Alorsa® —a?+ (=1+1i)Ja—2-2i=0=a*—-a*>—a+ia—2-2i=0=d’—a*—a—2+i(a—2)=0
a@—a*—a-2=0
= .
a—2=0 ©)
Considérons 2) : a—2 =0. Alors a = 2.
Vérifions si a = 2 est solution de (1) : 23 —22 —2 -2 =8 —4 —4 =0, donc a = 2 convient.
Ainsi I’équation (E) admet une solution réelle x = 2.
w Posons y = ib avec b € R.
Alors (ib)? — (ib)?> + (=14 1i)(ib) =2 —2i =0 = —ib> +b*> —ib—b—2—2i =0
b —b-2=0 @
=i(-b—b-2)+b*—b—-2= :
P—b-2=0 (O

Considérons @ : b> —b—2=0.A=(—1)2—=4(1)(-2) = 148=9=A=9=VA=1/9=3=VA=3.
b=l F o= mg o2

Vérifions si b =2 ou b = —1 est solution de (1) :

Pour b =2, alors —1 x2> —2—-2=—-8—-4=—12+#0, donc b = 2 ne convient pas.

Pour b= —1, alors —(—1)> = (=1) =2 =1+1-2=0, donc b = —1 convient.

Donc I’équation (E) admet une solution une solution imaginaire y = —i

@ Déterminons la 3°™ solution z 4 ’aide d’une factorisation.

Le polyndme P est de degré 3, comme d’apres 1) x =2 et y = —i sont racines de P, alors il existe un polyndme
de degré 1, Q(z) = az+ b tel que P(z) = (z—2)(z+1i)Q(z), c’est-a-dire P(z) = (z—2)(z+i)(az +b).

P(z) = (z* +iz — 2z —2i)(az + b) = az® +iaz* — 2az* — 2iaz + bz* + ibz — 2bz — 2ib
= P(z) = az® + (ia — 2a+b)z* + (—2ia + ib — 2b)z — 2ib.
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a=1

ia—2a+b=-1
Or P(z) = 22 — 22+ (=1 +i)z — 2 — 2i, donc par identification , on a :
—2ia+ib—-2b=—1+1i

—2-2i
b=
(a=1 a=1
b=—1—ia+2a b=—-1—-i+2=1-i
j ~ 3 (C1430(i-2) _ s si
. . . . — — 31)(—i— _ .
(i—2)b=—-14+i4+2i=—1+3i b= l.l_+2’: T = 55’:1_1
—2ib=—2—2i (b="FH=—i+t1=1-i

Donc a = 1etb=1—i. Ainsi la 3*™ solution z vérifie z+ 1 —i = 0 c’est-a-dire z = —1 +i.
# Donnons les formes trigonométriques des trois solutions.

w Pour x = 2.

cosf = % =1

Alors |x| =2; Soit 8 = arg(x), alors ,donc 6 =0[2x].
sinf=9=0

D’ol x = 2(cos0+i sin0).

w Pour y = —i.

M=V F TP =vI=1.

_ cosf = % =0 -
Soit 6 = arg(y), alors , donc 6 = -7 [2x].

_1_
==

))-

sinf =

Doty =1(cos (—%) +isin(—

SIE]

w Pour z = —1+1.
7=/ (-1)2+12=/1+1=V2.

=l _ 2
cose—ﬁ 5

Soit 6 = arg(z), alors ,donc 6 = — I 271] = 3 [271].

ing — L V2
smG—\6 >

Dotz =42 (cos (%) +1isin (%”))
Soit respectivement A, B et C les images dans le plan complexe des nombres x, y, z.
% Montrons que le triangle ABC est isocele et rectangle.
AB|=|y—2] = | ~i~2| = /(2P + (-2 = VAT T =V5;
AC) = 2= ] = | = 1+i=2] = | =3+ = /(=3 + (1) = o+ 1 = V10;

ICC| = |z—x| = |—1+i+i|=]|—1+2i|=/(-1)2+(2)2 = VI +4=1/5.
AB? = (\@)2 =5

Ona AC?= (\/m)2 =10 } = AC? =AB?+BC?, donc le triangle ABC est rectangle en B, de plus AB = BC
BC? = (ﬁ)z =5

D’ou le triangle ABC est isocele et rectangle en B.

# Déterminons 1’affixe du milieu / de [AC].
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L affixe du milieu 7 de [AC] est zy = == = 2215 = 1+ 1j ainsi I’affixe du milieu 7 de [AC] estz; = 1 +

2
# Déterminons I’image D de A par la rotation de centre / et d’angle 7.

Soit zp Iaffixe du point D image de A par la rotation de centre [ et d’angle 7.

Comme I’application complexe associée a la rotation de centre / et d’angle 7 a pour écriture

complexe r(z) = e? (x—z7) +z7, alors zp = €2 (x —z7) + 27 -
i

Donc zp = (cosZ+isinZ) 2— L L)+ 1+ ti=0+) L)+ +li=3iv i+ i4ti=142i

D’ou D est le point d’affixe zp = 1+ 2i

# Déterminons enfin la nature du quadrilatere ABCD.

L affixe du milieu 7 de [DB] est 23~ =1 4+ 1i =z, donc [AC] et [DB] ont méme milieu, ainsi ABCD est un

parallélogramme, de plus le triangle ABC est rectangle.
D’ou ABCD est un carré.

=~ Probleme o ——

TN NN

Soit f la fonction numérique de la variable x définie par :
f(x)=2xIn(—x), six<O
fxX)=x+vx:+x, six>0
A.
[a] ® Etudions la continuité et la dérivabilité de f en xo = 0.
Dy =] —00;0[U[0; +oo[=] —o0; +oo[, donc Dy =] —oo; foo[=RR.
s Etudions la continuité de f en xo = 0.
f(0)=0+V02+0=0+/0=0.
x—0~
Donc lim f(x) = lim f(x) = f(0) =0.
x—0~ x—0+t
D’otl f est continue en xp = 0.

s Etudions la dérivabilité de f en xy = 0.

lim <f(x)_f(0)) = lim (M‘(_x)) = lim (2In(—x)) = 2(—o0) = —oo.

x—0~ x—0 x—0~ X x—0~
— £(0 2
iy (1100 g (x+ mx) i (14 )
x—0F x—0 x—0t X x—0t X

o (FR=1OY _ L) m L
:‘Ji%h(x_o SR\ pva ) e IR e

D’ou f n’est pas dérivable en xg = 0.

@ Vérifions si la fonction f est continue sur R.

Six €] —e0; 0], la fonction x — f(x) = 2xIn(—x) est continue sur | — oo ; O] car il s’agit du produit et
composée des fonctions continues sur | —eo; 0[. De méme, si x €]0; +oo[, x — f(x) =x+ Vx> +x est

continue sur |0; +oo car c’est la somme et composée des fonctions qui le sont sur |0 ; +oof.
De plus f est continue en xp = 0. Ainsi f est continue sur | —oo; 0[U]0; +oo[U{0} = R.

D’otl f est continue sur R.
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lim £(x) = lim (2xIn(—x)) =2x0=0. lim f(x)= lim (x+ x2+x) =0+/02+0=0+0=0.
x—0~ x—0T x—0t



@ Déterminons les intervalles de R sur lesquels f est dérivable.

Six €] —eo; 0], la fonction x — f(x) = 2xIn(—x) est dérivable sur | —eo; O] car il s’agit du produit et
composée des fonctions dérivables sur | —oo; 0[. De méme, si x €]0; 4o, x — f(x) = x+ Vx> +x est
dérivable sur |0 ; +oo[ car c’est la somme et composée des fonctions qui le sont sur |0 ; +oo].

Or f est n’est pas dérivable en xg = 0.

Par conséquent f est dérivable sur | —co; O[ et sur |0 +oo].
@ # Montrons I’existence d’une branche parabolique quand x — —eo, pour la courbe représentative de f.

Jim_f(x) = lim (2xIn(~)) = —eo(-tes) = +oo
2xIn(—
tim L9 i <xn(x)> = lim In(—x) = oo,
X ——o X X—>—00 X X—y—o0
D’ou la courbe représentative de f admet en —eo une branche parabolique .

# Précisons sa direction.

Comme lim @ = 4o, alors la branche parabolique a pour direction (Oy).
X ——o X

[a] # Montrons que la droite d’équation y = 2x+ % est une asymptote pour la courbe (C).

Soit x €]0; +oof.

e Vi T L T L o (VR () ) (VR () R ()
FE) =y =xF V@ x-2r—y =vxitx—x—; = ot (r D) = T ()

1
= 0=y = Jarieey
1
Ainsi f(x) —y = m
_Al, 1

Doncxl_lg_lm(f(x) y) xl_lg_lm m+(x+%) Ocarxgr}rlm< x+x+x+2> oo,

D’ou la droite d’équation y = 2x + % est une asymptote pour la courbe (C).

# Déterminons la position de (C) par rapport a cette droite, quand x — +co.

1
o . v = —z 2 1
Quand x — +oo, alorsx>0.0na: f(x)—y ey peny <0, car Va2 +x+ (x+3) > 0.
) s PSP _ 1
Donc f(x) —y < 0, d’oli la courbe (C) est en dessous de la droite d’équation y = 2x + 5.
@ Montrons que , pour x > 0, (C) ne coupe pas I’asymptote.
(C) coupe ne coupe pas I’asymptote si f(x) —y # 0.
1
Cv— ~3
Pourx >0, f(x) —y = VcEwsY prmy) # 0.
D’ol pour x > 0, (C) ne coupe pas 1’asymptote.
[a] ® Etudions les variations de f.
Df :] —oo; —|—oo[: R.
% Pour f(x) =2xIn(—x) , avec x €] —o0; 0].
La fonction f est dérivable sur | —co; O[ et pour tout x €] —eo; O, ona:
f(x) =2In(—x) +2x (=) =2In(—x) +2 x 1 = 2In(—x) + 2.
fl(x) >0 < 2In(—x) > 2 <= In(—x) > -1 < —x>e ! <= x<—¢! = x<-L
D’ousix € ] —o0; —é}, f'(x) >0, donc f est croissante sur]—oo; —1]. Sixe [—é ; O[, alors f'(x) <0,

e
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donc f est croissante sur [—é ; 0[.
# Pour f(x) =x+Vx2+x,x € [0; +ool.
La fonction est dérivable sur |0 ; 4-oo| et pour tout x €]0; oo, on a:

Pl =1+ 2x+1 2V +x4+2x+1
X)) = =
2vVx2 4 x 2V x%2+x

# Démontrons 1’existence de deux extremas A et B.

> 0, donc f est strictement croissante sur |0 ; +oo].

Comme la fonction f est croissante sur ] —oo; —é] et décroissante sur [—% ; 0[, alors f admet un

maximum sur | —oo; O[en —1 égaled f(—1) =2x (=1)In() =2
De méme f étant décroissante sur [—% ; 0[ et strictement croissante sur |0 ; +oo|, alors f admet un
minimum en 0 égale a f(0) = 0.

D’olt f admet un maximum en A (—1; 2) et un minimum en B(0; 0).

[b] # Calculons f(—e), f(—1),f (—1), £(0), £(1).
f(—e) =—2e x1In(e) = —2e x 1 = —2e¢, donc f(—e) = —2e.
f(=1)=—=2In(1) = =2 x 0 =0, donc f(—1) =0.
(1) ==2mn(2) = =2 x (~1) =2, done £ (1) = 2
f(0) =0++02+0=0++/0=0, donc f(0) =0.
f(1)=1+V12+1=1++/2,donc f(1) =1++2.

s Etablissons un tableau de variation de f.

(—
(—
(
(

lim f(x) = —oo d’apres ce qui précede. ngwf(x) = lim <x+ x? —i—x) = oo,

X——+oo X—r4-o00
D’ot le tableau de variation de f.
1
X —oo —— 0 4
e
f'(x) + 0 S R
2 —+o0
e
. \ /
0 0

Dessinons la courbe (C) dans le repere (0,7, ).
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e
# Reportons les demi-tangentes, puis la tangente a la courbe de direction Ox (axe des abscisses).

Déterminons 1’équation de la tangente a (C) en xp = 1.

FO) =14 VPFT=14V2=0; f(1) = 14+ B = 14 35 = 14 32 = 4302
y:f/(1)(x_1)+f(1):(4++ﬂ) (= 1)+ 14+v2 = <4+2ﬁ>x_1_¥+1+\@

=y= (%ﬁ))ﬁ—?.

Donc I’équation de la tangente a (C) esty = (4+Zﬁ> x+ %.

B.

Démontrons que la restriction de f a [1,+oo[ admet une bijection réciproque f~' en précisant ’ensemble de
définition et I’ensemble image.

La fonction f est continue et dérivable sur |0 ; +oo[ en particulier sur [1; +oo[. De plus la fonction f est
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strictement croissante sur [1 ; +oo[. D’oll la restriction de f a [1,-+oo[ admet une bijection réciproque f~!.

X—r+oo

Ainsi la restriction de f a [1, +oo[ réalise une bijection de [1 ; +oof sur f([1; +oo[) = [f(l) ; lim f(x) [

Or f(1) =14++2et lim f(x) = +oo.

X—>-o00
D’oti la restriction de f & [1, +oo[ admet une bijection réciproque f~! définie de [1 +/2; +oo[ et
dont I’ensemble image est [1 ; +oo].
#% Dessinons sa courbe représentative (C) ! dans le méme repére que celui de (C).

Puisque les fonction f et f~! sont réciproques 1'une de I’autre, alors leurs représentations graphiques dans
un repere orthonormé (0,?,]7) sont symétriques I’une de I’autre par rapport a la droite d’équation y = x

(premiere bissectrice).
Pour le tracé de (C)~! voir le graphique précédent ot la courbe (C)~! est en pointillée.

Calculons, en cm?, I’aire géométrique du domaine (A) limite par les frontiéres x = —1; x = —%, I’axe Ox et
la courbe (C).

Soit d I’aire du domaine (A).

_1
a-= / ’ f(x)dx x u.a. u.a représente 1’unité d’aire : u.a = 2cm x 2cm = dem?.
-1

_1 _1
/ Cfx)dx = / * (2xIn(—x)) dx. Effectuons une intégration par parties.
-1 J-1

Posons u'(x) = 2x et v(x) = In(—x). Alors u(x) = x*> et V/(x) = =L =

[ e[| 7 (e D= [emeo] e femo] b
o [ (<L) (D) ccrmn (<) s her

= [ W= X () =0- s =

Donc & = (— 5% +§) x dem? = (—6e~2 +2)em? = (2 —6e~2) cm.

D’ot I’aire géométrique du domaine (A) limite par les frontieres x = —1;x = — é, I’axe Ox et la courbe (C)

estd = (2 — 6872) cm?.
. . a . oy ., . .
C. Soit un point M b animé d’un mouvement plan, curviligne, et sa position en fonction du temps ¢ donnée par :

x=t+1

y=t+1+Ve243t+2

% Montrons que la trajectoire de M est une partie de (C) que nous préciserons.

avect >0

Commet >0, alorsx=r+1>1=x>1,doncx € [l;+eo[. Deplusx=r+1=t=x—1.
Ainsiy=x++/(x—1)24+3x—1)+2=x+Vx2 —2x+ 1 +3x—3+2 =x+ Va2 +x = f(x) avec x > .
D’olty = f(x) avec x > 1.

Par suite la trajectoire de M est la partie de (C) dans I'intervalle [1 ; +oo|.

# Déterminons le sens de parcours de M.
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Sit=0,alorsx=0+1=1;y=0+1+v024+3x0+2=1+2.

Puisque la trajectoire de M est la partie de (C) dans ’intervalle [1 ; +oo[, alors si ¢ croit de 0 a 4o, le mobile
M va de My a I’infini.

Déterminons et représentons le vecteur vitesse V et le vecteur accélérateur ? at=1.

an

Le vecteur vitesse V(I) est défini par V(t) =g

¥ = et
c’est-a-dire V(t) :
y=—e'(2—te)+e ! (—e¥ —2te") = e (-2 — ¥ —1e¥)

X =1
w Vi)
/I 1+ 2t+3
Y 221342
S hratimn T2 (s 2 dV
Le vecteur accélération I"(¢) est défini par I' (1) = .
X'=0
f‘) t): ) _ 2143
( ) "_ 2X2Vt2 43142 (2t+3)>< 2a31a _ 4([2+3l+2)—(2t+3)2 _ 41‘2+12t+874t2712t79 _ 1
Y (zm)z 41243t 42)V12 3142 A4(243t+2) V12 +3t+2 (1243t 42) V1243142
X'=0
F(t) " _ 1
Y 4(r243t42) V1243142
_ 9y — _ el 1y — 2+3 5V6. 11 _ (.
#Pourt=1,x=2;y=2+V14+34+2=2+V6;4=1;y = I+ =1+ f =1+22:x"=0;
"n_ 1 _ _ﬁ
y = 4(14342)V/1+3+2 ~— 144°

D’oli le mobile est en M;(2; 2+ 1/6) avec pour vecteur vitesse V (l 142 f) et pour vecteur accélérateur
T (o - %) .

# Vérifions si le mouvement est accéléré ou retardée a cet instant.

Comme Vo T} = 1x 0+ (1+38) x (—8) = — (1+3£) (+8) <0.

Alors le mouvement de M est retardé.

Montrons que le vecteur vitesse est toujours tangent a la trajectoire du point M.

. X=1+#0 N
Comme V (¢) : , c’est-a-dire V (r) # 0 pour tout ¢ > 0.
!/ l+ 2t43 ?é 0
Y= 2Vi2+31+2

Alors le vecteur vitesse est toujours tangent a la trajectoire du point M.
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Sujet 6
Session de 1988

() nen+ est a termes positifs, de premier terme u; = 1 et telle que pour tout entier n de N*, on ait (u,,+ 1)2 =euy,.

Donc u, 1 = /eu, = (eun)%.

Calculons uy, us, us en donnant les résultats sous formes e¢” ou r est rationnel.

=< Exercice | o=

Uy = (eul)% = (ex 1)% = (e)% =e2 ,donc u, = e?

s

1

2 3
- (ez)

=

EN[)
ENIN

us = (eup)? = er ,doncuz =e

~
Q
X
Q
=
N—
(S]]
I
N._.
+
D=
N——

1
2 7 7
=% ,donc uy = es

[
I
/N
Q
X
Q
FNI®
N——
I—
I
/N I/
mh—-
+
ENN)
—
=
I
—/~
Q
IN|
—

uy = (eus)

On pose : Vn € N* v, = Inu, —a ou a est un réel strictement positif.
[a] Déterminons a pour que (v,) soit une suite géométrique en précisant la raison.

Va1 = Inu, —azln(eun)% = %ln(eun)—a:%(lne—i—lnun)—a:%(l—i—lnun)—a: %+%lnun—a

Orv, =Inu, —a, donc Inu, =v,+a, ainsi v,; | = %+%(vn+a)—a: %vn—l—l%“.

Donc (v,) est une suite géométrique si 1%" =0c’est-a-dire | —a=0,dota=1.

1
5 -

@ Calculons dans ce cas la limite de v, puis celle de u,, quand n tend vers +co.

La suite (v,) est suite géométrique de raison g =

w Calculons dans ce cas la limite de v,, quand 7 tend vers +-oo.
D’apres 2) a) la suite (v,) est suite géométrique de raison g = % et de premier terme v

vi=lhhuyy—1=Inl1-1=0-1=-1.
Donc pour tout n € N* | v, = —(%)n_l.

-1

.. . " .

Ainsi lim v, = lim — () =0 car % < 1.Donc lim v, =0
n—s-+oo n—s--o0 2 n—s-too

w Calculons dans ce cas la limite de u, quand n tend vers oo,
Comme v, = Inu, — 1, alors Inu, = v, + 1 = u, = e+

Donc lim u, = lim "' =" =¢l =¢. D'od lim u, =e.
n—s—oo n——oo n——o0

Soit a = 1; on désigne par Ay la somme des k premiers termes de la suite géométrique (v,,) et par By le produit
des k premiers termes de la suite (u,).

@ Calculons A, et B, en fonction de k.

w Calculons Ay en fonction de k.

D’apres 2) a) (v,) est suite géométrique de raison g = % et de premier terme v; = —1.
4 1-(1) k k k
Donc g =vi-+uz - bve=vx (1) == (505) = (<14 (%) x3 = -24200) =2 ()" -2,

donc Ay =2 (1) —2.
w Calculons By en fonction de k.

Bi = uy X up X uz X -~ X u. D’aprés la question 2) b) pour tout n € N*, u,, = "+,
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k fois

k
Donc B = e"+! x et x et ... x et —pvitntvitetul 1+ 14+ 1 — Mtk B — 2(3) 2tk
k
Doit By = ¢2(2) ~2Hk,
@ Déterminons les limites de A; et B, quand & tend vers oo,

w Déterminons les limites de Ay quand & tend vers +-co.

X—r+oo k—>+o0 k—r-o0 k— o0

1\* 1\*
Comme lim <2> =0 car 1 5 <1,alors lim Ay= lim <2 (2> —2) =0—-2=2.Donc lim A;=-2.
w Déterminons les limites de By quand & tend vers +-co.

. . 1" : 2(1) 24k
Puisque 1151_1 3 =0et] lim (=24 k = oo, alors hm Bk— lim (e"\2 = +oo,

x—roo k—s+oo k—-o0

D’ol lim By =+

k—+-o0

=< Exercice 2 o=

TN NN
Soit dans le plan complexe, 1’application associant au point a d’affixe z, le point A d’affixe Z =z+ 1+
z# —1).
Calculons (X, Y) coordonnées de A, en fonction de (x, y) coordonnées de a.

z+1’ (

z I Fiy+1+ Py 2t =D)
= z —— =X+ — =X y+—5—5
+1 O T 1212
. 2(x+1)—2iy . 2(x+1) —2iy
== X—|—1+l +7:X+1+l -+ +
SRRV TR T )2y

2(x+1) . —2iy 2 . 2
= 1 =+ (14— -
G T e T ) T e

AinsiZ:(x+1)< =S zﬂz)"’ly( - x+1) )’
c’est-a-dire X +iY = (x+ 1) <1 x+1 )—Hy(l—m)-
X = (x +1) ( (x+1§2+y2>

Y=y (1 )

[a] Déterminons I’ensemble E des points A tels que Z soit réel.

D’ou

Z estréel si et seulement si sa partie imaginaire Y est nulle, donc si et seulement si y (1 — m) =0.

(x+1)2+y* -2
(x+1)24y2

2 2
l—-——— | =0 <= =0oul——5———=0<«= y=0o0u
y( <wHV+ﬁ> ’ (17242 ’
— y=0ou(x+1)>+y*—2=0avec (x+1)>+y* #0
— y=0o0u(x+1)>+y*=2avec (x,y) # (—1,0)

Soit (D) la droite d’équation y = 0 et (C) le cercle de centre Q(—1, 0) et de rayon r = v/2 .
On remarque que le point Q(—1, 0) appartient a la droite (D).

Puisque Z est réel si et seulement siy = 0 ou (x+ 1)? +y? = 2 avec (x,y) # (—1, 0), alors ’ensemble
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E est la réunion de la droite (D) privée de Q(—1, 0) et du cercle (C) de centre Q(—1, 0) et de rayon
r=v2.

@ Construisons la partie de E qui est un cercle de centre Q(—1,0).

11 s’ agit du cercle (C) de centre Q(—1, 0) et de rayon r = /2.

¥
A

L | VAN

@ »)

.

@ Déterminons 1’ensemble F' des points A tels que Z soit imaginaire pur.

Z est imaginaire pur si et seulement si la partie réelle X de Z est nulle ,
donc si et seulement si (x+ 1) (1 + m) —0.

2

=0 <<= x+1=00ul+ - —5—==
> (x+1)24y?

{1+ —=
G+ )< T
(x+1)2+y*+2

<— x=-—1ou =0
(x+1)24y?

<~ x=-1ou (x+1)2+y2+2:0avec (x—|—1)2+y2 #0
< x=—1lou(x+1)*+y*+2=0avec (x,y) # (—1,0)

Or (x+1)2+y*+2=0 <= (x+1)>+y* = —2 impossible car la somme des carrés de deux nombres
est positive.

Ainsi X =0 <= x= —1avec (x,y) # (—1, 0). Soit (A) la droite d’équation x = —1 avec Q(—1, 0)
On remarque que le point Q(—1, 0) appartient a la droite (D).
Donc Z est imaginaire pur si et seulement
six = —1avec (x,y) # (—1,0).
D’ou I’ensemble F est la droite (D) privée de Q(—1, 0)
On suppose que |z+ 1| = 1.

w Déterminons z tel que 1’on ait |Z| = 1.
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2
el =12+ 1P =1 =1= (VE+1T+7?) =12 @+1P47 =1 O.

X:(Hl)(HW)

2
|z|:1:,|z\2:1:,(\/xz+y2) —1=X24Y2=1,0r X
¥ =y (1= iz

donc(x+1)2(1+m)2+y2<1—m)2.
Comme(x+1)2—|—y2:l,onobtient(x+1)2(1+%)2+y2(1—%)2:1:>(x—|—1)2(3)2+y2(—1)2:1
=9x+1)2+y =1 (.

(x+12+y*=1 ©

Ix+112+y*=1 @

@Q-0=9x+1)2+yY—x+1)2-y’=1-1=8x+1)?=0=x+1=0=x=—1.

Ainsi on obtient le systeme suivant :

Remplagons x = —1dans ) .Ona (—1+1)2+y>’=1=0+y’=1=y’=1=y=1ouy=—1.
Doncz=—-1+iouz=—-1—i
w Déduisons-en Z.

Ona Z:z+1+z+%.

%Pourz:—1+i,Z:—l+i+l+ﬁ:l—i—%:l—%:l—Zl:—l
#Pourz=—1—iZ=—l—i+1+ 25 =—i+5=i+3=i+2i=3i

D'ouZ=—iou Z=3i.
~<p Probleme ~——

e e S S

A. Soit les fonctions numériques de la variable réelle x, dépendant du parametre réel m, non nul, définies par :
_ F4m
f m(x) —  Qer

Etudions les variations de f,, suivant les valeurs de m en distinguant les cas oum < 0 et m > 0.

Dyf, =R =] —o0; 4oof.

La fonction f;,, est dérivable sur R et pour tout x € R, on a:

26 x2e* =2 x (X +m 2" (2e¥ —e*—m (e —m (e —m
f’;1(_x) = (zex)Z( ) — ( 462)( ) — (262}( ) DOHC fl;l(x) — %

Vx € R, ¥ > 0 et e* > 0, donc le signe de f7,(x) est celui de e — m.

Sim <0, alors —m > 0, donc e** —m > 0 ainsi f7,(x) > 0.

D’oll f,, est strictement croissante sur R pour m €] —eo; 0].

Sim >0, alors e —m = 0= > = m = 2x = In(m) = x = % In(m).

Six € | —oo; J1n(m)], alors f,(x) <0, donc f, est décroissante sur | —co; 1 1n(m)].
Six € [LIn(m); +oo[, alors f,(x) > 0, donc f,, est croissante sur [ In(m); +oo].

Déterminons les valeurs de m pour lesquelles, on a la relation : pour tout réel x : ‘( £ ()% = (fm (x))2’ =1
ol f; est la fonction dérivée de f,,.

2
(e"(ez"m)) _ <62x+m>2| 1
2e2¢ 2¢* -

e 2meP4m® [ ¥ 2me> +m?
4 4e%

() = ()2 = 1 =

e —2me* +m?—e™ —2me* —m?
4e2x

— )‘:u:» 1

_ —4me™
=1 ‘ 4e%*
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— |-ml=1<<= |ml=1 <= m=—loum=1.
D’oflonalarelation:pourtoutréelx:|(f,’n( ))? = (fu(x))?|=1sim=—1oum=1.

B. Soit les fonctions numériques définies par :

x— fi(x) = ";‘;1 (sim=1)et f_1(x) = 2ex1 (sim=—1)de courbes C; et C_;.
[a] Montrons que fi(x) = S5 et f_1(x) = <5
fi (x) _ 622";;1 — (32X+12)><€ — ez‘*_"z-i-e_" — e‘*—&-ze_)“

N _ X+ —X
D’ou fi(x) = 55—

A 2x_ 2% _ 1 —x 2x—x_ ,—X X
De méme f,l(x) = e2eX1 = (e 2)><e I 5 e _ e 2e )
—x

Dot f-1(x) =

@ @ Vérifions que f] et f_| sont respectivement paire et impaire.

# Montrons que f] est paire.
Soitx € R. Alors —x € Retona: fi(—x) = eﬂ+§7<ﬁ) =5 = o = f(x).

Donc Vx € R, —x € Ret fi(—x) = fi(x). D’ou f; est paire.

# Montrons que f; est impaire.
Soitx € R. Alors —x € R.On a:
—x__,—(—x) —X__ X X —x ex X
fal-x) =t s e o menet O ) o f ().
Donc Vx € R, —x € Ret f_;(—x) = —f_1(x). D’ou f_; est impaire.

@ Montrons que C_; admet un point d’inflexion.

La courbe C_; admet un point d’inflexion si la dérivée seconde f”, de f_; s’annule en changeant de
signe.

La fonction f_; est dérivable sur R et pour toutx € R, on a:

/ X

fL) = et f71(x) = (f11(0) = <5~

Soit /71 (x) =0. Alors “f— =0= " —e *=0= ' =¢ *=x=—x=>2=0=x=93=0=x=0.

X

Tableau de signe

x| —eo 0 foo

1) -0+

D’apres le tableau de signe f”, s’annule en changeant de signe. D’out C_; admet un point d’inflexion.

0_,0

Fa(0) =252 = 51—,
Donc le point d’inflexion est le point O(0; 0).
@ Déterminons la position relative de C| par rapport a C_j.
fi(x) — foi(x) = €5 eFe s = 20 — o= > 0 Vx € R. Ainsi f1(x) — f-1(x) > 0.
D’ou la courbe C; est au dessus de la courbe C_; sur R.

# Construisons C; et C_ ans un repere orthonormée (O, IR j) d’unités 2cm.

w Variation de fi.

La fonction f est dérivable sur R et pour tout x € R, f](x) = exfzeix.
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0

Soit f{(x) =0. Alors <~ =0= €' —e " =0= e =¢ " =x=—x=>2=0=x=3=0=x=0.

Tableau de signe

x —oo 0 +oo
fix) -0+
e + e . -
lim fi(x =+oocar lim ¢ =0et lim e " = oo
X—>—o0 X—y—o0 X——o0
"+e’ o -
lim fj(x) = lim =4ococar lim ¢ =+ooet lim e =0.
X—>+oo X—>+oo X—rtoo X—r00
De plus f1(0) = <5< = 11 = 2 = 1. D’ou le tableau de variation de f;.
x —oo 0 +oo
fitx) - 0 +
+oo oo
h \ /
1

w Variation de f_;.

La fonction f_; est dérivable sur R et pour tout x € R, f’,(x) = % >0carVxeRe* >0ete™

Donc f_; est strictement croissante sur R.

. . et —e™ oy N
lim f(x) = lim 7 = —oocar lim ¢* =0et lim e * = +oo.

X——o00 X—r—o0

et —e "
lim f(x)= lim ( 7 >—+oocar lim e =+4ooet lim e =0.

X—r—oo X—r+o0 X—r+o0 X—o0

D’ot le tableau de variation de fj.

x —oo +oo
JLi(x) +
—+o0
Jf=1 /

D’ou la construction de C; et C_j.
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@ Précisons les branches infinies.
= Pour la courbe (Cy).

Nous avons vu que xl_l)lzloofl (x) = +ooet ngoofl (x) = oo.

X —X
fim ) <e+€) —0—oo— —oo Deméme lim 2% — fim

X——o0 X X——o0 \ X X X—rfoo X X—r-o0
Donc la courbe (C;) de f; admet une branche parabolique de direction (Oy).

w Pour la courbe (C_y).

Nous avons vu que xgryw fo1(x) = —oo et XLIIR,Q fo1(x) = Hoo.
_ e’ -
im 1) i ( - e> — 0t oo = foo.
X—r—00 X X—>—o0 X X

—— 0 Do<—

<e

X —X

e
— 4+ —
X X

SAMRI NAMATA BOUBACAR
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X—>+Foo X x—>+too \ X X

. e -
De méme lim falx) = lim <—e) = 400+ = oo,

Donc la courbe (C_;) de f_; admet une branche parabolique de direction (Oy).
@ Précisons lim (f)(x) — f—1(x)).
X—>+oo

lim (fi(x)—f-1(x)) = lim (e *)=0.

X—>—+oo X—r+o0
Donc xETw( filx)—foi1(x)) =0.
Ainsi les courbes (Cy) et (C_;) sont asymptotes 1’une de 1’autre au voisinage de +-co.
@ Tracons la tangente a C_; au point d’inflexion.

0 0 —1

Le point d’inflexion est O(0, 0). f-1(0) = 5% = Rt g

2
L) = e =t =3 =1.

=0.

[\S]fe}

Donc I’équation de la tangente a C_; au point O(0, 0) est y = 1(x —0) 40 c’est-a-dire y = x.
Voir figure pour le tracé de tangente.

0<x<A
@ Calculons en cm? 1’aire A(1) du domaine défini par : ol A décrit |0, 4-oo].

fo(x) <y < filx)

AA) = /0)L (fi(x) = fo1(x)) dx X w.a. u.a = 2cm x 2cm = dem?.

A
Posons I = /O (LX) = 1 (x)) dx.

A
Nous avons vu que fj(x) — f—1(x) =e™*, donc I = / e “dx= [—e‘x]g.
0
Ainsi = —e* —(=e") = —e*+1=1-¢"*
Donc A(A) = (1— e*’l) x dem? = (4 — 4e*l) cm?.
Dot A(A) = (4 —4e™*) em?.
@ Calculons la limite de A(A) quand A — 0.

lim A(A)= lim (4 —4e*) cm? = (4— 0)em? = 4em?.

A—+oo A—rtoo

Donc lim A(A) = 4cm?.

A—>oo
Soit la fonction numérique x — h(x) = In ’x +vx2—1 ‘

@ Déterminons Dy, I’ensemble de définition de 4.

Dy ={xeR/x*—1>0}.

Soitx> —1=0. Alors x> =1, donc x = -1 oux = I.
X —oo —1 1 -0
xr—1 + 9 - @ +

Donc Dy, =] —oo; —1]JU[1; 4oo].

@ Montrons que & est impaire en montrant que pour tout x € Dy, h(x) +h(—x) =0.
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Soitx € R. Alors —x€R.Ona:

h(—x) :ln‘—x+ \/(—)6)72—1‘ :ln‘—x—kx/)ﬁ‘.

h(x)+h(—x) =In ]x+ m]m\_H \/m\ :m’(w \/m) x <—x+ m) \ —In |- 42— 1
= h(x)+h(—x) =In|—1| =In(1) = 0. Ainsi h(x) + h(—x) = 0 ce qui implique h(—x) = —h(x).

Donc Vx € R, —x € R et h(—x) = —h(x). D’ou h est impaire.

@ Montrons que x+ v/x2 — 1 < 0 si et seulement si x €] — oo, —1].

Soit x €] —eo, —1]. Comme x> — 1 >0 etx> > 0,alors x> — 1 <x? <= V2 —1 < Va2 <= VxZ—1< |x].
Or x €] — 0, 1], donc |x| = —x.

Ainsi Va2 — 1 < —x <= V2~ +x<0 <= x+Vx2—1<0.

D’oll x+v/x2 — 1 < 0 si et seulement si x €] — o0, —1].

@ Déduisons-en I’expression de i(x) sans le symbole de valeur absolue.

Comme x4 v/x2 — 1 < 0 si et seulement si x €] — oo, —1], alors x +vx2 — 1 > 0'six € [1, 4.

In (—x—ﬁ) six €| —oo, —1]

In <x+ \/)ﬁ) six € [l, 4oof

[a] Montrons que la restriction de f; a [0, 4-co[ admet une bijection réciproque g,

Donc h(x) =

définie de : [1, 4-o0[— [0, 4-oo] par g(x) = h(x).

La fonction f; est continue sur R en particulier sur [0, 4oo[, donc sa restriction est aussi continue sur
[0, +-ol.

De plus, fi est croissante sur [0, +oo].

D’ot f; admet une bijection réciproque g définie de f; ([0, +oo[) vers [0, +oo .
fi(0)=Tet lim fi(x)=eo. Done fi ([0, +oof) = [1, +eof

Par suite la restriction de f; a [0, o[ admet une bijection réciproque g définie de : [1, 4-co[— [0, 4.
w Calculons g(x).

Soitx € [1, 4oo[;y € [0, +oo tel que fi(y) = x.

fi)=x= " =x= e +e ¥ =2x= e + 1 =2xe = ¥ —2xe’ + 1 = 0.
Posons ¥ = ¢”. Alors Y2 = . Donc e® —2xe’ +1=0=Y?—2xY +1 =0.
A=(-2x)?—4(1)(1)=4x>-4=4(x>-1)<Ocarx < 1.

y, = 2= ;(xzfl) _ 2x72\2/)ﬂ V21,

N P = e

OrY =¢". Ainsie’ =x—vx?—1oue’ =x++vx*—1.Doncy=1In (x—\/xz— 1) ouy=In <x+\/x2— 1).

Comme y € [0, +oo[, alors pour x =2 € [1, +oo[,ona:y=1In (2—\/22—1> ouy=In <2+\/22—1)

:>y:ln(2—\/§) ouy:ln(2+\@).
Puisque 2 —/3 < 1, alors y = In (2 — \/§) < 0, impossible, donc y = In (x —Vx?— 1) ne convient pas.

Puisque 2++/3 > 1, alors y = In (2++/3) >0, donc y =In (x+ VX2 — 1) convient .
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D’olt g(x) =In (x+ M) = h(x).
En conclusion la restriction de f; a [0, +oo[ admet une bijection réciproque g définie de :
[1, +o0[— [0, +oo[ par g(x) = h(x).
@ @ Déterminons 1’équation de la demi-tangente 7" a la courbe de g au point A, de coordonnées (1, 0).
Nous savons que f1(0) = 1, donc g(1) = 0. Or f{(0) =0, d’otr g n’est pas dérivable en 1.
Donc I’équation de la demi-tangente 7 a la courbe de g au point A est x = 1.
@ Tracons la demi-tangente 7', et la courbe de g dans le méme repere que Cj.
Voir la figure précédente pour le tracé de T'.

Puisque les fonction f et g sont réciproques I'une de I’autre, alors leurs représentations graphiques
dans un repere orthonormé (0,?, f) sont symétriques 1’une de I’autre par rapport a la droite d’équation
y = x (premiere bissectrice).

Pour le tracé de (C,) voir le graphique précédent ot la courbe Cy) est en pointillée.
@ Déduisons-en le tracé de la courbe de h.

Puisque la fonction 4 est impaire, alors (Cj,) et (Cy) coincide sur [1; +oof et elles sont symétriques par
rapport a 1’origine du repére sur | —eo; —1].

x = In¢
Soit M un point mobile du plan dont les coordonnées dans le repere (O,i, j) , a I’instant ¢, sont : 2,1
_ 2+

Y="%

gt ERS
Déterminons la trajectoire de M quand ¢ décrit |0, +oo|.

Comme x =Inretquer € R}, alorsx e R.x=Int = Int =x=1 = ¢€".

. 12_,'_1 . (ex)2+1 B e2x+1 . e—x(ebc+1) e qe ™
V=" = T2 T &8 T 2 =2

Ainsi y = “H= = f(x) avec x € R.
Donc la trajectoire de M quand ¢ décrit |0, +oo[ est la courbe (Cy).

. . N . . — P = .
Déterminons a chaque instant ¢ le vecteur vitesse Vj, et accélération 'y, du point M .

Le vecteur vitesse V(t) est défini par V(I) =

r_ 1
X =13

;o AP=2( 41 220 21
412 412

c’est-a-dire V(t) :

212

1

X =+
D’ou V(t) : '
|

y 212

- PSR av
Le vecteur accélération I'(¢) est défini par I' (1) = .

n_ 1
72

1

(1) :

n_ AP—4(2—1) 4
y —— —_

_ 1
=T =7

414 t

D’ou F(t) :

@ Montrons que I’application ¢ — HV)H est décroissante.
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Notons Q(r) = H7H Nous savons que HVH = V(t) o V(t)

—

Done Q'(r) =2 x &V o V(1) = 2T (1) o V (¢).

- — 2 2,42 2
1 1 1 (t=—1 1 t=—1 —2t°41°—1 —t-—1
F(O.[’(t)—_fzx"’_f(itz =—gt55 =55 — = 55 -

Ainsi Q'(t) =2 (_’22[5_1) = 7(225“) < Ocart € R;. D’ou Q est décroissante sur |0 ; +oo].

En conclusion I’application # — H?H est décroissante.

@ Déduisons-en la nature du mouvement de M.

Comme I’application ¢t — HVH est décroissante, alors le mouvement de M est retardé.
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Sujet 7
Session de 1989

==

=< Exercice | o=

[a] Vérifions que —2i = (1 —i)>.
Ona:(1—i)>=1-2i+i*=1-2i—1=-2i. Donc —2i = (1—i)>.
@ Résolvons dans C I’équation (z2 —2(1+i) +4i)(z> +4z+8) =0.
(2 —=2(1+i)+4i)(?>+4z+8) =0=72—2(1+i) +4i=00uz’>+4z+8=0.
Considérons z2 —2(1 +i) +4i = 0. Calculons le discriminant réduit A’

AN =b?—ac=(—(1+i)— (1)(4) =1+42i— 1 —4i = —2i = (1 —i)* d’apres 1)a), donc si d est une

racine carrée de A, alorsd =1—ioud = —1+i.

Ainsi z; = —_b;_d = 7“”’;]“ = % =2i;zp = —_b;rd = 7”"1’1_" = % =2.

Considérons 7> 4+4z+8. A= b*> —4dac = 4> —4(1)(8) = 16 — 32 = — 16 = (4i)?, donc si d est une racine
carrée de A, alors d = 4i ou d = —4i.

Ainsizy = 24 = =84 — 9 jigy = T — A 949

D’ou S¢ = {2i;2; —2 —2i; =2+ 2i}.
Soit les images des racines dans le plan complexe notées A, B,C et D telles que A et B ont méme abscisse
et A et C ont méme ordonnée
w Définissons la similitude directe S du plan complexe tel que S(A) = C et S(B) =
Ona:zq=—-242i;zg=—-2—2i;zc =2ietzp =2.
Soit s(z) =az+b,a € C*; b € C, I’application complexe associée a S.
aza+b=zc @

Alors S(A)=CetS(B)=D=
azg+b=zp (@

_ _ —h = _ _ _ _ __Zc—ip __ 2i—2 _2u—2 _ 2420 __
O—@=azxa+b—azp—b=z2c—zp=a(za—28) =2 =A== T Tioiata T 4 4 —

1 1.
§+§l

Remplacgons a = % + %i dans (0.
aza+b=zc=b=zc—aza =2i— (§+3i) (—242)=2i—(—1+i—i—1)=2i4+2=>b=2+2i
Donc S est la similitude directe dont I’application complexe qui lui est associée est s(z) = ( % + %l) 72+242i

= Donnons 1’angle, le rapport et le centre Q de la similitude S.

=lal=[ 4=y () 4 () = i+ i= 5= 2

1
2 1 2 _ 1 _ 2
—“ = = X === = XY=
c0s8 =5 =3 V2 V22 .
? , donc 6 = §[27].
ng— 2 1y 2 1 _ 2
g 272 V2 2
: _ b
Soit Q tel que zo = 12
1,1
_ b 242 _2+2'_2+2l**t_1+z+11_2-_- 4 4. Iy
Zgil—ailfl,ll'il,ll-i (2 1227 T T fé—21xz—4l:>ZQf4l.
FETRNT Y BT

Donc I’angle de la similitude S est 6 = 7 [27], son rapport est k = % t son centre est Q(0; 4)
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Soit My le point d’affixe 2 — 3.

On pose pour tout entier naturel n, M, 1 = S(M,,) puis U, = HQ—Mn>

[a] Déterminons ce qu’on peut dire de la suite (Up),cx-
Soit z, ’affixe du point M,, pour tout n € N.
Exprimons U,,;| en fonction de U,,.

s
U, = HQM — 20 — 4.

—
On a: Upit = @My 1]| = fznss —4il. Or 201 = (3 + 3) 2 +24+ 20

Donc 2,1 —4i = (3 4+ L) za+ 24 2i—di= (A + 1) zp+2—2i = (L 4+ Li) (zn—l— f*ﬁ’ﬂ)

S gy —4i= (540 (o (220 ) = (440 (o + 590 = (3 +40) (s 5542
+40) (o +955) = (b 4) o0 ) = (340 a0

Done |za1 —4i = | (3 + 4i) (20— 4i)| = |3 + Li| X |20 — 4i| = L2 x |z, — 4i].

D=

:>Zn+1 —4l: (

Ainsi Uy y1 = |1 — 4] = Y2 X |2, — 4i] = Y2U,, cest-d-dire Upy 1 = Y2U,.
f

D’ot la suite (Uy,),c est une suite géométrique de raison g = 72 et de premier terme Uy d’affixe
z0=2-—3i
@ Exprimons U, en fonction de n et étudions U, quand n — +co.

= Exprimons U, en fonction de n.
v

Comme la suite (U,), oy est une suite géométrique de raison ¢ = 72 et de premier terme Uy d’affixe

NG n
z0=2—3i,onapourtoutn € N: U, = (2—3i) <7> .
w Etudions U, quand n — -oo.

Puisque g = g < lalors lim U, =0.
n—+oo

D’ou lim U, =0.

n— +oo

=< Exercice 2 o=

e g S S
Les naissances sont indépendantes les unes des autres. Soit X la variable aléatoire associée a la j-€me naissance et
prenant la valeur O pour Get 1 pour Fet X =X; +Xo +--- + X,,.

Dans cette partie n = 4.
[a] Donnons la loi de probabilité de X.

Soit Q I'univers associée a I’expérience aléatoire.
Désignons par p la probabilité d’avoir une fille et ¢ la probabilité d’avoir un garcon.

Alors p+ g = P() = 1. Or la probabilité d’avoir une fille est double de celle d’avoir un gargon, donc
p=2q.

Ainsi2g+qg=1=3g=1 éq:%,doncp:%etq:%.

La variable aléatoire X est une expérience a deux issues G ou F' qu’on renouvelle 4 fois , de facon

identique et indépendante, donc X suit la loi binomiale de parametre n =4 et p = % . Donc I’ensemble
des valeurs prises par X est X(Q) = {0; 1;2; 3; 4}

D’ot la loi de probabilité de X est P (X = k) = C} x (%)k x (1- % =C{ x (%)k X (%)4_](, pour tout
ke {0;1;2;3;4}
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POx=0)=Chx (3)"x ()= 1x 1 x =&
POx=1=Clx (3) x (1" =4x3x =
PO =2)=Cix (3 x ()P =6x§x§ =
PUX=3)=Cix ()’ x (' = 3x g xi= B
PX=4)=Clx () x ("' =1l x1 =i
On résume la loi de probabilité de X dans le tableau suivant :

k O 11]2]|3 4

=)}

PX=k |g| |53 |4

—
o0
—
o0
—_
o0

1

@ Construisons la fonction de répartition de X.
La fonction de répartition de X est définie sur R par: Six <0; F (x) =0
Sio<x<1,F(x)=P(X=0)=

Sil<x<2,,F(x)=PX=0)+PX=1)=g+&=5g=4%
Si2§x<3,,F(x):P(X:0)+P(X:1)+P(X:2):8L1+%+%¥:§% %
Si3<x<4, ,F(x)=PX=0)+PX=1)+P(X=2)=g+ S+ 284 2_0
Si4<x,F(x)=1.

0 st x<0

% si 0<x<1

5 si 1<x<2
C’est-a-dire que F est définie par :F (x) =

7 osi 2<x<3

8 si 3<x<4

k1 si 4<x

D’ou la représentation graphique de F'.
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Calculons I’espérance mathématique E(X) et la variance V (X).

Comme X suit la loi binomiale de paramétre n =4 et p = %, alors E(X) =np ,donc E(X) =4 x 5 =&
et V(X) =np(1—p) c’est-a-dire V(X ) =4 x % x1i=28

379
AinsiE(X) =% etV(X)=$.
Déterminons n pour que la probabilité de ne pas avoir de garcon soit strictement inférieur a ﬁ.
. 1 . N ) . n 2\ k 2\n—k
Dans ce cas X suit la loi binomiale de paramétre n et p = 5. Ainsi P(X =k) =Cpx (5)" x (1-3) .
Donc la probabilité de ne pas avoir de garcon est strictement inférieur a ﬁ siP(X=n)< ﬁ.
A1n51CZx(§) x(l—g) <W:>(§) <m:>1n(§) <ln(m)
1
In (155)

In(3)

= n> 11,357747 = n > 12 car n est un entier naturel.

:>n1n(%) <ln(ﬁ):>n>

In (15p)
In(3)

D’ou n est au moins égal a 12 (n > 12).

car In (%) < 0.

Donc n >

=< Probleme «——

e g N S

1. Soit la fonction u définie par : u(x) = In(1 — x?) + 2+ ;@%1

@ Etudions la variation de u. D, = {x e R/1 — x> > 0etx> — 1 #0} = {x e R/1 —x> > 0}.
1-2>0=-x2>-1=22<1=>Va2VI=hl<l=—-1<x<1.

Donc D, =] —1; 1].

La fonction u, en tant que composée et somme des fonctions dérivables sur | — 1; 1], est aussi dérivable sur | —1; 1]
etpour toutx €] —1; 1[,ona:

/( ) 2 2 2xox o x(x-1)-2x 23 —2x—2x _ 2% —dx
W) =T T @2 — @1 @-02 @1 @02 (-2
Vx €] —1; 1[(x* = 1)? > 0, donc le signe de u'(x) est celui du numérateur 2x> — 4x.
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Soit 2x* —4x = 0. Alors 2x(x?> —2) =0 =2x=0oux’*-2=0=x=0oux’*=2=x=0o0ux= —2 oux=+2.

. N S R B
22 + 9 - i - 0 +
20° — 4x - 0 + 0 - 0 +

En tenant compte du domaine de définition de u, alors si x €] —10], u/(x) > 0, donc u est croissante sur | — 1; 0].
Six € [0; 1], alors «'(x) < 0, donc u est décroissante sur [0; 1].

@ Déduisons-en le signe de u(x) pour tout x appartenant au domaine de définition D,, de u.

Comme u est croissante sur | — 1 0] et décroissante sur [0; 1], alors la fonction ¥ admet un minimum sur | —1; 1]
au point 0. Donc Vx €] — 15 1], u(x) > u(0). Oru(0) =In(1 —0?) +2+ 2 =In1+2+ 4 =0+2-2=0.

-1~
D’ou Vx €] —1; 1], u(x) > 0.

I1. Soit la fonction f définie par : f(x) = xIn(1 — x?) et C sa courbe représentative dans un repére orthogonal
(0.7.7):
Dy={xeR/1—x*>0}.
1-2>0=—x>-1=X<l=>V3V/I=<l=-l<x<l.
Donc Dy =] —1; 1.
Montrons que f est impaire.
Soitx €] —1; 1[. Alors —x €] —1; 1[etona: f(—x) = —xIn(1 — (—x)?) = —xIn(1 —x?) = — f(x).
DoncVx €] —1; 1], —x €] —1; 1[ et f(—x) = —f(x). D’ou f est impaire.
Etudions la variation de f.

La fonction f est dérivable sur Dy et pour tout x € Dy, on a:

£1(x) = 1xIn(1—22) +xx 725 =In(1 —x?) +xx 25 =In(1 —x?) + 2.

2

Donc f(x) = In(1 —x?) + x%le.
V€] —1;1[x*>0,ainsi x> <0=1-x*<1+0=1-x><1=1In(1-x%) <In(l) = In(1 —x?) < 0.

2x2
x2—1

D’ou f'(x) < 040 c’est-a-dire f'(x) < 0, ainsi f est strictement décroissante sur | —1; 1[.

De méme Vx €] —1; 1] x> > 0et x> — 1 <0, donc <0.

li = lim xIn(1—x%) = —1 x (—o0) = +oo lim (1—x*)=0" et lim Inx = —oo.
ngl+f(x) im n(l—x°) (—o0) =+ car)Hninﬁ( x°) et lim Inx

lim f(x) = lim xIn(1 —x?) = 1 x (—o0) = —oocar lim (1 —x?) =0T et lim Inx = —oco.

x—1- x—1- x—1- x—0t

f(0)=0x1In(1-0%)=0x1In(1)=0x0=0.

D’ou le tableau de variation de f suivant :

—>0 =D 0<
SAMRI NAMATA BOUBACAR




f'(x) -

—00

Etudions la position de la courbe C de f par rapport 4 la tangente au point d’abscisse 0.
L’ équation de la tangente a la courbe C de f au point 0 est y = f'(0)(x—0) + f(0).
£(0)=0xIn(1—-0% =0; f/(0) =1In(1 - 0%) + X% =0+0=0.
Doncy=0(x—0)+0=0.
f(x) —y=xIn(1 —x?) — 0 =xIn(1 — x?). D’apres ce qui précede : Vx €] —1; 1[ In(1 —x?) <O0.

Alors six €] —1;0], f(x) —y =xIn(1 —x?) > 0, donc C est au dessus de la tangente au point d’abscisse 0.
Six € [0; 1], alors f(x) —y = xIn(1 —x?) > 0, donc C est en dessous de la tangente au point d’abscisse 0.

Tragons la courbe C et la tangente T dans le repere (0,? , f) (unité =2 cm).
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La fonction f est continue et strictement décroissante sur | — 1 ; 1[ d’apres ce qui précede, d’ou la fonction f

admet une bijection réciproque f~! définie sur | — oo +-oo[=R.

@ Dressons son tableau de variation.

Comme f est strictement décroissante sur | — 1; 1], alors ! est aussi strictement décroissante sur | —oo; +-oo|.

D’oli le tableau de variation de f~!.
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Montrons que f admet une bijection réciproque en dressant son tableau de variation. En déduire sa courbe

représentative C~! dans le repére (O,?,f).




-1

@ Déduisons-en sa courbe représentative C~! dans le repere (0, i,j ) .

1

Puisque les fonction g et g~ sont réciproques 1’'une de 1’autre, alors leurs représentations graphiques dans

un repere orthonormé (0,7,]_") sont symétriques I’une de I’autre par rapport a la droite d’équation y = x

(premiere bissectrice).

Pour le tracé de C~! voir le graphique précédent ot la courbe C~! est en pointillée.
1. Soit la fonction / définie par : h(x) = 1 x| v/1—x2.

Dh:{xGR/l—xzzo}.Posons l1—x*=0.Alorsx*>=1=x=—1loux=1.

Tableau de signe :

X —o0 -1 1 -0

1 —x2 —@—i—(g)—

Donc Dy, = [—1; 1].
Montrons que 4 est paire et étudions sa dérivabilité.

@ Montrons que / est paire .
Soitx € [—1;1]. Alors —x € [~1; 1] etona: h(—x) = 3 |—x| /T — (—=x)2 = J |x| VI =32 = h(x).
Donc Vx € [—1; 1], —x € [-1; 1] et h(—x) = h(x). D ol h est paire.
@ Etudions la dérivabilité de la fonction #.
La fonction x — |x| est dérivable sur [—1; O et sur |0; 1], en particulier sur | — 1; O et sur ]0; 1].
De méme, la fonction x — /1 — x2 est dérivable sur | — 1; 1] en particulier sur | — 1; 0 et sur ]0; 1[.
Donc x — |x|+/1 —x2, en tant que produit des fonctions dérivables sur | — 1; O[ et sur 0 ; 1[ est dérivable sur
]—1;0[etsur]O0; 1].
D’ou, h(x) = 1 |x] /1 —x2 est dérivable sur | —1; 0 et sur ]0; 1].
= Etudions la dérivabilité de & en 0.

h(0) =1 x |0] x VI —02 =
h(x) — h(0 \/1—2 /o2
lim PO =AO) VIR u_ lim —7\/1—x2——7\/1—0 S

x—0~ x—0 x—0~ x—0~ x—0~

Donc £ est dérivable a gauche en 0 et f;(0) = —1

h(x) —h(0 Hx|[V/1T=x2 —Lxv/1=x2 1
M:hmﬂﬂix:hmu_hm_,\/l_xz_ \/1_02_

lim
x—0t x—0 x—07T X x—07T X x—0t 2’
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Donc h est dérivable a droite en 0 et f}(0) = 3.
Nous avons lim M # lim hix h(O)
x—0~ x—0 x—0F x—0

D’ou 4 n’est pas dérivable en 0.
w Etudions la dérivabilité de 7 en —1.
h(=1) =3 x|=1|xy/1—(-1)2=3x1x0=0.

. h(x)—h(-1) . VT2 VT =xx VT+ %|x|\/1—x
lim ————— = lim =— = lim lim .
x——1- x—(—l) x——1- x+1 x——1- x+1 x—=—1- /x4+1
Or,quandx— —1" ona: sx[v/T—x=1v2>0etv1+x—0".

—h(=1 Livl/1=
Don Lim MO AN o akVIEx
x——1- x+1 x—=—1= /x+1

Donc A n’est pas dérivable a gauche en —1 .

On déduit que /& n’est pas dérivable en —1.
w Etudions la dérivabilité de 4 en —1.

Nous avons montré que la fonction /4 est paire. Donc, puisque la fonction 4 n’est pas dérivable en —1, alors
elle n’est pas aussi dérivable en 1.

En conclusion, la fonction 4 est dérivable sur | — 1; O[ et sur ]0; 1].

Etudions la variation de .
Comme nous 1’avons vu précédemment, la fonction % est dérivable sur | — 1; 0] et sur |0; 1].
w Six €] —1;0[, alors h(x) = —3xv/1—x2.

.1/ _ 1 — 2 1 —2x _ 1 2 2 (=) —14x?
Ona: k() = —pvT—22 — Jox (5725 ) =~ 5T+ i = =k = e,

14242

Donc /' (x) = 2\1/%.
Vx €] —1;0[,2v1—x2 >0, donc le signe de /'(x) est celui de —1 + 2x2.

S
S

Soit —1+2x*=0. Alors 2x> = 1 = x? 2:>x——%oux:\%:>x:—

Orxe]—l;O[,doncx:—éz—O 71.

Tableau de signe :

— V2
X 1 -
1422 [P+ 6 -
Donc si x 6 - —i} h'(x) > 0, donc h est croissante sur ] -1; —g}

Sixe { \f { I (x) <0, donc h est décroissante sur [—% ; 0[.

w Six €]0; 1], alors a(x) = xv/T—x2.

V2

Comme h est paire sur | — 1; 1], alors on déduit que si x € ]0 } I (x) > 0, donc h est croissante sur

]O; @}
Sixe [1%; 1[, h'(x) <0, donc h est décroissante sur [% 1[.
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F(=8)=r(-2) =1 J=4

On a donc le tableau de variation de / suivant :

_ N NG
x 1 2 0 2 1
K (x) +o 4 0 e 0 — 4w
1 1
4 4

h / NN

@ Tracons la courbe C' de h dans le méme repére (0,? , f) .

X

@ Déduisons-en le tracé de la courbe de I" d’équation y* = XZ%
yzz :>y _}‘xz(l ):y:%\/ﬁ\/l—xzouy:%\/;\/l—xz.
Or \F |x].

Donc y = — 4 |x[v/1—x% ouy = |x[v/1 —x2 c’est-d-dire y = —h(x) ou y = h(x).

D’ouI'=C"UC” ou C” est le symétrique de C’ par rapport a I’axe des abscisse ( Ox ).

1
@ Calculons I’intégrale / h(x)dx.

1
Posonsl—/ x)dx . Sur [0; 1], h(x) = Jxv/T—22 = Lx (1 —2%)2.
Considérons p(x) = 1 —x. p est dérivable sur |0; 1[etona: p/(x) = —2x
1
Nous remarquons que h(x) = —§ x (—2x) x (1—x?)? = —1p/(x) x (p(x))%.

Ainsi, une primitive de A(x) est —1 x + x (p(x))? = —§ x 3 X (p(x))% =—¢ (p(x))%
3

[S][o%)

1
} = £ p()+ ¢p(O) p(1) =112 =1-1=0; p(0) =1 -0*=1-0=1.

Donc I = {—é(p(x)) .

e 1 1 _ 1_
Ainsil=—¢gx0+¢x1=0+¢=¢

1
D’ou / h(x)dx = —
0
@ Déduisons 1’aire du domaine délimité par la courbe T, en cm?.

Appelons A I’aire de ce domaine.

Alors A = </llh(x)dx— /11 —h(x)dx) X u.a= </llh(x)dx+/llh(x)dx> X u.a

1
=A= <2/ h(x)dx) X u.a, ol u.a est'unité d’aire.
-1

1 1
Or la fonction & est paire sur [—; 1], donc / h(x)dx =2 / h(x)dx
1 Jo
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! 1 16 8
Ainsi A = <2 X 2/ h(x)dx> X u.a= <4 X 6> X dem? = chz = gcmz.
0

D’ot1 I’aire du domaine délimité par la courbe I, en cm? est A = % cm? = 2,67cm?.
Soit, x unréel tel que 0 < o < 1.

Calculons I’aire A(¢t) du domaine E des points de coordonnées (x, y) tels que 0 <x < a et f(x) <y < h(x).

Ala) = /Oa (h(x) — £(x))dx x .0 = </O h(x)dx—/olf(x) dx) X1,

o

Posons S — /0 " () — F(x)) d.

Dérivons la fonction g(x) = —3 [(1—x?) In (1 —x?) +x7]

q(x)=—3 (—2xln(l —x?) +(1—x%) x 17_2;2 +2x) =—4(=2xIn(1-x?) —2x+2x) = -1 (=2xIn (1 —x?))

= ¢'(x) =xIn (1 —x?) = f(x). Ainsi g(x) est une primitive de f(x) sur |0; 1[.

q(0)=—-31[(1-0%)In(1-0*)+0*] =1 x0=0.
AinsiS:—%(l—(xz)%—F%—i—% [(1—a?)In(1-0?)+a?]
:>S:—é(1—052)%+é+%(l—az)ln(l—a2)+%a2.

Donc A(a) = § x dem = (=3 (1= o)} + 3 +2 (1 - @) In (1 - @) +20% ) .
DonA(@) = (=3 (1-02)} +3+2(1- ) In (1 - ) + 202 ) om,

® Calculons lim A().

lim A(a) = lim (—i (1- az)% + % +2(1—a?)In(1—a?) +2a2> cm?.

a—1 a—1
lim(1—o?) = lim (1 —o2)In(1—a?) =0.
Orxl_rg}( a’) O:>x1_1>1}( a’)ln(l-a*)=0
_ 1 2 ) 2 , 8
Donc limA(a) = —=x0+=+2x0+2x1|em” =0+ 4+0+4+2)cm” == cm".
a—1 6 3 3 3

8
D’ol lim A(a) = = cm?.
a—1
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