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CORRECTION DU SUJET DE MATHEMATIQUES DU BACCALAURFAT PREMIER
GROUPE 2023 DE TERMINALE C/E

Exercice 1 :

1) Calculons P(A;) ; P(By) ; P(A4,) et P(B,).

A7 : «le joueur gagne la partie a I'issue du premier tir ».
Alors P(A;) = p.

Bj; : « le joueur perd la partie a I'issue du premier tir ».

Pour que B; se réalise, il faut qu’au premier tir, il rate la cible et tire une boule noire :
1

P(By) = (1-p) x5,

A, : « le joueur gagne la partie a I'issue du deuxieme tir ».

Pour que A, se réalise il faut qu’au premier tir, il rate la cible et tire une boule blanche puis tire une
seconde fois en atteignant cette fois sa cible, donc

2 2 2
P(4;) =1 =p) xS xp=3p(1—p)=P4;) =;p(1 —p).
B, : « le joueur perd la partie a I'issue du deuxieme tir ».

Pour que B, se réalise il faut qu’au premier tir, il rate la cible et tire une boule blanche puis tire une
seconde fois en ratant cette fois sa cible, donc

2.1 2 1 1
P(B)=(1-p)xixi=2(1-p)=11-p)=PB)=21-p)
2) Montrons que Vn € N*, ona:

2

P =p[2-p)]" et Py = () a-m]

3

Pour que A, se réalise il faut d’abord qu’il rate sa cible au cours des (n — 1) premiers tirs et pour que
cela soit possible il faut qu’il tire une premiere fois sur la cible et ne I'atteint pas, ensuite tirer une
boule blanche et pour chaque boule blanche tirée, il doit tirer sur la cible et la rater jusqu’a (n — 2)
fois et enfin pour tirer sur la cible la nié™me fois il doit d’abord tirer une boule blanche et tirer sur la
cible et I'atteindre a cette n’®™e fois. Ce qui donnera, compte tenu du fait qu’il s’agit d’un tirage avec
remise et que les issues sont indépendantes :

PUA) =A-p)X=A=p)X=A=p)XZA=p) X Xx=A—p) XA —p) X=X p
(n—-2) fois

n-1

P =1-px[fa-p| xZp=pxia-px[fa-p|  =p[fa-p]

D'ou P(4,) =p E(l - p)]n_l-

Pour que B,, se réalise il faut d’abord qu'’il rate sa cible au cours des (n — 1) premiers tirs et pour que
cela soit possible il faut qu’il tire une premiere fois sur la cible et ne I'atteint pas, ensuite tirer une
boule blanche et pour chaque boule blanche tirée, il doit tirer sur la cible et la rater jusqu’a (n — 2)
fois et enfin pour tirer sur la cible la ni®™Me fois, il doit d’abord tirer une boule blanche et tirer sur la
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cible et |a rater puis tirer une boule noire a ce n*™€ tir. Ce qui donnera, compte tenu du fait qu’il
s’agit d’un tirage avec remise et que les issues sont indépendantes :

P(B) =(1—p)x:(A=p)xZ(A =PI X2 (1 =p) X X1 =p) x (1 =p) x2x (1 —p) X 3.

(n-2) fois

PGB =A-px[2a-p)|  xZx@-p)xL
=P = A-p)x[fa-p| xi=(D)xa-»|"

D’ou P(B,) = (l—p) [ 1- p)]

ParsuiteVn € N*,ona:

Py =p[ta-p| et PG = () Ea-»|"

3) Calculons en fonction de p les probabilités de A, B et C.

A : « le joueur gagne la partie »

L’événement 4 se realise si et seulement le joueur gagne la partie a I'issue d’un k€™ tir.

C’est-a-dire si A; se réalise ou A, ou As,ou...ou A, seréalise. DoncA =A4; UA, UA3 U ..UA,
vV n € N*. Ainsi P(4A) = P(A; UA, U A3 U ...UA,). Comme A4, A, ..., A, sont de deux a deux
disjoints, alors P(A) = P(A,) + P(A;) + P(A3) + -+ P(A,) Vn € N*,

n-1
OrP(4,) =p E (1- p)] v n € N*, donc (P(4,)) est une suite géométrique de raison g 1-p)
et de premier terme p, car P(4,,) est de la forme P(4,) =axq" taveca=p etq = 2(1 —-p).

Ainsi P(A) est la somme des termes consécutifs d'une suite géométrique.

2(1-p) (1-p) 1-Za-p)"
S

=P =px(5) (1-a-n])

A|nS|P(A)—p><(2 +1)( —[—(1—p)] )VnEN*.

Etant donné P(4) = p X (

)(1—[ (1- p)] )VnEN*,anrs

2p+1

P(A) = lim <p><(

n— +oo

2p+1)( —E(l—p)] ))-OrPE[0,1]$0SpS1=>—1g_pSO

N
N

2 2 2 n 2\"
50<1-p<1=>0x-<=(1-p)<=-x1 :OSg(l—p)Sg,doncO”S[5(1—19)] S(g)

3

w
wIN

n
De plus lim @) =0; lirE 0=0,
n- +oo

n — +oo

n
donc d’apres le théoreme des gendarmes 1i1£1 E 1- p)] =0.
n — +oo
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Ainsi P(A) = Em <P X (2p+1) (1 - E (1- p)]")> p X (2p+1) x(1-0)=px (2p+1) 2;?-1

Dol P(A) =

2p+1
B : « le joueur perd la partie »
L’événement B se réalise si et seulement le joueur perd la partie a I'issue d’un k€™ tir.

C’est-a-dire si By se réalise ou B, ou B3, ou ...ou B, se réalise. DoncB = B; UB, UB3 U ..UB,
Vv n € N*. Ainsi P(B) = P(B; UB, UB3 U ...U By,). Comme By, B, ..., B, sont de deux a deux
disjoints, alors P(B) = P(B,) + P(B,) + P(B3) + -+ P(B,) Vn € N*.

OorP(B,) = (1—p) [ (1- p)] Vv n € N*, donc (P(Bn)) est une suite géométrique de raison

5(1 p) et de premier terme —2, car P(B,) estdelaforme P(B,) = a’ x ¢'" * aveca’ = 1_Tp et

q = %(1 — p). Ainsi P(B) est Ia somme des termes consécutifs d’une suite géométrique.

Donc P(B) = (I_Tp) X <%> = (1_7”) X <%> (131’) x <1—[§2(:;p)]n>

=P(®) = () () (1 -Fa-»]) = GH) (1-[a-»[)
)( [ (1—p)] ) Vn €N

) (1 — E (1- p)]n) VvV n € N¥, alors

Ainsi P(B) = (

Etant donné P(B) = (

n-+o 2p+1

P(B) = lim <( )(1—[(1 p)] )) orpef0,1]20<p<1=>-1<-p<0

N
N

n
s0<1-p<i=0xi<i-p=ixi=so<ia-p<idoncon<fa- p)] <3

w
w

n
De plus lim (g) =0; lim 0=0,

n - +oo n - +oo

n
donc d’apres le théoréeme des gendarmes lim E 1- p)] =0.

s 252 = (521 -n])) = (52) < -0 = (52) = 22

YR 1-
D'ou P(B) = prl.

C : « la partie ne s’arréte pas ».

Considérons I'événement contraire de C : C : « la partie s’arréte ».

Pour que I'événement C se réalise il faut que le joueur gagne ou que le joueur perd.

Donc C =AUB=P(C)=P(AUB) = P(A) + P(B) car A et B sont incompatibles(disjoints).

Ainsi P(C) = P(A) + P(B) = 2 4 12 _3ptlp _ Zptl

= =1=>P(C)=1.
2p+1  2p+1  2p+1 2p+1
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Donc P(C)=1—-P(C)=1-1=0.DouP(C) =0.
4) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de coups nécessaires pour arréter la partie.
Soit Q I'univers associé a cette expérience aléatoire. X()) = N*.

Pour que la partie s’arréte il faut et il suffit que le joueur gagne a I'issue du k™ tir ou perd la partie
a 'issue du k™™ tir, donc P(X = k) = P(A,) + P(By,) car A4y, et B, sont incompatibles V k € N*.

Ord’aprés2)V k € N*, ona:

P =p[a-m| et P@)= () Ea-n] .

vone P(x = =p [ -p| "+ (D)~ = (p+ ) [Fa-»)
>pa=i= () a-»] " = () Ea-»]

D’ou la loi de probabilité de X est: Vk € N*, P(X = k) = (2p+1) [ (1- p)]

5) Sachant que le joueur a perdu la partie, calculons la probabilité que ce soit a I'issue du ni¢™e tir ;
(n € N¥).

Supposons qu’ici p # 1. Il s’agit de calculer P(B,/B).

1-p\[2 n-1
L0)2a-p)
Ona:P(B,/B) =281 6. c B=B, NB =B,.Donc P(B, /B) = 220 — G )[31_,,” ]
P(B) P(B) 2p+1
1-p\[2 n-1
—)|2(1-p) n-1
Ainsi P(B,,/B) = Gl 2p+1) =22 x 2 -p)
1-p 3 3
n-1
Dot P(Bn/B) = 2= x [2(1 - p)]
6) Montrons que P(4) — P(B) = :p_;
D’aprés 3),ona P(4) = et P(B) = 21 +p1
1-p\ _ 3p-1+p _ 4p-1 ,, . _ __4p-1
donc P(4) — P(B) = 2p+1 (2p+1) T 2p+1 2p+1’ d'ou (4) — P(B) = 2p+1°

Discutons en fonction de p le fait que le joueur ait plus ou moins la chance de gagner a ce jeu.

Puisque 2p + 1 > 0, alors le signe de P(A) — P(B) = :Z—;i est celuide 4p — 1.

Soit P(A) — P(B) = :Z;i =0,alors4p —1=0,doncp = i. Dressons un tableau de signe :

4p—1 —

Sip € [0 ;%[, alors P(A) — P(B) < 0= P(A) < P(B), donc le joueur a moins de chance de gagner.
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Sip € E ; 1], alors P(A) — P(B) > 0= P(A) > P(B), donc le joueur a plus de chance de gagner.
Exercice 2 :

A 1 I 1
1) a) Montrons que f| = f, _Efl et f; =—f; _Efz'

Soit x € R. f; est dérivable sur R et pourtoutx € R,ona:
, X ' 1. X X 1
filx) = (e 2 sm(x)) = —Esm(x) e z4cos(x)e z= —§f1(x) + fo(x) .

’ 1 7 N ’ 1
Donc £{(x) = fo(0) — 2 fi(x). D'ou f{ = f, =3 ;.
f> est dérivable sur R et pour toutx € R,ona:

1

fr(x) = (e“g cos(x)), = —%cos(x) e_g — sin(x) e_g = fo(x) — fi(x).

T2
! 1 7N 12 1
Donc f{(x) = —f1(x) — Efz(x)- Dot f; = —f _Efz-
b) Exprimons f; et f, enfonctionde f; etde f,.
Dapresl)a),ona:fi =fo—>fi (et fi=—fi—>f (+o.

En faisant%x (*) + (¥%), on obtient%fl’ +f, = %fz —%fl -fi —%fz = —Zfl

r_ %

4(1 ,, , -2 ' =2 5 44
Doncfy =—2(3fi+f)=2f-2f=fi=2H-1f
: 1 : ;1 1 1 1 5
En faisant (x) — > X (*x), on obtient f; — Efz =f,— Efl + Efl + Zfz = Zfz
4 1 4 2 4 2
Doncfy =3 (fi —2f;) =i -ifi=fo=2f-1f.
2) Montrons que la fonction f définie par f = Af; + Bf, est dérivable sur R et que la fonction
2 4 4 2 -
F = (_EA + EB) fi— (EA + gB)fz est une primitive de f sur R.

La fonction f = Af; + Bf, est la combinaison de deux fonctions dérivables sur R, donc f est
dérivable sur R.

La fonction F = (—%A + %B)f1 - GA + EB) f> est aussi la combinaison de deux fonction

dérivables sur R, donc F est derivable sur R, de plus, on a:

r_2

' 2 4 ' 4 2 ' 2400 A 4 ’
Fr=(-34+5B)fi —(A+2B)fi = — LAl +¢Bf —{Af{ — LBf}.
r_2

’ 2.0 4L 4.0 2 4 ’ \ =2 0 4 4 ’
>F = (=2f -2f)A+ (3 -2f)B.Ordapres 1)b) fy = = f{ =2 ff etf=2f =2 f;.

! 2 ! 4 ! 4 I 2 !
Donc F' = (~3fi =3 f3) A+ (gfi —2f)B=fi X A+ f x B=Afy +Bf = .
Ainsi F' = f sur R, d’ol F est une primitive de f sur R.

3) Déduisons la valeur de I'intégrale 1.

I = f; (Ae_g sin(x) + Be™: cos(x)) dx = f;(Afl (x) + Bfy(x))dx = f;f(x)dx d’aprés 2)
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D'aprés 2), ona aussi F'(x) = f(x) = I = [, F'(x)dx = [F()]} = F(b) — F(a)
=1=F(b) - F(a) = (-24+2B) fi(b) - (34 +2B) f,(a)
=1=(=2£0)-1f,(@)A+ (3£(b) —2£,(b)) B

S1= (—ge—g sin(b) - £Be™ cos(a)) A + (ge_g sin(b) - 2Be™ cos(a) ) B.

PROBLEME :

1) a) Montrons que T est bijective.

Soit ¢ I'endomorphisme associéa T :

x’=§x+ycosa " g cosa\ x
o AT N i [}
2

2 2 2
2 cosa — cosa
W 2 V2 V2 1 1 1 1
Dét = =—><(——)——cosa=————cosa=——1 cosa).
1 V2 1 V2 2 2 2 ) 2( + )
2 2 2 2

Ora € [0 ;g[, donccosa >0 =1+ cosa > 1, autrement dit 1 + cosa # 0.

V2

— cosa
Ainsi Dét( i > = —%(1 + cos(a)) # 0. D’ou ¢ est bijective, par suite T est bijective.
2 2

Définissons I"application affine réciproque T 1.

Soit M (;) et M’ (;:) telque T(M) = M.

x' = ﬁx + y cos(@) (*)
Alors : : z

r_ 1 V2 '
y' =sx—y— (%)
En faisant (*) — /2 X (**), on obtient : x’ — /2y’ = ?x + y cos(a) — ?x +y x%

=x' —V2y' =ycos(a) +y = x'—\/iy'=y(cos(a)+1):y=x_ﬁy S S '

cos(a)+1  cos(a)+1l cos(a)+1’

En faisant g X (¥) + cos(a) x (x*),

on obtient gx’ + y' cos(a) = %x + y?cos(a) + %cos(a) X — ygcos(af)

> gx’ +y'cos(a) = %x + %cos(a) x= gx’ + y' cos(a) = w
V2 g g
_ px ty cos(a@) 2 V2, , _ V2x'+2y' cos(a) o W2x! 2y’ cos(a)
= X= %  cos(@)+1 X ( 2 Xty COS(Q)) - cos(a)+1 T cos(@)+1 = cos(a)+1’
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!
D’ou I'application affine réciproque T~ qui a tout point M’ (;,) du plan fait correspondre le point

Y = V2x! 2y’ cos(a)
M (x) est définie par : ~ cos(@+1 7 cos(a)+1
y par: X' N

y:

cos(a)+1 cos(a)+1

b) Déterminons les points invariants de T.

NG V2
. i ~ X=_x+ycosa x(1—7)=}’c°5“
50|tM(y),tquueT(M)—M.Alorsona. 1\ < 1oV
y=5X—Yy SX=YTYS

iy %= ycosaX—1s _ 2 _ 222
@{x( 2 )_ycosa(:) e @{x YOOSAX0m X T yCosax—

x:2y+y\/§ x:2y+y\/'z x=2y+y\/§ x=2y+)’\/§

2(2+V2) _

_ N x=v(2+V2)cosa
Sy T P e B (e ) =

x =2y + V2 x=y(2+v2)

y(2 +\/§)cosa —y(2 +\/§) =0 & y(2 +\/§)(cosa —1)=0 =*Sia=0,cosa =1, donc
cosa—1=0et y(2+ \/E)(cosa - =y(2+ V2) X 0 = 0, donc tout nombre réel y est
solution de *.

Posonsy=a,alorsx=y(2+\/7)cosa $x=a(2+\/7)><1=>x=(2+\/7)a.

(z+ﬁ)a)

Dans ce cas, A ( est un pointinvariantde T

Sia #0;donca € ]0 %[ alorscosa # 1,donccosa — 1 # 0. Dans ce cas * est équivalente a

0
y—m—O.Doncx—y(2+\/§)cosa :x—Ox(2+\/§)cosa:x—0.

Alors ici B(g) est un point invariantde T.
Par suite les points invariants de T sont A4 ((2+f)a) et B({).

c) déterminons les transformées par T des axes de coordonnées.
* Transformée par T de I’axe des abscisses :

L’axe des abscisses a pour équation de droite, I'’équation D;:y = 0.

V2x' 2y’ cos(@)
x= cos(a)+1  cos(a)+1
’ 2 -1.
Ord'aprés1)a) T~ : o 73y

y:

cos(a)+1 cos(a)+1

! !
. . x V2
Donc la transformée par T de I'axe des abscisses est : Dy : - 4
cos(a)+1 cos(a)+1

c’est-a-dire Dj: x' — /2y’ = 0.
** Transformée par T de I'axe des ordonnées:

L’axe des ordonnées a pour équation de droite, I'équation D,:x =0
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V2x! 2y’ cos(a)
cos(a)+1 cos(a)+1

Donc la transformée par T de I'axe ordonnées est : D3 :

c’est-a-dire Dy: V2x' + 2y’ cos(a) = 0.

2) a) Montrons qu’il existe seulement deux valeurs k; et k, possibles pour k puis calculons k; et
k, en fonction de a.

V2x! 2y’ cos(a)

x= cos(a)+1 cos(a)+1
’ X -1.
— ky’ Ord’aprés1)a) T : - X By

cos(a)+1 cos(a)+1

oM’ =k0—1Vi C){;, = kx

"=k ( V2x' 2y’ cos(a))
X =5 Cos@+1 T cos@+1 {x'(cos(a) + 1) = kv2x' + 2ky’ cos(a)
y' = k( XY ) y'(cos(a) + 1) = kx' —/2ky’

cos(a)+1 cos(a)+1

Donc

{x’(cos(a) +1—kv2) = 2ky' cos(@) (%)
(=
y’(cos(a) +1+ \/Ek) =kx' (*%)

2ky’ cos(a)

Cos(@)+1-kvz' Remplagons x' dans ().

Tirons x' dans (¥) : x' =

2k2y’ cos(a)

y'(cos(a) + 1 +V2k) = kx' = y'(cos(a) + 1 +V2k) = oS 13

¥’ (cos(a)+1+VZk)(cos(a)+1-kv2) 2k?y’ cos(a) , . .
> = )
cos(a)+1—k\/5 COS((Z)+1—k\/E Notons quey est non nul car sinon y le serait

aussi, ce qui ne cadre pas avec I’hypothése que M (3) * 0(3), carici la nullité de y' entraine

systématiquement celle de y et inversement.

Ainsi y'(cos(@)+1+v2k)(cos(a)+1-kv2) _ 2k%y’ cos(a) (cos(a)+1+v2k)(cos(@)+1-kv2) _  2k%cos(a)
Inst cos(a)+1-kV2 T cos(@)+1-kv2 cos(a)+1-k\2 " cos(a)+1-kvZ

1+cos(2x)

= (cos(a) + 1 + V2k)(cos(a) + 1 — kv/2) = 2k? cos(a). Or cos?(x) = .

= cos? (g) = 1+Czs(x) = cos(x) = 2 cos? (g) — 1, donc cos(a) = 2 cos? (%) - 1.

o et (£)- 1 1B (2o (9 141 F) 2 2o (3) 1)
£ 8 e (£) )= o 2) -2

" (v2)" = #k? cos? (£) - 2k2

- = s () - 20 (2) = s ()

2 co0s? (%) = cos* (£) = &7 = cos? (), carar € [0,2], done cos (&) # 0

Ainsi k? = cos? (%) = k = cos (%) ouk = —cos (%) Dans les deux cas k # 0 puisque a € [0 ,g[

Donc il existe seulement deux valeurs k; et k, possibles pour k et k; = cos (%) ; ko, = —cos (%)
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b) Déduisons-en qu’il existe deux droites (D;) et (D,) globalement invariantes par T et qu’elles ont
pour vecteurs directeurs respectifs :

— (V2 a) 1 — (V2 a) 1

u1(7+cos(5) ’2) etuz(z cos(z) ’2)'

D’aprés 2) a) il existe seulement deux valeurs k; et k, possibles pour k tel que OM’ = kOM, a
: — . — _ a

savoir k; = cos (2) ; ko = —cos (2)

!

OM’ = kOM & OM’ (;:) = kOM (;) = {;, z i; En particulier y' = ky.

Doncy’=%x—y§=ky:>%x—y§—ky:0.

Considérons la droite (D) : %x - yg —ky =0.

Cette droite a pour vecteurs directeurs respectifs : i (g —k %)

Montrons qu’elle est globalement invariante par T.

Déterminons T(D):

V2x' 2y’ cos(a)
X = cos(a)+1 cos(a)+1
’ > -1,
D'apres1)a) T~ : Xy
Y= cos(a)+1 cos(a)+1
1/ V2x' 2y’ cos(@)) _ V2 x! 2y’ _ x' 2y’ _
Donc 2 (cos(a)+1 cos(a)+1 ) 2 (cos (a)+1  cos (a)+1) k (cos (a)+1 cos (a)+1) =0.
2 (%) _ 1+cos(x) 2 (2 _ 1+cos(a) _ 2 (2 _ 2 x" = kx
Or cos (2) =— donc cos (2) =— > 1+ cos(a) = 2 cos (2) = 2k* et {y’ — ky
. . 1(V2kx 2kcos(a) V2 (kx  2ky kx  2ky\ _
ainsi 3 (G +55m ) =S G e) ~ kG- 5e) =0
1 (V2x . 2ycos(a) V2 (x 2y x  V2y\ _
E(E"’ 2k )_7(5_?) _k(ﬁ_ﬁ) =0
1 V2
= 5(\/7x + 2y cos(a)) — 7(x —V2y) —k(x—V2y) =0
:§x+ycos(a) —§x+§y—kx+k\/7y =0
=ycos(a) +y —kx + kvV2y = 0= y(cos(a) + 1) —kx + kv/2y = 0
= y(2k?) — kx + k+/2y = 0. En divisant cette derniére équation par 2k, on obtient :
1 V2 - o . .
ky — 5 + Sy = 0, en multipliant par —1 cette derniére équation on obtient :
—ky + %x - gy = 0 c’est-a-dire %x - ?y —ky=0 (D).
D’ol T(D) = (D). C'est-a-dire que (D) est globalement invariante par T.
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Puisque k a deux valeurs k; = cos (%) ; ko, = —cos (%), on deduit qu’il existe deux droites (D;) pour

k =k, et (D,) pour k = k, globalement invariantes par T et qu’elles ont pour vecteurs directeurs
respectifs u; (g + cos (%) 'l) et u, (Q - (— cos (%)) ; %) >U, (Q — cos (a) ;1)

’2 2 2 2/ 2

3) Montrons que T est involutive

r_ V2
X =—x+y
T, est définie par T : 12 p
y'=sx—y=

T, est involutive si TyoTy = idpe.

x' =—x +y
SoitM(;). TooTo(M) = Ty(To(M)) et est definie par : ’ 12, 7
Yy =3 2
x”—gx’+y’=72(72x+y)+%x—yg x”=§+§y+%x—y§
N i HZty) =2ty D) |y = Zedy 2
Y =3 2 2\2 y 2 \2 2 Y =% 2V T i

D’ou Ty est involutive.

b) Calculons les coordonnées de P.

- - . x+x' y+y'
Comme P est le milieu du bipoint (M ; M"), alors P a pour coordonnées P (T ,%)
V2 1 V2
x+x'  XF7XTY  2x+4xV2 +y!  ytx-y— 1 2y—2.
Avec : =2 = +Y et XY T2 2 S, 4 2YTVEY
2 2 4 2 2 2 4 4

Déduisons-en que lorsque M varie dans le plan, P décrit une droite dont nous donnerons une

équation.
P R x+x' y+y'
D’apres ce qui precedeP( 5 ;T).
+x' 2x+xV2 +y' 1 2y—2 +x! +y'
Avec : =X =x—x\/—+z et u=—x+y—\/—y. Posons q = etr =22
2 4 2 2 4 2 2
. 2442 . 242 (1 2y—2 2x+xv2 | (2+V2)(2-V2
En multipliant r par T\/_’ on obtient : 2\/_ (Zx + 2 4‘/_3’) = 8"‘/_4_( )g )y‘

Donc 2+\/§r _ 2x4+x\2 n (4-2)y _ 2x+x\2 + ly — l(M + ly) = lq_
8 8 8 4 2 2
Ainsi (ZNE)T = lq el —wr =0
2 2 2 2
c’est-a-dire P(q ;) appartient a la droite d’équation %x — @y =0.
D’ou lorsque M varie dans le plan, P décrit la droite d’équation %x — (Z‘Fzﬁy = 0.
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c) Soit A(1, 0). Calculons les coordonnées de A’ = T,(A) puis montrons que que pour tout point M

distinct de O, les vecteurs MM’ et AA’ sont colinéaires.

x'=—x+y x'=—=+0 ==
T, 2 = 2 = 2 donc A’ (\/—E, l)
y’:lx_yﬁ y'—l—OXE yl_l 2

2 2 2 2 2

Soit M(x;y)etM'(x";y").
MM’(x’—x,y’—y)etm(g—l,%—0):@(?—1,%),
1 ! \/E Il 1 12 1 \/— ) \/—

S (x —x)—(y—l)(y —y)=sx —ox——y' +y+y .

Or x’:gx+y et y’=%x—y§,

Ly V2 r_yy =12 SV Y VS ) DT LTI SV £
dOI’]CE(X —X)_(?—l)(y _y)_2(2x+y) Zx Z(Zx y2)+2y+2x yZ Y
2 1, , V2 1 1 V2 1 V2 1 V2
¥ =0 (1) -0 -y = ey ey Pyl -y P oy

:>(x’—x)(g—1)—§(y’—y) =§y+%y—y=y—y=0

= (x'—x) (@— 1) —%(y’ —y)=0.

D’ou pour tout point M distinct de 0, les vecteurs MM’ et AA’ sont colinéaires.
Reconnaissant en T, une transformation usuelle.

D’apres ce qui précéde pour tout point M distinct de O, les vecteurs MM’ et AA’ sont colinéaires.

Or AA’ (£ -1, ) Uy (g -1, %) (car @ = 0) qui est le vecteur directeur de la droite (D)

globalement invariante par T, en particulier d’apres 2) b).

Aussi T est bijective d’apres 1) a) et d’apres 3) a) T, est involutive.

Ainsi T, est bijective, involutive et admet la droite (D,) comme ensemble des points invariants.
D’ou T, est une symétrie orthogonale d’axe (D).

4) a) Soit (H) d'équation y = 3=

Déterminons I'équation de I'image (H') de (H) par Tj,.

D’apreés 3) a) T, est involutive, c’est-a-dire TyoT, = idgz donc Ty ! = Ty,

\/_,
X = +y
_ 2 Nl VI_ N2 N2 N2 1
To: 1, ,\/—:>(H)'2x Y3 («Fx,+y> VZx'+2y | 2 +Zy') | 2 zy
y=3 vy

Donc%(x’ —y’\/i) = =>%(x’ —y’\/f) % (x’ +yr\/7) -1 :>%(x’2 _ 2y’2) -1

1
x'+V2y'

12 _
st -2yt =202y =x? 20y =22
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x%-2
2

12 _
D’ou I'équation de I'image (H') de (H) par T, est y’2 =2 > 2, c'est-a-dire y? =

b) Construisons (H) et (H') dans le méme repéré (0,7,7).

e la fonction x — g est définie sur R* et y est dérivable et pour tout x € R*, elle a pour dérivée la

vz 1

. 2 . . S . V2
fonction x » — > X qui est strictement négative sur R*, donc la fonction x — . est

x2
. L ) V2 .2 .2
strictement décroissante sur R*. De plus lim — =0et lim — = —o0; lim — = +oo.
x - too0 2Xx x >0~ 2x x >0t 2x

D’ou son tableau de variation

xT —0oC 0 —+o00
f'(@) - —
f O\ +oo\
—0oC 0
.yZ:xzz—_Z:yzi\/?ﬁy:—\/?ouy=\/?.
Soit x2 — 2 = 0. Alors x2 = 2 = x = —/2 ou x = V2. Dressons un tableau de signe :

T |—00 O V2 +oo
x?—2 +(>—¢—|—

x2-2 x2-2 e .
Doncx — — f 5 etx — /Tsont définies sur]—OO, —\/5] U [\/f, +00[ .

Ces deux fonctions sont dérivables sur |—oo0 ; —V2[ U [V2; +oo[ et ont pour dérivée les fonctions :

2x 2x
- X - X .
x| —2—|=——2_etx > 2 = respectivement.
2 x2-2 2 x2-2 2 x2-2 2 x2-2
2 2 2 2

X

2_
>0 etsix € |V2; +oof, — =<0 doncxH—/x 2 est
5 ’xz_z 2 ’xz—z 2
2 2

strictement croissante sur ]—oo ; —\/f[ et strictement décroissante sur ]\/Z, +00[ . De plus elle

2_ 2_
s’annule en —V2 etenv2 et lim <— ad 2):—oo; lim (— ad 2>=—oo

X —> —00 2 X > 400 2

Six € ]—oo ; —\/7[, alors —

D’ou son tableau de variation :

T —00 —9 V2 +oo

AN B
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De méme La fonction Si x € ]—Oo ; —\/E[, alors —=

X
x2-2 x2-2
2 2 2 2
x2-2 . , . . .
doncx — T est strictement décroissante sur ]—OO ; _\/E[ et strictement croissante sur

2 +oo].

2_ 2_
De plus elle s’annule en —/2etenV2 et lim ( /u> =400 ; lim < /M) = 400
X — —00 2 X — +oo 2

D’ou son tableau de variation

<Oetsix€]\/7;+00[, >0

—00 —V2 V2 +00

¢
~ =

présentations de (H) en bleu et (H") en noire

o 3%

C .

g Nag ] 1-;[\; =3 =
= N

(0] o

Q

(!Iﬁqp_gg

-8 =7 -0 - -5
([Iky-—gz

(H')

c) Déterminer les équations des asymptotes de (H").

2_ 2_ 2__
I'équation de (H') est y? = xTZ ce qui est équivalentay = — /xTz ouy= ’XTZ
. x2-2
Considérons y = /T
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Or lim ( xz_z—gx>=+oodonc lim [ ——]|=0.Ainsi lim (y+§x)=0.

X - —0o 2 X = —00 x2-2 \/Ex X — —00
2 2

Donc la droite (D,):y = _Tﬁx est une asymptote oblique a (H') en —oo

. .. . x%-2 ., N
e Considérons a présent la fonction y = — ’T L’étude des asymptotes est la méme que les cas

précédents et les asymptotes sont déterminées en multipliant par —1 les asymptotes obtenues dans
le cas précédent en +oo et en —oo et on conclut que :

(D3):y = %Ex est une asymptote oblique a (H') en +o et (D,):y = gx est une asymptote
oblique a (H") en —

d) Etudions la position de (H") par rapport a ses asymptotes.

x?-2
I'équation de (H') est y? = T ce qui est équivalentay =

x2-2
2

* Poury =

Si (D):y = gx, alorsona:

S>y< gx , donc (D,) est au-dessus de (H") sur [\/E; +°°[

Si (Dy):y = —gx, alorsona:

2
yait [, (FEh(5s) (%) (5

2 2 2 x2-2 2 x2-2 2
J 7z 2% 7 2%

x2

2

-2 x2

r- —£x>0

2 -1 , 22
=>y+ £ <Ocar [—
2 xz -2 \/_ ’xz 2 «/— ’xz—z ﬁx 2 2
2

>y < _Tﬁx , donc (D) est au-dessus de (H") sur |—co; —V2].

x2-2
2

* Poury = —

On fait le méme raisonnement que précédemment et étant donné que la fonction y est I'opposé de
la fonction précédente et que les asymptotes ici sont les opposées des asymptotes (D;) et (D;) en
+00 et en —oo respectivement, on conclut que :
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(D3):y = —gx est en-dessous de (H') sur [V2; +oo[ et que (D,):y = gx est en-dessous de (H")

sur |—o0; —Z.
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