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Exercice 1
Soit la matrice

A =

⎛⎜⎝13 −8 −12
12 −7 −12
6 −4 −5

⎞⎟⎠ .

1. Montrer que A est inversible et calculer A−1.
2. En déduire une expression de An, pour tout entier n ∈ Z.

Exercice 2
Soit la matrice

A =

⎛⎜⎝1 0 0
0 2 0
0 0 −3

⎞⎟⎠ .

Démontrer par récurrence que, pour tout n ∈ N∗, on a :

An =

⎛⎜⎝1 0 0
0 2n 0
0 0 (−3)n

⎞⎟⎠ .

Exercice 3
Soit la matrice

A =

⎛⎜⎝−2 −2 1
3 5 −3
5 10 −6

⎞⎟⎠ .

1. Déterminer la matrice M telle que

A = M − I3.

2. Vérifier que M2 est la matrice nulle. En déduire A2.
3. Déduire A−1.
4. Résoudre le système ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−2x − 2y + z = −7,

3x + 5y − 3z = 14,

5x + 10y − 6z = 26.

Exercice 4
On considère les matrices

A =

⎛⎜⎝−1 0 0
1 −3 −1

−1 4 1

⎞⎟⎠ et J =

⎛⎜⎝ 0 0 0
1 −2 −1

−1 4 2

⎞⎟⎠ .

1. a) Calculer A − J et J2.
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b) Démontrer que, pour tout entier n ≥ 3,

Jn = 03.

2. a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier n ≥ 1, on a :

An = (−1)n

(︄
I3 − nJ + n(n − 1)

2 J2
)︄

.

b) En déduire la matrice An en fonction de n, pour tout entier n ≥ 1.

Exercice 5

1. Pour tout entier n ≥ 2, soit
Rn(X) = anX + bn

le reste de la division euclidienne de Xn par X2 − 3X + 2.
Ainsi, il existe un polynôme Qn tel que

Xn = (X2 − 3X + 2)Qn(X) + anX + bn.

Montrer que
an = 2n − 1 et bn = 2 − 2n.

2. On considère la matrice

A =

⎛⎜⎝ 0 1 −1
−1 2 −1
1 −1 2

⎞⎟⎠ .

a) Montrer que A est inversible et vérifier que

A2 − 3A + 2I3 = 03.

b) Déduire la valeur de la matrice A−1.
3. Déduire la valeur de An, pour tout n ≥ 2.

Exercice 6
On note (Un) et (Vn) les suites définies par

U0 = 2, V0 = 1

et ⎧⎨⎩Un+1 = Un + 8Vn,

Vn+1 = 2Un + Vn.

Pour tout entier n ≥ 0, on pose

Xn =
(︄

Un

Vn

)︄
.

1. Vérifier que Xn+1 = AXn, avec

A =
(︄

1 8
2 1

)︄
.

En déduire une expression de Xn en fonction de A et de X0.
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2. On pose

P =
(︄

2 −2
1 1

)︄
.

a) Calculer P −1, puis vérifier que P −1AP est une matrice diagonale que l’on notera
D.

b) Démontrer que, pour tout entier naturel n ∈ N,

An = PDnP −1.

c) Calculer An, puis Xn. En déduire les expressions de Un et Vn.

Exercice 7
1o. On considère la matrice

A =

⎛⎜⎝0 1 1
1 0 1
1 1 0

⎞⎟⎠ .

a) Calculer A2 et vérifier que
A2 = A + 2I3.

b) En déduire que A est inversible et déterminer A−1.
c) Montrer par récurrence que

∀n ∈ N, An = 2n − (−1)n

3 A + 2n + 2(−1)n

3 I3.

2o. On pose

M =

⎛⎜⎝1 1 1
1 1 1
1 1 1

⎞⎟⎠ .

a) Vérifier que A = M − I3 et que

∀k ∈ N∗, Mk = 3k−1M.

b) En déduire que

An = (−1)nI3 +
(︄

n∑︂
k=1

(︄
n

k

)︄
3k−1(−1)n−k

)︄
M

puis que
An = 2n − (−1)n

3 M + (−1)nI3.

Série d’exercices Page 3/3


