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Menabi El Ouloum                            Classe de 7e C 
 

Évaluation (mai 2025) 

Épreuve de mathématiques – Durée : 4 heures 

Exercice  1____________________________________________________________________ 

1ère partie. Soit (𝐚; 𝐛) un couple d’entiers naturels non nuls tel que 𝟏𝟕𝟑 divise 𝐚𝟑 + 𝐛𝟑. 
1. Montrer que 𝐚𝟏𝟕𝟏 ≡ −𝐛𝟏𝟕𝟏  [𝐦𝐨𝐝. 𝟏𝟕𝟑] (on pourra remarquer que 𝟏𝟕𝟏 = 𝟑 × 𝟓𝟕). 
2. Montrer que 𝟏𝟕𝟑 divise 𝐚 si, et seulement si, 𝟏𝟕𝟑 divise 𝐛. 
3. Montrer que si 𝟏𝟕𝟑 divise 𝐚 alors 𝟏𝟕𝟑 divise 𝐚 + 𝐛. 
4. On suppose que 𝟏𝟕𝟑 ne divise pas 𝐚. 

a. Montrer, en utilisant le petit théorème de Fermat, que 𝐚𝟏𝟕𝟐 ≡ 𝐛𝟏𝟕𝟐  [𝐦𝐨𝐝. 𝟏𝟕𝟑]. 
b. Prouver que 𝐚𝟏𝟕𝟏(𝐚 + 𝐛) ≡ 𝟎  [𝐦𝐨𝐝. 𝟏𝟕𝟑]. 
c. En déduire que 𝟏𝟕𝟑 divise 𝐚 + 𝐛. 

2ème partie. On considère l’équation (𝐄) : 𝐱𝟑 + 𝐲𝟑 = 𝟏𝟕𝟑(𝐱𝐲 + 𝟏), où 𝐱 et 𝐲 sont des entiers naturels non 
nuls. Soit (𝐱 ;  𝐲) une solution de (𝐄). 
1. Justifier qu’il existe un entier naturel non nul 𝐤 tel que 𝐱 + 𝐲 = 𝟏𝟕𝟑𝐤. 
2. Vérifier que 𝐤(𝐱 − 𝐲)𝟐 + (𝐤 − 𝟏)𝐱𝐲 = 𝟏. 
3. Montrer que 𝐤 = 𝟏 puis résoudre l’équation (𝐄). 
 

Exercice  2____________________________________________________________________ 

Soit 𝐮 un nombre complexe et (𝐄𝐮) l’équation : 𝐳𝟐 − (𝟐𝐮 − 𝐢𝐮)𝐳 − 𝟐𝐢𝐮. 𝐮 = 𝟎 
1. Résoudre dans ℂ, l’équation (𝐄𝐮). On désigne par 𝐳′ et 𝐳′′ les solutions de cette équation. 
2. Dans le plan orienté (𝐎; 𝐞𝟏ሬሬሬሬ⃗ , 𝐞𝟐ሬሬሬሬ⃗ ), soient les points 𝐀, 𝐌, 𝐌′ et  𝐌′′ d’affixes respectives  𝟐𝐢, 𝐮, 𝐳′ et 𝐳′′. 

Soit 𝓗 l’ensemble des points 𝐌 tels que 𝐀, 𝐌′ et  𝐌′′ sont alignés. 
a. Trouver une équation cartésienne de 𝓗. 
b. Montrer que 𝓗 est une hyperbole dont on précisera les caractéristiques. 
c. Vérifier que 𝓗 passe par le point 𝐎 et donner une équation cartésienne de la tangente à 𝓗 en 𝐎. 
d. Tracer 𝓗. 

 

Exercice  3____________________________________________________________________ 

On considère la fonction 𝛗 définie sur ℝ par : 

𝛗(𝐱) = න
𝐝𝐭

√𝟏 + 𝟒𝐭𝟐

𝐱

𝟎

. 

Partie A 
1. Montrer que 𝛗 et dérivable sur ℝ et calculer 𝛗′(𝐱) pour tout réel 𝐱. 

2. Montrer que pour tout réel 𝐭 ≥ 𝟎, on a : 𝟐𝐭 + 𝟏 ≥ √𝟏 + 𝟒𝐭𝟐 

3. En déduire que pour tout 𝐱 ≥ 𝟎, on a : 𝛗(𝐱) ≥ 
𝐥𝐧(𝟐𝐱ା𝟏)

𝟐
 

et déterminer alors 𝐥𝐢𝐦𝐱→ାஶ 𝛗(𝐱). 
4. Montrer que 𝛗 est une fonction impaire et qu’elle réalise une bijection de ℝ sur ℝ. Dresser le tableau 

de variation de 𝛗 . On notera 𝛙 la bijection réciproque de 𝛗. 

5. Montrer que pour tout 𝐱 ≥ 𝟏,  𝛗(𝐱) ≤ 𝛗(𝟏) + 
𝐥𝐧 𝒙

𝟐
. En déduire les branches infinies de la courbe 𝓒𝝋 et 

tracer 𝓒𝝋 dans un repère orthonormé (𝐎; ⃗, ⃗). 

Partie B 
On considère l’équation différentielle (𝐄) :  𝐲′ = ඥ𝟏 + 𝟒𝐲𝟐. 
1. Montrer que 𝛙 est une solution de (𝐄). 
2. Calculer 𝛙(𝟎) puis en déduire 𝛙′(𝟎). 
3. Montrer que pour tout réel 𝐱, on a : 

𝛙(𝐱) =
𝟏

𝟒
(𝐞𝟐𝐱 − 𝐞ି𝟐𝐱) 

4. Évaluer la quantité 𝐡(𝐱) =
𝟏

𝟐
𝐥𝐧ൣ𝟐𝛙(𝐱) + ඥ𝟏 + 𝟒𝛙𝟐(𝐱)൧ et en déduire l’expression de 𝛗(𝐱). 
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Exercice  4____________________________________________________________________ 

Dans tout l’exercice, le plan est muni d’un repère orthonormé direct  (𝐎; 𝐞𝟏ሬሬሬሬ⃗ , 𝐞𝟐ሬሬሬሬ⃗ ). 
Partie A 
Soit 𝐚 un paramètre réel et 𝐓𝐚 l’application du plan dans lui-même qui à tout point 𝐌(𝐳) associe le point 
𝐌’(𝐳’) tel que l’on ait 𝐳’ = 𝐛𝐳 où 𝐛 est le nombre complexe défini par : 

𝐛 = −
𝟏

𝟐
+ 𝐢𝐚 

1. Prouver que 𝐓𝐚 est une similitude directe. Donner son centre et son rapport. 
2. Montrer qu’il existe une unique valeur 𝐚𝟎 de 𝐚 pour laquelle 𝐓𝐚 est une homothétie. Déterminer les 

éléments caractéristiques de cette homothétie. 
3. Montrer qu’il existe deux valeurs 𝐚𝟏 et 𝐚𝟐 du paramètre 𝐚 pour lesquelles 𝐓𝐚𝟏

 et 𝐓𝐚𝟐
 sont des isométries. 

Vérifier que : 𝐓𝐚𝟏
= 𝐓𝐚𝟐

ି𝟏. On pose : 𝐑 = 𝐓𝐚𝟏
= 𝐓𝐚𝟐

ି𝟏. 

4. Montrer que 𝐑 et 𝐑ି𝟏 laissent globalement invariant tout triangle équilatéral centré en 𝐎. 
Partie B 
1. Résoudre dans ℂ l’équation : 𝐳𝟑 = 𝐢. 

On désigne par 𝐈, 𝐉 et 𝐊 les points dont les affixes sont les solutions de cette équation, 𝐈 et 𝐉 
d’ordonnées positives et 𝐊 d’ordonnée négative. Soit 𝐈𝟏, 𝐉𝟏 et 𝐊𝟏 les images de 𝐈, 𝐉 et 𝐊 par 𝐓𝐚. 

2. Donner les affixes des points 𝐈𝟏, 𝐉𝟏 et 𝐊𝟏 en fonction de 𝐚. En déduire que 𝐈𝟏 ∈ (𝐉𝐊), 𝐉𝟏 ∈ (𝐈𝐊) et 𝐊𝟏 ∈ (𝐈𝐉) 
et cela pour toute valeur de 𝐚. 

3. Montrer que si 𝐚 décrit ℝ alors le milieu du segment [𝐉𝟏𝐊𝟏] décrit une droite que l’on déterminera. 
4. Soit 𝐈𝟐 l’image de 𝐈𝟏 par 𝐓𝐚. 

a. Montrer que les coordonnées de 𝐈𝟐 sont : ቄ
𝐱 = −𝐚           
𝐲 = 𝐚𝟐 − 𝟏/𝟒

  

b. Reconnaître alors l’ensemble 𝚺 des points 𝐈𝟐 quand le paramètre 𝐚 décrit ℝ. 

c. Montrer que la dérivée 
𝐝൫𝐎𝐈𝟐

ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯

𝐝𝐚
 du vecteur 𝐎𝐈𝟐

ሬሬሬሬሬሬ⃗  par rapport à 𝐚 et le vecteur 𝐉𝟏𝐊𝟏
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  sont colinéaires et que 

la droite (𝐉𝟏𝐊𝟏) est tangente à 𝚺. 
Partie C 
On fixe 𝐚 et on pose pour 𝐧 entier : 𝐓𝐚

𝟎 = 𝐈𝐝 et 𝐓𝐚
𝐧ା𝟏 = 𝐓𝐚 ∘ 𝐓𝐚

𝐧. 
Soit 𝐃 le point de coordonnées (𝟎, −𝟏) et on pose 𝐃𝐧 = 𝐓𝐚

𝐧(𝐃). 
1. Calculer l’affixe 𝐳𝐧 de 𝐃𝐧 en fonction de 𝐛 et prouver que : 

𝐳𝐧 = ൬
−𝟏

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝛍
൰

𝐧

𝐞𝐢ቀି
𝛑
𝟐

ା𝐧𝛍ቁ 

où 𝛍 est une mesure de l’angle de la similitude 𝐓𝐚. 
Quelles sont les valeurs de 𝛍 pour lesquelles la suite (|𝐳𝐧|) est décroissante ? 

2. Calculer : 

ฮ𝐃𝐧𝐃𝐧ା𝟏
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ    et    𝐒𝐧 = ฮ𝐃𝐩𝐃𝐩ା𝟏

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ฮ

𝐧

𝐩ୀ𝟎

 

3. Comment faut-il choisir 𝛍 pour que la suite (𝐒𝐧) admette une limite finie quand 𝐧 tend vers +∞ ? 
Donner la valeur de cette limite dans le cas où 𝛍 = 𝟑𝛑/𝟒. 

 

Fin 


