Les méthodes sont les habitudes de Uesprit et les économies de la mémoive.
Rivavoll

& xercices corrigés

Prof. Sidi MAJOR

Cxercice 70—

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
a. 4y+3y=0 b. yIn5-y' =0
c. §y+§y'=0 d. yW3=y

I oo I

a. 4y'+3y=0 < y' = —%y, donc :
3
fi(x) = ke %, k €R.
b. yIn5-y'=0 < y' =(In5)y, donc:
fe(x) = ke®™®* = (e5)* =k x 5%, keR
1 1., _ r_ _E .
C. oy+3y' =0 & y =-2y, donc :
3
fi(x) = ke™5%, k €R.
d. yW3=y' < y' =(V3)y, donc:
fi(x) = ke(®x,  keR.

Exercice

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

a. 9y? = (y)? b. (¥)*-2yy'=0
c. y'=3y d. 2y”"+5y"=0
——C -
. 92 =(y)? = 9y? —(y) =0 & (3y-y)By+y)=0 & y =3y ou y' =-3y.

Donc les solutions sont les fonctions de la forme :
fi(x) = ke, keER ou g,(x) =ke™*, keR
b. ) -2yy'=0 & y' () -2y)=0 & y' =0 ou y' =2y
Donc les solutions sont les fonctions de la forme :
fi(x) =k, k € R (fonctions constantes) ou g,(x) = ke?*, ke R
c. y' =3y, les solutions sont les fonctions de la forme : f(x) = ke®*, k € R

d. 2y 4+ 5y" = 0s’écrit 2(y")’ + 5y” = 0. Donc on peut poser z = y" et I’équation devient : {ZZ z+=5321”= 0
5
227+5z2=0 & Z’=—EZ

5
Les solutions de l’équation 2z’ + 5z = 0 sont les fonctions f,(x) = ke 2", k € R et donc on détermine les
5
solutions de 2y"’ + 5y” = 0 en primitivant deux fois les fonctions f; (x) = ke 2", k € R.

5 5
Ainsi, on a : y' = Prim (ke‘i") = —gke‘i" +C;, C; ER, etdonc:

2 5 4 5
y = Prim (—gke_f" + Cl) = Eke_fx + Cix + C,
Enfin, les solutions de I’équations 2y"’ + 5y” = 0 sont les fonctions de la forme :

5
h(x) = Coe™# + Cyx + C,, avec C,, Cy, C, € R.
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Exercice J———

. __________________________ |
Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R l’équation différentielle (E) et déterminer la solution
vérifiant la condition initiale donnée :

a.(E):y—-3y=0 et y(0) =2

b. (E) :3y' +y =0 et y=e Prof. Sidi MAJOR
c.(E):y +yln2=0 et y() =1

d. (E):y =y et y(1) =-1

I oo I

a. y'— 3y =0, donc les solutions sont les fonctions de la forme :
fr () = ke®*, keR
La condition initiale y(0) = 2 se traduit par f,(0) = 2 soit ke3*° = k = 2. Donc la solution cherchée est :
g(x) = 2>
b. 3y +y=0 & y'= —%y, donc les solutions de [’équation différentielle sont les fonctions de la forme :

1
=X

fie(x) = ke 3%, k € R.

1 1 4
La condition initiale y(1) = e se traduit par f, (1) = e soit ke s = e et par suite on trouve k = ee3 = es.
La solution cherchée est donc :
4 -1 4-x
gix)=e3xe 3 =¢3
Les questions c. et d. se traitent de la méme facon.

Cxercice 4

Le plan est muni du repére (0,1,]J). Déterminer la fonction f dérivable sur R telle que 2f"+ 5f = 0 et
dont la courbe représentative admet en son point d’abscisse (—1) une tangente paralléle a la droite
d’équation : y + x = 0.

D C o+ I
Ona:
5
2f'"+5f=0 & f’=—zf
Donc les solutions de I’équation différentielle sont les fonctions définies sur R par :
5

fi(x) = ke 2%, keR

On sait que la tangente a la courbe représentative de f en son point d’abscisse (—1) a pour coefficient

directeur f'(—1). Donc la condition se traduit par f'(—1) = —1 car le coefficient directeur de la droite
d’équation y + x = 0 est égal a (—1).

Ona:
-1 =-1 b e ff Ay _
{Zf’(—l) +5F(=1) = 0 d’ou: f(-1)=2/5
Donc :
2 5 2
f(—].) = g = ke_?x(_l) = g
Soit :
5 2 5 2
ke_?x(_l) = g & kez = g
Et enfin :
k 20~
= ge 2

La solution cherchée est donc :

FGx) = gende
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Exercice 5T

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

a. y'—-4y=0 b. y"+ 16y =0 B

c. 2y'—y—-6y=0 d. y—4y +13y=0 Prof. Sidi MAJOR

e. y'+3y'=0 f. y"—6y +9y =0
T o ——

.Y '—4y=0
L’équation caractéristique est r2 —4 =0 qui admet deux solutions réelles r; =2 et r, = (—2). Donc les
solutions de ’équation différentielle en question sont les fonctions définies sur R par :
f(x) =2 +pue ?*; ALueR
b. y" +16y =0
L’équation caractéristique est r2 + 16 = 0c’est-a-direr? — (4i)2 = 0 qui admet deux solutions complexes
conjuguées r; = 4i et (r, = —4i). Donc les solutions de |’équation différentielle en question sont les
fonctions définies sur R par :
f(x) = Acos4x + usindx; Au€R.
c. 2y"—y' —6y=0
L’équation caractéristique est 2r?2 —r — 6 = 0 qui admet deux solutions réelles r, = 2 et r, = 3/2. Donc les
solutions de ’équation différentielle en question sont les fonctions définies sur R par :

fx) =e* + uegx; ALueER.
d. y' -4y +13y=0
L’équation caractéristique est 2 — 4r + 13 = 0 qui admet deux solutions complexes conjuguées r; = 2 + 3i
et r, = 2 — 3i. Donc les solutions de |’équation différentielle en question sont les fonctions définies sur R
par :
f(x) =e®**(Acos3x+usin3x); Au€R.
e.y'+3y'=0
L’équation caractéristique est r%2+3r =0 qui admet deux solutions réelles r, =0 et r, =-3. Donc les
solutions de ’équation différentielle en question sont les fonctions définies sur R par :
fx)=A+pe™™; ALuelR
f. y—-6y'+9y=0
L’équation caractéristique est r2 —6r +9 = 0 qui admet une seule solution r = 3. Donc les solutions de
’équation différentielle en question sont les fonctions définies sur R par :
fx) = Ax+we®; ALucekR

Exercice 6I———

. ____________________________________________________ ______________|
Dans chacun des cas, résoudre sur R I’équation différentielle (E) et déterminer la solution vérifiant les
conditions initiales données :
a.(E):y"+2y'+y=0 y(0)=-1ety'(0)=0

b.(E):y"'+16y=0 y(0) =0ety'(0)=-1
c.(E):y"+2y'—3y=0 y(0)=3ety'(0)=0
d.E):y +y+y=0 y(0) = -1ety'(0) =3

I - I

LY +2y'+y=0
L’équation caractéristique est 2 + 2r + 1 = 0 qui admet une seule solution » = —1. Donc les solutions de
l’équation différentielle en question sont les fonctions définies sur R par : f(x) = (Ax +we™; Au€R.
Ona: f'(x) = 2e™ — (Ax + u)e™ et donc les conditions initiales se traduisent comme suit :
y0)=-1 & pu=—-1let y'(0)=0 & 1—u=0
Et ainsi : 2 = u = —1 et la solution cherchée est donc : f(x) = (—1 —x)e™*.
b. y"+16y=0
D’aprés la question b. de U’exercice 5, les solutions de I’équation différentielle sont les fonctions définies
sur R par :
f(x) = Acos4x + usindx; A p€ER.

270 Chapitre 6 Equations différentielles



Prof. Sidi MAJOR


Ona: f'(x) = —4Asin4x + 4u cos 4x et donc les conditions initiales peuvent étre traduites comme suit :
y0)=0<= A=0et y(0)=0 & 4u=0
Donc la seule fonction qui répond a la question est f(x) = 0.
c. y'+2y'-3y=0
L’équation caractéristique est 2 + 2r — 3 = 0 qui admet deux solutions réelles r; = 1 et r, = —3 Donc les
solutions de ’équation différentielle en question sont les fonctions définies sur R par :
flx)=2e*+pue™3*; ALueR
Ona: f'(x) = 1e* — 3ue™3* et donc les conditions initiales s’écrivent :
y0)=0= A+pu=0et y(0)=-1 & 1-3u=-1
At+pu=

0 . 11 . . ,
A—3u=—1 dont la solution est (1; u) = (_Z'Z) et enfin la solution cherchée

Ce qui donne le systeme : {

est

1 1
fG) = —ge*+7e7 Prof. Sidi MAJOR

d. La question peut étre traitée de maniere analogue.

Exercice 7R

On considére ’équation différentielle (E) : y'— 2y = 8x? — 8x.

1. Résoudre I’équation différentielle (E;) : y'— 2y = 0.

2. déterminer un polynéme P(x) solution de (E).

3. Démontrer que I’ensemble des solutions de (E) sur R est [’ensemble des solutions f, définies par :
fr(x) = ke** — 4x? ou k est réel quelconque.

Corrige
1. (E): y'—2y=0 & y' =2y etdonc les solutions de (E;) sont les fonctions définies sur R par :
gk (x) = ke?, k €R.
2. Soit P(x) un polyndme de degré n.
P(x) €S < P'(x) —2P(x) = 8x* — 8x
Donc le polyndme P(x) est forcément de degré 2 et par suite on peut l’écrire sous la forme :
P(x) = ax? + bx + c.
Ona: P'(x) =2ax+ b etdonc :
PeSg © P'(x)—2P(x) =8x*—-8x & (2ax+b)—2(ax?+bx +c) = 8x? —8x
< —2ax?+ (2a—2b)x+b — 2c = 8x? — 8x

—2a =8
Par identification des coefficients, on obtient : {2a — 2b = -8
b—2c=0

Ce quidonne : a = —4, b = ¢ = 0 et par suite P(x) = —4x2.
3. Soit f une solution quelconque de [’équation différentielle (E) : y' — 2y = 8x? — 8x.
fESEH © f(x)—2f(x)=8x2—8x (D
Onaaussi: P'(x) —2P(x) =8x2—8x (2
Dot: -2 & [f'(x)—2f(x)]—[P'(x) —2P(x)] = (8x*> —8x) — (8x> —8x) =0
Soit enfin : (f — P)'(x) — 2(f — P)(x) = 0 c’est-a-dire f — P € S(z,).
En conclusion :
f €S & f—P €Sy, et par suite les solutions de (E) sont les fonctions définies sur R par :
fi(x) = ke?** —4x%, keR.

Exercice SEENN——
Résoudre chacune des équations différentielles suivantes :
1. y"+2y'—-3y=9;

2, y'+2y-3y=-6x+1;

3. y'+2y'—3y=-9x>-3x+18.
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D C < R
1. (E): y"+2y'—3y =9
e L’équation différentielle homogeéne (sans second membre) associée est (E;): y"+ 2y’ —3y =10
Son équation caractéristique r? + 2r —3 = 0 admet deux solutions réelles r, =1 et r, = —3. Donc les
solutions de (E;) sont les fonctions définies sur R par :
gx) =2e* +ue™®; ALueRr.
e Recherche d’une solution particuliere de (E) :
Le second membre étant constant, cherchons s’il existe une fonction constante y(x) = ¢ solution de
’équation (E).
Ona: ¢"+2c'-3c=9 < -3c=9 < c=-3carc’"=c'=0.
Donc les solutions de (E) sont les fonctions définies sur R par :

_ x -3x __ 7.
f)=2et +pe™ =3 AueR Prof. Sidi MAJOR

Rappel : SG(E) = SG(E,) + SP(E)|

2. (E):y"+2y'—3y=—-6x+1
e L’équation différentielle homogene (sans second membre) associée est :
(E):y"+2y—3y=0
Son équation caractéristique r? + 2r —3 = 0 admet deux solutions réelles r, =1 et r, = —3. Donc les
solutions de (E,) sont les fonctions définies sur R par :
gx) =Ae* +ue™®; ALu€eR.
e Recherche d’une solution particuliére de (E) :
Le second membre étant une fonction polyndme du 1°" degré, cherchons s’il existe une fonction y(x) =
ax + b solution de ’équation (E).
Ona: (ax+b)'+2(ax+b)—3(ax+b) =—6x+1 —3ax+2a—3b=—6x+1.
D’ol : a =2, b =1 et par suite la fonction h définie par h(x) = 2x + 1 est une solution particuliére de
’équation (E). Donc les solutions de (E) sont les fonctions définies sur R par :
fx)=2e*+ue3*+2x+1; Adu€eR
3. (E):y"+2y — 3y =-9x*—3x + 18 : chercher une solution particuliéreP de (E) de la forme :
P(x) = ax? + bx + c.
Le reste de la question est laissé a titre d’exercice.

Exercice 9N

Le plan est muni du repére (0,L]J).
1. Résoudre sur R [’équation différentielle (E) :
y'—3y +2y=0.
2. Quelle est la solution de (E) dont la courbe représentative (€)admet au point d’abscisse 0 la méme
tangente que la courbe (€)représentative de la fonction x — e3*,

Coreio
1. Résolution de ’équation y"' — 3y’ + 2y = 0.

L’équation caractéristique 2 — 3r + 2 = 0 admet 2 solutions réelles r; = 1 et r, = 2.
Donc ’intégrale générale de ’équation différentielle est :
g(x) = Ae* + ue?; AueR

2. Les courbes représentatives (C) et (€") ont méme tangente au point d’abscisse 0 si, et seulement si, on a :
f(0)=g(0) et f'(0)=g'(0) ou f(x)=e*

/1 + = 1 ! — 3x ! — x 2x

A+2u=3 car f'(x) =3e** et g'(x) = 1e* + 2ue

Ce qui donne 1 = —1 et u = 2 et par conséquent la fonction cherchée est :

g(x) = —e* + 2e?~,

Exercice 10—

Une personne malade est placée sous perfusion c’est-a-dire injection continue d’un antibiotique.
A l'instant t = 0, la quantité Q(0) d’antibiotique présente dans le sang du malade est nulle.

D'ou le systeme : {
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Le débit de la perfusion, c’est-a-dire la quantité injectée par minute est un réel A4 >0 exprimé en
milligrammes par minute (mg/mn). On désigne par Q(t) la quantité exprimée en milligrammes (mg)
d’antibiotique dans le sang du malade, a l'instant t, exprimé en minutes (min).
On suppose que la fonction Q est définie et dérivable sur 'intervalle [0; +x[ et qu’il existe un réelk > 0
tel que la fonction Q vérifie I’équation différentielle (E) : y' = A — ky.
1. a. Résoudre I’équation différentielle (E).

b. En tenant compte de la condition initiale, déterminer Q(t) en fonction de t, A et k.

c. Quel est le sens de variation de la fonction Q ? Déterminer la limite de Q en (+). Interpréter.
2. a. On sait qu’au bout d’une heure, la quantité d’antibiotique présente dans le sang est la moitié de sa

valeur limite. Montrer qu’alors :

k= In2 Prof. Sidi MAJOR
60’
b. On souhaite obtenir une quantité limite de 80 mg d’antibiotique dans le sang du malade.
Donner I’arrondi d’ordre 2 du débit A que I’on doit alors établir.
c. Déterminer, en heures et minutes, le temps nécessaire pour que la quantité d’antibiotique présente
dans le sang du malade ait atteint, a un milligrammes prés, sa valeur limite.

Corrige
1. a. L’équation différentielle (E) est de la forme v’ = ay + b. Ses solutions sont toutes les fonctions f définies
sur R par :

A
f(x) =ce7*t +E; avec c € R.

b. Sachant que Q(0) =0, 0on a:

D’ou :

Donc :
A A A
— __pkt _ ,—kt
Q(t) ke +k k(l e ™).
c. La fonction Q est dérivable et pour tout réel t :

Q) = —%(—ke"“) =de ¥ >0

Donc la fonction Q est strictement croissante sur [0; +oo[.

D’autre part, on a : lim,,,., e = 0, et donc :
li t 4
Jm Q) = -
Interprétation :

La quantité d’antibiotique dans le sang augmente au cours du temps et tend vers une valeur limite finie
constante égale a A/k.

2. a. On prend la minute comme 'unité de temps :
In 2

1
S et ok=—.
¢ 2 60

N =

A A
— (1 — p—60ky — _ ,—60k —
Q(60) = k (1-e ) o S l1-e

b. La valeur limite est donnée par :

A _ 604
k  In2
On souhaite que cette quantité soit égale a 80 mg. Donc :

004 80 o a=vm2=d12
_—= =1 = —X = —
In2 60 4T 3m

Soit, au centiéme pres : A = 0,92 mg/min.
c. La valeur limite est atteinte a 1 mg prés lorsque Q(t) = 79.

On sait que A/k = 80, d’ou :
Q(t) =80<1—312_0t> =79 & :l.—elg_()ztzE = elg_Othi St =60X——=379,3min
80 80 In 2 ’

Donc il faut environ 6h 19 min pour que la quantité limite soit atteinte a 1 mg pres.
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Exercice nE——

Une exsanguino-transfusion peut se schématiser de la fagon suivante : un récipient R contient un liquide L
dans lequel se trouve une substance S dont on veut diminuer la concentration. Le volume de R est de p
litres (genre le corps humain ...) et la concentration initiale de S est de a gramme par litre dans L.

1.

1.

Premiere méthode (le modele continu) :

On injecte dans R de maniére continue du liquide L ne contenant pas la substance S et on préléve
simultanément la méme quantité de mélange par un tuyau de sortie de sorte que le volume de liquide
dans R reste constant. Les tuyaux d’arrivée et de sortie ont des débits de d litres par heure.

On note m(t) la quantité de S dans L au bout du temps t et C(t) sa concentration.

a. Montrer quem(t + h) — m(t) = —dhC(t) ; en déduire quem’'(t) = —dC(t)puis que :

d
c'(t) = —;C(t)(E).
b. Démontrer que |’unique solution de (E) est : Prof. Sidi MAJOR

C(t) =a.exp (—gt).

c. Au bout de combien de temps la concentration de S est-elle inférieure a 5 % de sa valeur initiale ?

d. Cette méthode permet-elle d’éliminer complétement S ?

Deuxiéme méthode (le modéle discret) :

Toutes les minutes on préléve dans R un pourcentage fixe g de mélange que I’on remplace par la méme

quantité de L ne contenant pas S. A la minute n on appelle m, la masse de S restant dans R et C, sa

concentration.

a. Exprimer en fonction de n et des autres paramétres la masseAm,, de S prélevée a la minute n.

b. Exprimer m,,, en fonction de m, puis C,,; en fonction de C,. En déduire C, en fonction des
paramétresn, a, p et q.

c. Au bout de combien de minutes la concentration de S est-elle inférieure a 5 % de sa valeur initiale ?

d. En posant n = 60t donner une expression de C,. Comparer au résultat du 1.

Covio I
Premiere méthode (le modéle continu) :

On note m(t) la quantité de S dans L au bout du temps t et C(t) sa concentration.
a. Pendant la durée h la quantité m de S passe de m(t) a m(t + h) ; la différence entre les deux est ce qui
est sorti pendant ce laps de temps, soit
Volume sorti x concentration = débit x temps x concentration,

On a donc bienm(t + h) — m(t) = —dhC(t) ; divisons tout par h :

m(t + h})l —m(t) - —dc()

Passons a la limite quand h tend vers 0 : m'(t) = —dC(t).
Par ailleurs a un instant ¢t donné on a :
m(t) =pC(t) = m'(t) =pC'(t) = —dC(t)

D’ol :

c'(t) = d Cc(t)

p
b. D’aprés le cours, on a :
d

C(t) =k.exp (— ;t)

comme C(0) = a, on en déduit quek = a etpuis :
d
C(t) =a.exp (_Et)

c. On cherche t de sorte queC(t) < 0,05a:

d
C(t) £0,05a & a.exp (_Et) < 0,05a

d
& exp (_Et) < 0,05
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d.

d
& ——t<In0,05
p

pIn 0,05
ot ——
- d
Pour éliminer completement S il faudrait que C(t) s’annule a un moment, ce qui est impossible.Mais au
bout d’un certain temps la quantité restante de S devient tellement faible que ’on peut considérer qu’il
n’y en a plus.

2. Deuxiéme méthode (le modele discret) :
Toutes les minutes on préléve dans R un pourcentage fixe g de mélange que ’on remplace par la méme
quantité de L ne contenant pas S.

a.

b.

At = 0ona:my=ap, at =1 ona:m; =m,—qmy=ap(l— q), puis de minute en minute on
multiplie parl — g, ce qui donnem,, = ap(1 — q)".
Il ressort de la question précédente que :
Mpyr = A —q@m, ;5 G =1 —q)G,
Quant a la concentration, elle vaut :

G, = %mn(t) —a(1-q".

Ona:
In 0,05
)
Donc aprés T = E(In(0,05) /In(1 — q)) + 1 minutes, la concentration devient inférieure a 5 % de sa valeur
intiale.

€, <005, & (1-¢)"<005 & nln(l—q)<In005 & n

. Avecn =60t, on aC, = a(1 — q)®° = a.exp(60tIn(1 — q)) = a.exp (kt) ol k = 60In(1 — q) = In(1 — q)°°

Pour que les deux modeéles soient semblables il faut donc que :

In[(1 - ) = =5
ou encore : Prof. Sidi MAJOR
B d
g=1—exp (— @)
Application numérique : p = 51, d = 0,11/mn, on a alors g = 0,03 %, pour le premier cas t supérieur a
150 mn, pour le deuxiéme cas n supérieur a 8987 secondes, soit t supérieur a 150 mn.

UNIQUEMENT POUR LA TERMINALE C

Exeveice 12/

Soit [’équation différentielle (E) : y”+ y'— 2y = x%e”.

Montrer qu’il existe une solution particuliére z de la forme z(x) = P(x).e* ou P est un polynéme du
troisiéme degré.

On pose u = y — z. Montrer que y est solution de (E) si, et seulement si, u”+u'— 2u = 0.

En déduire I’intégrale générale de I’équation (E).

1.

Corrige

Soit I’équation différentielle (E) : y” +y' — 2y = x%e*.
1. Montrer qu’il existe une solution particuliére z de la forme z(x) = P(x).e* ou P est un polyndome du 3° degré.
Posons P(x) = ax® + bx> 4+ cx+dolua,b,c,d €R.

ZESy & z'+2z' —2z=x%"

Or, on sait que : z'(x) = P'(x).e* + P(x).e*

z"(x) = P"(x).e* + P'(x).e* + P'(x).e* + P(x).e* = P"(x).e* + 2P'(x).e* + P(x).e*
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Doli: z"+2z —2z=x%*< P"(x).e*+3P'(x).e* = x%e*
< P"(x) +3P'(x) = x% care* # 0,Vx € R.
Or on sait que : P'(x) = 3ax? + 2bx + c et P""(x) = 6ax + 2b et donc :
(6ax + 2b) + 3(3ax? + 2bx + ¢) = x?
Soit : 9ax? + (6a + 6b)x + (2b + 3c) = x? et en procédant a une identification des coefficients, on obtient :

9a =1
6a + 6b = 0.
2b+3c=0
On trouve facilement :
1 b 1 2 d
a 3’ =~y c= 27 eER

Enfin : P(x) = %x3 — %xz + 22—7x en prenant d = 0.

2. Onpose u =y —z. Montronsque y € Sz & u” +u —2u=0.
Ona:y=u+zetyeSy o y'+y —2y=x%".
Ory'=u'+z et y'=u"+z",dol:yeSy & W' +2)+W +2)—-2(u+z) =x%e*

D’autre part, on sait que z" + z' — 2z = x%e*, ce qui nous améne a l’égalité : u”" +u' —2u = 0.

3. L’équation u” +u’ — 2u = 0 a pour équation caractéristique 2+ r — 2 = 0 qui admet deux solutions réelles
r, =1 et r, = 2. Donc les solutions de l’équation différentielle u” + u' — 2u = 0 sont les fonctions définies
sur R par : u(x) = 1e* + pue?*; ALueR.

Donc d’apres la question 2, les solutions de |’équation (E) sont les fonctions définies sur R par :
1

1 2
y(x) = ulx) + z(x) = 1e* + ue® + (§x3 —§x2 +ﬁx) e*; Luc€R.

Exercice 13—

1. On considére I’équation différentielle (E) : x2y" — xy' + y = 0.
a. Soit z une fonction deux fois dérivable sur ]0; +oo[. Démontrer que xz est solution de (E) si, et
seulement si, z est solution de I’équation (E") : xz'= 4 (4 € R).
b. Résoudre (E") puis (E).
2. Résoudre par la méme méthode sur |—oo; 0[ :

Prof. Sidi MAJOR

,_x+y
Y=
Corrige

1. a. Ona:
Xz €S & x*(xz)" —x(x2) +xz=0
Or on sait, la variable étant x, que
(xz) =z +xz'
(x2)" =(z+x2z") =2'+ 2"+ xz" = 22" + x2"
Donc :
x*(xz)" — x(x2)' + xz = x*(2z' + x2'") —x(z + x2') + xz = X32" + x*z' = x*(xz" + 2")
D’ou :
Xz €Sy & x*(xz"+2z')=0
Comme x € ]0; +oo[ alors x? = 0 et par suite :
XZESg & xz"'+2' =0
D’autre part, on remarque que xz" + z' = (xz')’ et par conséquent :
XZ€Sp © (xz')' =0 & xz'=4; A€ER
b. Résolution de I’équation (E) :
On vient de démontrer I’équivalence : xz € Sy & z € Sz,
Or, x étant strictement positif, on sait que :

A
xz' =4 & z’=; < z=Alnx+B; ABER.

Donc les solutions de (E) sont les fonctions définies sur ]0; +oo[ par:
f(x) =xz=AxInx +Bx; ABER
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2. Ona:

’=x+"y@x’_ =x @M:l @(y)’
y y =y 2 ”
D’ou, x étant dans ]—oo; 0[ :

y=xIn(—x) + Ax; A€ R.

Exercice 14—

Soit E ’ensemble des fonctions numériques f deux fois dérivables sur ]0; +oo[ telles que :
vx €]0; +oof, x%f"(x) —xf'(x) —3f(x) =0.
1. Soit f une fonction numérique deux fois dérivable sur ]0; +o[ et g la fonction définie par :
Vx ER, gx) = f(e).
Montrerque: feEE < VxeR, g'(x) —2g9'(x) —3g(x) =0.
2. a. Résoudre I’équation différentielle y’ — 2y’ — 3y = 0. Prof. Sidi MAJOR
b. En déduire I’ensemble E.

Corrige
1. Etablissement de U’équivalence f €E & g"(x) —29'(x) +3g(x) =0:
La fonction g est deux fois dérivable sur R puisque la fonction x — e* est deux fois dérivable sur R et
prend ses valeurs dans ]0; +oo[ et f est deux fois dérivable sur cet intervalle.
De l’égalité vx € R, g(x) = f(e*), on tire :
g'(x) =e*f'(e”)
g"(x) = e*f'(e®) + (e¥)?f"(e*) = g'(x) + (e¥)*f"(e¥)
Donc :
g"(x) = g'(x) = (e*)*f"(e¥)
Onsaitque: f€EE & Vx€]0; +oof, x2f"(x) = xf'(x) — 3f(x) = 0, d’oll en remplagant x par e* > 0, on
obtient :
Vx ER,  (e")*f"(e¥) = e*f'(e®) — 3f(e¥)
C’est-a-dire :
Vx€R, g"(x)—g'(x) =g'(x) —39(x)
Soit finalement :
Vx € R, g"'(x) —2g'(x) —3g(x) =0.
2. a. Résolution de I’équation différentielle y” — 2y’ —3y =0

L’équation caractéristique est r?2 — 2r — 3 = 0 dont les solutions sont (—1) et 2. Donc l’intégrale générale

de ’équation différentielle y” —2y"' —3y =0 est: x — Ae™ + Be3*, A,B €R.
b. Déduction de E :

D’apreés les questions précédentes, on sait que :

fEE & VxER, g"'(x)—2g'(x) —3g(x) =0 & VxER, gx) = f(e¥) = Ae™ + Be3*; A,BER.

La fonction f n’étant définie que sur ]0; +o[ et que e* décrit ]0; +oo[ alors on peut conclure par

aménagement de la variable et tenant compte de I’égalité e ™ = 1/e* que :

A
Vx € ]0; +oof, f(x)=;+Bx3; A,BeER.

Exercice 15—

Soit f une fonction continue sur R et a un réel donné. Soit I’équation différentielle :

, f
(E): y'+ay= "
ou u est la fonction définie par : vx € R, u(x) = e,
1. Soit y une fonction dérivable sur R.
Montrer que y est solution de (E) si et seulement si (yu) = f.
2. En déduire que les solutions de I’équation (E) sont les fonctions :

X
x — e‘“"f fdt + ae .
0

3. Résoudre les équations différentielles :
a. y+2y=e?
b. y'—y=(x%?+2x-3)e*
c. y+ay=e"*
ou b est unréel non nul (a + b # 0)
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1.

3.

Corrige
Etablissement de ’équivalence y € Sey & w'=f:
Ona: (yw)'=f © y'u+yu' =f, et comme u'(x) = ae® = au(x) alors :
QW =f & yutayu=Ff < y +ay =§. Prof. Sidi MAJOR

Déduction des solutions de (E) :
Selon la question précédente, y est une solution de (E) si, et seulement si, yu est une primitive de f.
Soit F la primitive de f qui s’annule en 0. On sait que :

X
Vx € R, F(x) = f f(dt
0
Donc y est une solution de (E) si, et seulement si, il existe un réel a tel que yu = F + a, c’est-a-dire :
=—+—
y u u
Donc les solutions de (E) sont les fonctions définies par :
X
X — e“”‘f f@®dt + ae™™; a€R.
0

a. Résolution de ’équation y' + 2y = e™2*:
L’équation différentielle y' + 2y = e~?* peut s’écrire sous la forme :

f
"+ay ==
Yy y ”
avec a = 2, u(x) = e?* et f(x) = 1. Donc les solutions sont les fonctions :
X
X — e‘zxf dt + ae™** = xe > + qe™%*; a €R.
0

b. Résolution de ’équation y' —y = (x? + 2x — 3)e*:
L’équation différentielle y' —y = (x? + 2x — 3)e* peut s’écrire sous la forme :

f
r+ L
y ray ”
avec a = —1, u(x) = e™ et f(x) = x? + 2x — 3. Donc les solutions sont les fonctions :
* 1
x — exf (t? + 2t — 3)dt + ae* = (§x3 + x? —3x)ex+aex; a €R.
0

c. Résolution de ’équation y' + ay = e?*:
L’équation différentielle y’ + ay = e?* peut s’écrire sous la forme :

f
"+ay=-
y Y=1
avec u(x) = e™ et f(x) = e(@*?*, Donc les solutions sont les fonctions :

eP* + qe %, a€eR

X
x — e‘“"f e@bitdt 4 qe=* =
o a+b

Exercice 16—

1.
2,

Résoudre I’équation différentielle : y" +y=0 (D).
On considére la fonction g deux fois dérivables sur R* et la fonction f telle que :
1
Vx € R, fxX)=x.g (;)
Montrer que f est deux fois dérivables sur R* et calculer f”(x) en fonction de g (1/x).
s s . . cpp s . " 1
On considére I’équation différentielle : y" = -=y ©
Montrer que la fonction g est solution de (2) si et seulement si f est solution de I’équation (1).
En déduire les solutions de (2) sur ]0, +oo[ puis sur ]—oo, 0[.

2
Déduire de ce qui précéde la valeur de I’intégrale I = ffx%sin G) dx.:

Corrige

. Résolution de I’équation différentielle : y" +y =0 (1:

L’équation caractéristique étant r2+1 =0 (deux solutions complexes i et -i) alors les solutions de
[’équation (1) sont les fonctions définies sur R par : y(x) = Acosx + Bsinx; ou A4,B € R.
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2. La fonction f peut s’écrire, pour tout réel x non nul, f(x) = x.g o h(x) ou h(x) = 1/x. Comme les fonctions
x — g(x), x — h(x) et x — x sont deux fois dérivables sur R* alors f U’est aussi sur R*.

D’autre part, on a :
=5 ex(- 50 () =510 ()
o= (- o)+ 2o (-2 2o ()

rw=59()

3. Soit g une solution de (2) c’est-a-dire que : Prof. Sidi MAJOR

Donc finalement :

1
9" () =-—7900.
Comme f(x) = xg(1/x) alors :

0= 0)=(o(0) =) =-vo

D’ol : Vx € R*, f(x) + f(x) = 0, et donc f est solution de (1.
Réciproquement : Soit f une solution de (1), et soit g la fonction définie par :
1
Vx € R, fx) =xg (;)
On sait que dans ces conditions, on a :
H( ) — 1 1 (1>

fre) = x3 g x

Donc :

wew, Ly (H)an(l)=o
X ’ 39 )T T

st 1
wew()-rof)

X
et par suite la fonction g est solution de (2).
4. Résolution de ’équation différentielle (2) :
On sait déja que toute solution f de I’équation (1) est de la forme : f(x) = Acosx + Bsinx, A,B € R, et que
toute solution g de I’équation (2) est liée a une solution f de I’équation (1) par la relation :

Vx € R, f(x) =xg (%)

C’est-a-dire :

Soit en remplacant x par 1/x :

g(x) = xf G)

Donc finalement :
1 1
Vx € R*, gx) =x [A cos (;) + Bsin <;)]

5. Calcul de Uintégrale I :
On pose pour x > 0:

g(x) = xsin (%)

Ona:

o) Leoll): 0=}

9" (x) = —x%sin (%) = —%(x sin G)) = —%g(x)

Donc :

On remarque donc que :
2/
e [ (LY 1 "
I = f —g"()dx = [-g' )]y}, = [sm (—) ——cos <—)] =n7-1.
X X 1/m

X
1/m
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Exercice 17—

Soit F I’ensemble des fonctions f deux fois dérivables sur ]0; +oo] telles que :
1
Ve>0, fi(x)= f(;).
1. Soit f un élément de F et g la fonction définie par : Vx € R, g(x) = f(e¥). Prof. Sidi MAJOR
a. Montrer que pour tout réel x > 0: x2f"(x) + f(x) = 0.

b. En déduire les solutions de I’équation différentielle (E) : y" —y'+y = 0.
2. Déterminer alors [’ensemble F.

Corrige
1. Soit f un élément de F et x un réel strictement positif.
a. Ona: f'(x) = f(1/x) et par suite :
=7 ()
xZ

Comme f'(1/x) = f(x) alors : i

P10 = 5 )
Finalement : x2f"(x) + f(x) = 0.
b. Soit x un réel. On a : g(x) = f(e*), et donc : g'(x) = e*f'(e¥), et par suite :
g"(x) =e*f'(e®) +e*f"(x)
Comme x2f"(x) + f(x) = 0 alors e?*f"(e*) + f(e*) = 0, et par suite :
g"(x) =e"f'(e”) - f(e®) =g'(x) — g(x)
Donc g est solution de ’équation (E) : y"' —y +y =0.
Résolution de |’équation (E) :
L’équation caractéristique de ’équation différentielle (E) est r2 —r + 1 = 0. Elle admet deux racines
complexes conjuguées :

1.3 1 V8,
T1—2 21, 7'2—2 21.

Donc les solutions de (E) sont les fonctions définies sur R par :

gx) = </1cos (?x) + psin <§x>>e ;0 LUER.

2. Détermination de I’ensemble F :
Soit f un élément de F. D’aprés la question 1, la fonction g définie sur R par g(x) = f(e*) est une solution
de I’équation différentielle (E).
On pose e* = X ; on sait que X > 0 et x = InX. Ainsi, on a:
VX € ]0; +oof, fX) =g(nX)

NIR

Soit encore :

InXx

VX € ]0; +oo], f&X)= (Acos <?lnX> + psin <?lnX>) ez ; ALUER.

VX €]0; +oof, fXx)= (zlcos <§lnX) + psin (?lnX))\/Y; Au€ER.

Or on sait que :

veelos ol f@=7(;)

X
En prenant x = 1 dans cette derniére égalité, on obtient f'(1) = f(1), ce qui donne :

u=n3

Donc les éléments de F sont les fonctions f définies sur ]0; +oo[ par :

flx) = /1<\/§cos (?lnx) + sin <\/7§1nx>> vx, 1€R.
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