Equation différentielle linéaire du 1° ordre

Equations différentielles

Equation différentielle linéaire du 2°™ ordre

<——| Toute équation entre une fonction f inconnue et ses | ———=
u dérivées successives ﬂ
Définition Définition

Une équation différentielle linéaire du 1° ordre a coefficients
constants sans second membre est toute équation de la forme :
ay'+ by =0,aveca # 0etb € R.

Une équation différentielle linéaire du 2

éme

équation de la forme :ay" + by' + ¢y = 0, aveca # O et b,c € R.

ordre a coefficients constants sans second membre est toute

Remarques : Toute combinaison linéaire de deux solutions est aussi une solution.

Elle se raméne a la forme : y' = — gy_ L’équation ar? + br + ¢ = 0 est I'équation caractéristique de I’équation différentielle.
Résolution Résolution

e L’ensemble des solutions de I’équation : ay’ + by = 0 est :
b
S = {fk(x) = ke <", ou k = cte réelle}
e Condition initiale : Pour x et y, fixés dans R, il existe une seule

solution f telle que f (xy) = y,. Elle est définie par :

~2x-x0)

f(x) =yoe a

Exemple
Résoudre I'équation différentielle : 2y’ — 5y = 0.
Déterminer la solution f vérifiant f (—2) = 3.
Corrigé
L’équation s’écrit aussi: y = gy. Donc les solutions de cette
5
équation sont les fonctions f définies sur R par f(x) = kez", ol k est
une constante réelle.
Ona: f(-2)=3 o ke®>=3 o k =3e".

5 5
D'ou : f(x) = 3e%ez* = 322,

Jacopo Riccati (1676 — 1754)

Jacopo Riccati est un mathématicien et physicien italien, trés connu
notamment pour ses travaux en hydraulique qui aidérent a
construire des digues le long des canaux de Venise et donc a prévenir
les inondations. Ces travaux en acoustique le conduisent a résoudre
des équations différentielles du second ordre.

Il est aussi le pére de Vincenzo Riccati et de Giordano Riccati, qui
poursuivirent et développérent ses travaux.

Les solutions de ay' + by’ +cy =0 s’expriment & Il'aide des racines r; et 1, de son équation

caractéristique ar? + br + ¢ = 0.

e SiA=b?*—4ac > 0alorsr, etr, sont réelles et : § = {Ae™* + pe™?*, ol A, u ctes réelles}.

e SiA=b?—4ac=0alorsr, =1, réelet:S = {(Ax + pu)e™*, ou A, u ctes réelles}.

e SiA = b?—4ac < 0alorsr, etr, complexes conjuguées :1; = a +if, 1, = a — if et :
§ = {e™(Acos Bx + usin Bx),ou A, u ctes réelles}.
Conditions initiales : Dans tous les cas, il existe une seule solution f, vérifiant les deux conditions :
f(x0) =yo et f'(x1) = y1(xo,¥0,%1,¥1 étant des réels)

Résoudre :
4y" —4y'+y=0
avec f(0) = -3 et f'(0) = 2.
Corrigé
Eq. caract. : 4r? —4r + 1 = 0. Elle
admet une solution double r = %
Donc l'intégrale générale est :
1
f(x) = Ax + pe”
On sait que :
1.1 1
f'(x) = 2e?* + E(Ax + wez* =...
Donc les conditions initiales :
f(0)=-3etf'(0)=2
donnent : u = —3 et§+ A =2 soit
7
1 E‘
. (7, _ x
Donc: f(x) = (Zx 3)62 .

finalement : y = =3 et A =

il

K—] Exemples —>
Résoudre :

y' =5y +6y=0
avec f(0) =0et f'(0) = 6.

Corrigé

Eq. caract. : 72 — 57+ 6 = 0. Elle
admet deux solutions réelles 2 et 3.
Donc lintégrale générale de
I’équation différentielle est :

f(x) = 2e?* + pe3*
avec A et u des constantes réelles.
Les conditions initiales donnent :

U=06cetd=—6.
Enfin :
f(x) = —6e?* + 6e53~,

Résoudre :
y'—4y +5y=0
avec f(0) = —1et f'(0) = 3.

Corrigé
Eq.caract. : 72 —4r +5 = 0. Elle
admet deux solutions complexes
conjuguées 2 +1i et2 — 1.
Donc Vlintégrale générale de
I’équation différentielle est :

f(x) =e**(Acosx + psinx)
avec A et i des constantes réelles.
Les conditions initiales donnent :

u=5etd=-1.
Enfin :
f(x) = e?*(—cosx + 5sinx).
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