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Ruelques problemes de synthese

Evobléme 1

On considere les fonctions f et F définies R par :
fx)=e—x—-1

— X 3
F(x) =(e—1)e —x-5

1. Montrer que pour tout réel x, on a :

x+1
F(x) = f f(ode.

2. Etudier les fonctions f et F, tracer leurs courbes respectives € et I (On précisera leur
position relative).

3. Soit x > 0, justifier I'existence d’un réel ¢ de [x,x + 1] tel que l'on ait :
x+1

fo=[ rod
en déduire que : F(R,) c f(R,). :
4. On considere la suite (c,) définie par f(c,) = f:“f(t)dt et la suite (8,) :
op=c¢C,—n.
a. Montrer que la suite (6,) est bornée.
b. En utilisant les courbes ¢ et I, représenter les points M,, M,, M, d’abscisses c¢,, ¢;

et c,.
c. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :
1 &,
2e™ en

o

. Montrer que (8,,) admet une limite finie £ a déterminer.
e. Pour tout x de R, calculer :
F(x)—f(x+1).
En déduire que I est I'image de € par une transformation simple a déterminer.

Evobléme 2 (inédit)

Soit f I'application du plan muni d’un repere orthonormé direct (0; e;,e;) qui a tout point
M d'affixe z associe le point M’ d’affixe z' tel que : 12z”=5z— iz + 12 + 36i.
1.0nposez=x+iyetz =x"+iy oux, y, x', y sont des réels.
Exprimer x' et y' en fonction de x et y.
2. Montrer que f admet un unique point invariant 2.
3. Soit h, et h, les homothéties de méme centre 2 et de rapports respectifs 1/2 et 1/3.
a. Déterminer I'ensemble D; des points M du plan tels que : hy(M) = f(M).
b. Déterminer I'ensemble D, des points M du plan tels que : h,(M) = f(M).
c. Déterminer un point 4 sur D, et un point B sur D, tels que le triplet (2; 24,2B) soit
un repere orthonormé direct du plan.
4. a. Déterminer I'expression analytique de f dans le nouveau repére (£2; ﬂﬁ)
. Montrer que pour tous points M, N du plan, on a :

(=2

1
d(f(M),f(N)) < 5 d(M,N)

ou d(X,Y) = XY désigne la distance entre les points X et Y.
c. On se donne un point fixé M, et on définit les points M,, par la relation de
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récurrence : Yn €N, M, ., = f(M,).
Montrer que :

n

1
vneN,  d(@,M,) < (E) x d(2, My)

d. Quelle est la limite de la suite de terme général d(2,M,,) ?

5. On définit les deux suites numériques u et v par les relations suivantes :
Ug = 4 Uy = 6

{ 1

Vn+1 = _E 12

vn €N, 5 1 et
] Upt1 = Eun - E
Etudier la convergence des suites u et v.

—v,+3

Evobléme g4

Partie A : On considére la fonction f définie sur [-2,+00[ par :
X
fx)=Vx+2-e 2.

t t

Prouver que : Vt>0, 2ez>t+2 et vt>0, 0< f(t) <V2-ex

On pourra admettre ces deux résultats dans le cas ou on n’arrive pas a les établir
définitivement.

On définit sur [e~2,+00[ , la fonction F par F(x) = f'“xf(t)dt
1. Montrer que F est dérivable sur [e %, +00[, et que :

F/(x) = ’Zilnx.

2. Calculer F(1) et en déduire que vx € [e™2,+00[ , on a :

2+ lnt
F(x) = f dt.

3. Montrer que vx>1, 0 < F(x) < 4V2.
4. a. Montrer que vte[e2,1],0ona: 0<vV2+Int<+2.

b. En déduire que vx € [e"2,1] , on a : 2V2(1 —e) < F(x) < 0.
5. Donner enfin un encadrement de F(x) pour x € [e™2,+00].
Partie B : On considére la suite U définie par :

U 2“+ e 2dx.
n (2n+1)'f x+2) e b'¢

1. Montrer que vn€eN, on a:

o<u <e.2n—'n
-t T 2n+1)r
2. Montrer que vneN, on a:
0 < 2" . n! 1

_(2n+1)' 2n+1
3. En déduire que U converge vers une limite que I'on précisera.

4. Pour tout entier naturel n, on pose :
k=n

2k k!
Sp= ) ——.
|
i (2k + 1)!
a. Montrer que :
21 (n+1)!
vn € N, Upi1 = —2e- W + U,.
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b. En déduire que :

UO_Un

vn € N, S, = .
n 2\/;

c. Montrer que :
Fle™) —F(e™®

nl—l>l-I1-100 Sn = 2+/e

Evobléme 4

Soit f la fonction définie sur le domaine D =]—00,—-1[ U ]0, +00][ par :

1 ot
f(x) = f 2 dt
0

X+t

1. Etude de fen (-1) eten 0 :
a. Montrer que vx< -1 et vte[0,1], on a :
2t 1
< —
X+t~ x+t

£(%) sm(x:l).

b. Montrer que vx < -1, on a :

En déduire la valeur de :

Jim, 6o
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lirg;r f(x) = +o00.

X—

2. Montrer que vx<—-1etvte[0,1],0ona: |[x+t|=>—-(1+x).
3. En déduire que vx < -1 :

IfCOl <

x+1)In2
Calculer alors la valeur de la limite :
lim f(x).
X——00
4. Montrer que :
lim f(x) =0.
X—+00

5. Soit x € D et F une primitive sur R\ {—x} de la fonction définie par :
2t
¢t
a. Donner en fonction de F une primitive de la fonction définie par : t— —@(—x+t).
b. En déduire que :

x+1
f(x) = f o(—x+t)dt

c. Conclure que :

x+1 2t
f(x) = 27*u(x) avec u(x) = j ?dt.
X
d. Vérifier que :
2x+1 2X
vxeD 'x) = -—
xED u'() x+1 x

puis en déduire que :
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f'(x) = —(In2)f(x) +

x(x+ 1)
e. En utilisant une intégration par parties, montrer que :

1 2t
——dt=—f’'(x).
jo (x +t)? (0
f. Dresser le tableau de variations de f et tracer I'allure de la courbe de f.

Evobléme 5 (inédit)

A tout nombre réel strictement positif x, on associe les deux suites (w,) et (t,) définies

par :
{Wo =X et Wpyq = /Wy
t,=2"w, —1)
1.Pourx=>1,
a. Montrer que la suite (w,) est minorée par 1 et décroissante.
b. Etablir que :

1
vn =1, |Wn_1|SE|Wn—1_1|-

i 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
! (On utilisera I'inégalité des accroissements finis appliquée a la fonction k: t+— /t sur !
I I'intervalle [1,x]). I
: En déduire la limite de la suite (w,,). .
| 2. Pour 0 < x <1, montrer que la suite (w,,) est croissante et convergente vers 1. |
. 3. a. Exprimer (w,) et (t,) en fonction de (w,,,) puis établir : .
1 vn >0, t,—ty=2"(w,—1)>2 1
| En déduire que la suite (t,,) est décroissante. |
' b. Pour x > 1, établir que (t,) est convergente. 1
! c. Soient (w,) et (t,) les deux suites associées a x et (w),) et (t,) les deux suites !
| associées au réel 1/x . |
] . 1
. Montrer que : L .
| © vnzo0, f=_= |
n
: En déduire que, dans le cas ol 0 < x < 1, la suite (t,) est également convergente. :
| 4. Pour tout réel strictement positif x, on note f(x) la limite de la suite (t,). |
' a. Etablir que : '
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
L 1

1
f)=0; vx> O,f(;) =—f(x)
(On pourra utiliser 1)
b. Montrer que :

t
vn € N,vx > 0, w—"sf(x)so @
n

(On pourra utiliser la monotonie de la suite (t,))
En déduire que :

x—1
vx >0, TSf(x)Sx—l@

c. Si les suites associées a x sont (w,) et (t,) et a y, (w)) et (t,) et a xy, (W,) et (T,),
établir que :
W,=w,xw, et T,=w,Xxt,+1t,.
En déduire que :
Vx>0, Vy >0, f(xy)=fx)+f).
5.a. Soit x un réel tel que x > 0 et h un réel tel que x + h > 0.
Etablir que :

fatm g _f(1+y)
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e , . . h)— PN
c. En utilisant 3), déterminer la limite de M lorsque h tend vers 0. Reconnaitre
alors la fonction f.

Evobléme 6

Soit p un entier naturel, p > 2, et a,,a,, ..., a, une famille de p nombres réels tels que :
0<a; < a;<-<ap.

Partie A
Etant donné un entier naturel n, n > a,, on considére I'équation d’inconnue réelle x :
(E): af+aj+--+ay=n"
1. Pour k entier, 1 < k < p, on considere la fonction :
gr: Ry » R

%)x
, - (5
Etudier ses variations sur l'intervalle [0, +0o[ et étudier sa limite en +o00.

2. Soit f, la somme des fonctions g,, pour k compris entre 1 et p.

Préciser le sens de variation de f,, ainsi que sa limite en +oo.
3. En déduire que I'équation (E) admet une solution et une seule dans R,.
Partie B
Pour chaque n > a,, on note x, la solution de I'équation (E). On définit ainsi une suite
(X)nsr, OU T est le plus petit entier strictement supérieur a a,,.
1. Montrer que, pour tout entier n > r et tout réel x >0, on a :

fn+1(x) < fn(x)

En déduire que la suite (x,,) est décroissante.

2. Soit ¢ un réel strictement positif quelconque. Montrer que, pour chacun des entiers k,

(4
1 < k <p, la suite de terme general v, = (%) est convergente. Quelle en est sa limite ?

3. Déduire de la question précédente que la suite de terme général f,(c) est convergente.
Quelle en est sa limite ?

4. Montrer qu’il existe un entier m tel que 0 < f,,(c) < 1. En déduire que, pour tout n >m,
ona: x,<0.

5. Déduire de ce qui précede que la suite (x,,),> admet 0 pour limite.

. Montrer que :

(<))

lim x,,.Inn =p.
n-+oo

Evobléme 7

Soit f la fonction définie sur [0, ] par :

()_2 +1
flx —3cosx 3

et (€) sa courbe dans un repére orthonormé (0; ,j).

Partie A

1. Etudier f et construire (C).

2. a. Montrer que f réalise une bijection de [0,m] vers un intervalle I que I'on précisera.
Soit g sa réciproque.
b. Etudier la continuité et la dérivabilité de g sur I, puis construire la courbe (¢') de g
dans le méme repere que (C).

3. a. Montrer que (€) coupe la droite 4 : y = x en un seul point d’abscisse x, € 10, /2].
b. Calculer, en fonction de x,, |'aire A de la partie du plan limitée par les deux axes du
repéere et les courbes (€) et (€").

Partie B : On considére la suite (U,,) définie par :

5/23
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{ Ug €10, x[
vn €N, Un+1 = f(Un)
1.a. Montrer que vneN, U, € [0,7/2].
b. Montrer que vneN, U,, < xy < Uzpi1-
2. Montrer que :

Vx € [01 71'], If(x) xOI <3 Ix X0

3. En déduire que :

2 n
vneEN, U, - x, <( ) Uy — %o
puis que la suite (U,,) converge vers un réel que |I'on déterminera.
4. Pour tout entier naturel n, on définit la somme :

= ) DM - x0)

a. Montrer que :
vkeN, (—DY(U,—x4) >0
b. Montrer que (S,) est une suite strictement croissante.
c. Montrer que vn €N, |S,| < 3|U, — x|, et conclure a propos de la convergence de (S,).
Partie C : Pour tout réel x de l'intervalle 10, %[, on pose :

-
I
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1

I

1

1

I

1

1
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1

1

I

1

1

I

1

1

I

1

1

I

1

1

I

1

! f@ dt
I Fo = |

' 0o J(A-t)(1+3¢)

' F& tdt

| G(x) :f

: JaA-o+30

' 1. a. Montrer que F et G sont définies et dérivables sur ]0,x[, puis calculer F'(x) et G'(x).
I b. Exprimer alors F(x) et G(x) en fonction de x.
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
.

2. Pour tout réel a de l'intervalle ] , on pose

(e )_I ,/(1—t)(1+3t

tdt
Jie = -Io J@-0t)(1+3¢t)

K(a)zf“ t2dt
0o VA —0)(1+30

a. Calculer I(a) et J(a) en fonction de g(a) puis en déduire le calcul des limites
suivantes :

limI(a) et limJ(a).
a-1" a-1"

b. Pour x € ]-1/3,1[, on pose : ¢(x) = xy/(1 — x)(1 + 3x)
Montrer qu’il existe trois réels a, b et ¢ tels que pour tout x de ]-1/3,1[, on ait :
) = a + bx + cx?
Px JA—-x)(1+3x)
En déduire K(a) en fonction de I(a), J(a) et ¢@(a) puis calculer :
lim K@

3. Pour tout nombre réel a de l'intervalle ]0,1[, on pose :
a
L(a) = f 1-t)(1+3t)dt.
0

Exprimer L(a) en fonction de ¢(a), J(a) et K(a). En déduire :
Jim 1(@)
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Evobléme 8(bac YNauvitanie 1998)

" 1
| |
] 1
| |
! A l'extérieur d’un triangle direct non rectangle 0AB, on construit trois carrés : AONP, !
! OBCU et BATI de centres respectifs J, H et L. !
' On suppose que les angles (ON, 04), (0B, 0U) et (AT, AB) ont pour mesure +> + k2w (k € 7). '
! Le but de l'exercice est |'étude de quelques propriétés de la configuration décrite ci- !
' dessus. I
| N.B. : Il est demandé de faire une figure pour chacune des parties. |
' Partie A : Propriétés d’orthogonalité et d’égalité de distances '
| a. On munit le plan d’un repére orthonormé direct dans lequel les points B et N ont pour |
' affixes respectives b et n. '
! a. Quelles sont les affixes a et u des points A et U ? !
I b. Montrer que les droites (AU) et (BN) sont perpendiculaires et que AU = BN. Quelles I
: conclusions similaires peut-on exhiber de la configuration ? :
| c. Soit G le point tel que OUGN soit un parallélogramme. En déduire que le triangle GCP |
' est rectangle isoceéle. - :
| b. Soit t la translation de vecteur GN et r le quart de tour direct de centre 0. |
' a. Déterminer I'image de G parrot. 1
' b. Soit €' le symétrique de € par rapport a B. Démontrer que r transforme C’' en C. !
! Quelle est I'image de B parrot? !
' c. En déduire que les droites (AC) et (GB) sont perpendiculaires et que AC = GB. I
| Partie B : Propriétés d'alignement et de concours |
: 1. Soit Q le point d’intersection des droites (BP) et (AC), et t' la translation de vecteur TA. :
| a. Quelles sont les images, par la translation t’, des hauteurs du triangle TOI ? |
: b. En déduire que (0Q) est la hauteur issue du sommet 0 du triangle 0AB. :
| c. Montrer que les points G, 0 et Q sont alignés (on pourra utiliser le résultat de A-2.c.) |
. 2. Soit K, le point d’intersection des droites (AU) et (BN). Soient s et s’ les deux .
! similitudes directes de centre 0, de rapport V2 et d’angles respectifs +§ et—%. !
! a. Déterminer s(B), s(N), s'(4) et s'(U). !
' b. On définit les deux points K’ et K" par : K' =s(K,) et K" =s'(K,) '
| Montrer que les triangles directs K;K'0 et K;0K" sont isocéles rectangles en K, et |
: que K’ € (CP) et K” € (CP). .
| c. En déduire que les droites (AU), (BN) et (CP) sont concourantes. |
' d. Montrer que les droites (0OK;) et (PC) sont les bissectrices de I'angle des droites (BN) 1
i et (AU). i
. 3. a. Montrer que les points 0, K,, A, N d'une part, et K,, A, L, B d'autre part, sont .
' cocycliques. Quels sont les centres des cercles auxquels appartiennent respectivement !
| ces points ? |
. b. Calculer 2(K,0,K;L). On pourra écrire : (K;0,K,L) = (K,0,K,4) + (K;4,K/L). :
| Que peut-on en conclure ? I
' 4. On admet que : .
| - Les droites (0T), (BP) et (IN) sont concourantes en un point noté K. |
' - Les droites (AC), (OI) et (UT) sont concourantes en un point noté K,. '
! Montrer que les droites (0K,), (AK;) et (BK3) sont concourantes au point K, orthocentre !
I du triangle HJL. |
: :
| |
] 1
. |
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Evobléme 9

Partie A : Dans tout ce paragraphe, x désigne un nombre réel et t une variable réelle.
1. En utilisant la formule d’intégration par parties, démontrer que I'on a :

X

X
f tetdt = xe* — f eldt.
0 0

En déduire, par un calcul de I'intégrale [(x — t)e'dt, que :

X
e"=1+x+f (x — t)e'dt.
0

—tn .
2. On considere l'intégrale f:%etdt, ou n € N*,

Démontrer I'égalité :

etdt eldt.

s nl “m+D ), (m+ 1)

fx (X _ t)“ . Xn+1 X (X _ t)n+1

3. Démontrer, par récurrence sur n, la formule :

x? x" *x-"
eX=14+X+—+t 4 —4+ etdt.
2! n! 0 n!

4.0n pose £,(x) = = [** L etqt,

X190 nt
Montrer que :
lime,(x) = 0.
x—0

Partie B : On pose :

2 n

]

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

X X 1 0 I

P,(x) = 1+x+g+---+ﬁ B f (1-tretdt, J, =f (1+ t)"etdt .
' ' 0 -1

1

1. Pour (a,b,c) € Z3, on pose H=ae+b + ce™!. |

Dans les deux premiéres questions, on suppose : |a| + |c| # 0. '

a. Montrer que : !

n'H = n! [aP,(1) + b + cP,(—1)] + al,, + (1) 1¢],,. |

b. Montrer que : :

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

!

<, <—— et — <], <——
n+t1-""n+t1 °© e(n+1)_]“_n+1

En déduire la limite de h(n) = al, + (-1)"*1¢J,, quand n tend vers +oo.
€. Soit Q, = n!H — h(n).
Montrer qu'il existe deux entiers rationnels k et k' tels que :
n'P,(1)=1+kn et n!'P,(—1)=(-1)" +k'n.
En déduire que Q, est, pour tout entier n, un entier, et que le nombre Q, —
[a+ (—1)"c] est un multiple de n.
2. a. Prouver que, si H est nul, alors a, b et ¢ sont nuls.
b. En déduire qu’il n‘existe aucune équation du second degré a coefficients rationnels
dont une racine soit égale a e.

Evobléme 10

On pose E = ]1,+00[ et pour tout x€E:
X
dt

A(X) = m

Partie A
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1. Démontrer que A est définie sur E.
2. Démontrer que pour tout x€E,ona: Inx<x-1.
3. a. Démontrer que pour tout x € [2,+00[, A(X) =In(x—1).
b. Démontrer que pour tout x € ]1,2], A(x) <In(x-—1).
c. Déduire de ce qui précéde les limites de A en 1 et en +0o.
4. Etudier le sens de variation de A et dresser son tableau de variations.
Partie B
1. a. Démontrer que pour tout x€ E, on a :

AW = =gt fmn
b. En déduire que pour tout x € [2,+00[, on a :
A) > X 2
“Inx In2
2. a. Démontrer que pour tout x € E, on a :

AGx) = X 2 N X 2 N X dt
“Inx In2 In2x In22 , In3t

b. Montrer que tout x€E, on a :
X dt lnxet
=[S

,Im3t  J , t
c. En déduire que pour tout x€E, on a :

A =2y X 2 +2flnxetdt
*ZInx Iz In?x In22 2 t3
3. a. Etudier pour t € ]0,+00[ les variations de la fonction :
et
t— @) = =

b. Démontrer que pour tout x € [e3,+0o[, on a :

Inx 4t 3 et X
—dt < f —dt+ (Inx—3) ——
flnz t ln2t3 ln3x
4. a. Déduire de ce qui précede que :
In x
Jim =5 AW = 1

b. Donner l'allure de la courbe (T') représentant la fonction A.

Partie C : On suppose dans cette partie que x € [2,+00[ et n € N*. On pose :

—2 4k 2 tU()—X_ZZ !
Xk = n & eET 'k_oln(xk)

1. Démontrer que pour tout ke N tel que ke [0,n—1], on a :
x—2 1 f"k“ dt x-2 1

———< —<—.
n In(xgy) = Jy,  Int n In(xy)

2. En déduire que :

0<U A <x—2 1 1
SUn(®) - A =— (m m)

3. En utilisant la question précédente, quelle est la plus petite valeur de n telle que U, (x)
soit une valeur approchée par excés de A(x) a 10~ prés pour tout x € [2,10].

Partie D

1. Démontrer que I’équation A(x) = i a une unique solution a et que a € ]2, +o00|.

2. a. Démontrer que pour tout x € [2,+00[, on a :
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A()>X_2
X ~ Inx

b. En intégrant par parties, démontrer que :
X
vx € E, A(x) =xIn(Inx) —2In(In2) — f In(Int)dt
2

c. En déduire que pour tout x € [2,+00[, on a :

x—2 Inx

<AX) <x.In (—)

Inx In2

d. Déduire de ce précede que : 2,3 < a < 2,4.

Evobléme 11 (bac YDauritanie 1994)

" 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
i Dans tout I'exercice, le plan est supposé muni d’un repéere orthonormé direct (0; e;,e3). i
. Partie A .
' Soit a un parametre réel et T, I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M(z) 1
| associe le point M’(z") tel que I'on ait z’ = bz ou b est le nombre complexe défini par : |
] 1 1
! b=-+ia '
| . . 2 |
. . Prouver que T, est une similitude directe. Donner son centre et son rapport. .
' 2. Montrer qu'il existe une unique valeur a, de a pour laquelle T, est une homothétie. !
| Déterminer les éléments caractéristiques de cette homothétie. |
: 3. Montrer qu'il existe deux valeurs a; et a, du paramétre a pour lesquelles T,, et T,, sont :
| des isométries. Vérifier que : T, =T,!. On pose : R=T,, =T,}. |
: 4. Montrer que les isométries R et R~! laissent globalement invariant tout triangle :
| équilatéral centré en 0. |
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
L 1

[y

Partie B

1. Résoudre dans C I'équation : z3 =i.
On désigne par I, J et K les points dont les affixes sont les solutions de cette équation,
Iet J d’ordonnées positives et K d’ordonnée négative. Soient I,, J;, etK, les images
respectives de I, J et K par T,,.

2. Donner les affixes des points I, J; etK; en fonction de a. En déduire que I, € JK),
J1 € UK) et K, € (I]) et cela pour toute valeur de a.

3. Montrer que si a décrit R alors le milieu du segment [J;K,] décrit une droite que I'on
déterminera.

4. Soit I, I'image de I, par T,.
a. Montrer que les coordonnées de I, sont : {y - a? _%
b. Reconnaitre alors I'ensemble X des points I, quand le paramétre a décrit R.
c. Montrer que la dérivée d(0I,)/da du vecteur OI, par rapport a a et le vecteur J;K;

sont colinéaires et que la droite (J;K,) est tangente a Z.

Partie C

On fixe a et on pose pour n entier : T = Id et T**1 =T, o TZ.

Soit D le point de coordonnées (0; —1) et on pose D,, = T*(D).

1. Calculer I'affixe z,, de D, en fonction de b et prouver que :

_ ( -1 )" RE

2cosu

ol u est une mesure de I'angle de la similitude T,,.

Quelles sont les valeurs de u pour lesquelles la suite (|z,|) est décroissante ?

Zy

10/23



Mathématiques Terminale C/2023-2024 Pr. Sidi MAJOR
2. Calculer :

n
IBaDarill et Su= ) BByl
p=0
3. Comment faut-il choisir g pour que la suite (S,) admette une limite finie quand n tend
3n

vers +00 ? Donner la valeur de cette limite dans le cas ou u = -

Evobléme 12

Partie A

1. a. Résoudre I'équation différentielle (E) : y’ = 2y + 2.

b. Soit I'’équation différentielle (E") : y’ =y + 2e7.

Montrer que f est une solution de (E’) si et seulement si g définie par g(x) = eXf(x) est
solution de (E).

Déterminer alors les solutions de (E’).

Montrer que f(x) = e¥ — e™* est la solution de (E”) qui s’annule en 0.

Dresser le tableau de variations de f.

Construire la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0 ;1,j).
. Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 et expliciter I'expression de f~1(x).
oit la fonction H définie sur R par :

nao ocoo

f(x)
H(x) =f V4 + t2dt.
0

a. Montrer que H est dérivable sur R et calculer H'(x).
b. En que pour toutxe R, on a :

1
H(x) = > (e?* — e™2X) + 2x.
c. En intégrant par parties, calculer I'intégrale :

f(X) tZ
[
0 4+ t2
Partie B
Pour tout n € N*, on considére la fonction définie sur R} par :
1

fx)
F,(x) :f1 (1+ Int)"dt.
e

1. Calculer F;(x) et lim,_,, o F; ().
2. a. Montrer a l'aide d’une intégration par parties que :

1
For1(®) = ) [1 - Inf(x)]"*! - (n + DF,(X).
b. En utilisant la formule du binbme de Newton, montrer que pour tout n € N*:

3 1 n _
Xl_ginw@[l —Infx)]" = 0.

c. Montrer par récurrence que la fonction F, admet une limite finie non nulle L, lorsque
x tend vers +0o.
d. Montrerque : vneN*, L, =(—1)"e.n!

Evobléme 13

Dans tout l'exercice, n désigne un entier naturel non nul. On considére la fonction f,
définie sur [0,+00[ par : f,(x) = x"e ™. On note C, la courbe représentative de la fonction f,
dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0; 1,7).

Partie A
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1. a. Dresser le tableau de variations de la fonction f,,.
b. Déterminer les positions relatives des courbes C, et C,.,;.
2. a. Tracer C, et C, en précisant les demi-tangentes a |'origine.
b. Calculer l'aire du domaine limité par la courbe C; et les droites : x =0 et x = n.
c. Calculer lim,_, o S,.
Partie B : Pour tout x> 0 et pour tout n> 1, on pose :

F,(x) = f xfn (tdt.
0

t
1. Montrer que pour toutt>0,0na: 0<f;(t)ez <1.
2. a. Montrer alors que, pour tout nombre réel t > 0 et tout entiern>1, on a :

0<f,(t) < e_%.
b. En déduire que, pour tout nombre réel x > 0 et pour tout entiern>1, on a :
0<F,(x) <2
Partie C : Pour tout réel u > 0 et pour tout entier n > 1, on pose :

u

G,(u) = j the tdt.
0

1. a. Montrer que pour tout entiersn> 2 :
G,(u) = —u"e ™ + nG,_4 (u).
b. En déduire que pour tout entiern>2 :

n up
G,(u) = —nle™ Z F + n! G4 (u).
p=2
2. Montrer alors que pour tout entiern>1 :
Jim, Ga() =

3. a. Montrer que, pour tout réel x > 0 et pour tout entier n> 1, on a : G,(nx) = n™f,(x) (f,

étant la fonction définie dans la partie A).

b. Montrer alors que pour tout réel x > 0 et pour tout entiern>1, on a :

1
F,(x) = WGn(nX)-
c. En déduire la valeur de :
lim F,(x).

x—-+00

Evobléme 14

Soit n un entier naturel et F, la fonction définie sur ]0,+oo[ par :
X(Int)" . Xdt
F,(x) = f t_4'dt sin € N* et Fy(x) = f t_4'

1 1

Partie A

1. a. Montrer que F, est dérivable sur ]0,+00[ et calculer F,(x).
b. En déduire le sens de variation de F, suivant la parité de n.

2.a. Montrer que vne N et vx €]0,4+00[, on a :

(Inx)™! n+1
3x3 + 3

Fp1(x) = —

b. Expliciter Fy(x) puis F;(x) pour x > 0.
c. Montrer par récurrence que vn € N, F, admet une limite finie si x tend vers +0o.
On note :

F,(x).

L, = xl—E-ll-noo F, (%)
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Montrer que :

n!
Ln :W.
3. On suppose que n est pair.
a. Montrer que pour0<t<1,ona:

Inp" _ (np)"

t4 t
b. En déduire que pour x€]0,1], on a :
(lnx)““
<-—"
Fu(0) < n+1

Calculer alors lim,_,+ F,(x) lorsque n est pair.
4. On suppose que n est impair.
a. Montrer que pour0<t<1,ona:

(Int)™ - (In t)“.
tr Tt
b. En déduire que pour x€]0,1], on a :
(lnx)n+1

n+1
Calculer alors lim,_, ¢+ F,(x) lorsque n est impair.

5. Dresser le tableau de variation de F, si n est pair et si n est impair.
Partie B
1.PourneN et x>0, on pose :

F,(x) >

Inx
G, (%) :f the3tdt.
0
a. Montrer que vx € 10,4+ 00[, F,(x) = G,(X).

i 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
| b. En déduire que pour toutx>1,on a: |
: :
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
L !

O<F (X) < M
YT on+1
c. Calculer lim,_, o F, (Ve).
2. Pour tout entier n € N*, on pose :
n-1 % e_3t
SD—ZFk(\/E) ; I=f1_tdt
k=0 0

a. Montrer que vn e N*, on a :

b.Montrer que vyne N*, ona : 0 <I-S§, < 2F,(Ve).
C. Calculer lim,_, ;o Sp-
d.Donner un entier n, tel que S,, soit une valeur approchée de I a 1073 pres.

Evobléme 15

Partie A : Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = ﬁ et (Gf) sa courbe représentative
dans un repére orthonormé (0; 1,j). (unité graphique 2 cm).
1. Montrer que f est paire.

2. Dresser le tableau de variation de f. Tracer (Gy).

13/23
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3. Donner une interprétation géométrique de l'intégrale :

0
A= 4f . f(t)dt.
"7
Partie B
1. Montrer que f posséde des primitives sur [0,+00[. Soit F une de ces primitives.
2. Soit la fonction :

( ]0,;[ — R

G: 0
X — f(t)dt

In(tanx)

a. Vérifier que :
t

vVteR ft) =—
)=

i 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I . , . I
: b. Calculer G (Z) et G (x) pour tout réel x de ]0,5[. :
| c. Prouver que vx € ]0;[ : |
1 Tt 1
' Gx) = 3 X 1
! 3. Trouver enfin la valeur exacte de A. !
' Partie C : Soit g la restriction de f a R*. I
| 1. Montrer que g réalise une bijection de R* dans un intervalle J. |
: 2. Tracer (C’g_l), ol g1 est la réciproque de g. .
| 3. Déterminer g~1(x) pour tout x de J. |
1 4. Trouver le réel a de R* tel que f(a) = 1/e. 1
i Partie D : Pour tout n de N*, on considére la fonction H, définie par : i
f(x)
. H, (x) =L (1+Int)"dt. :
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
] 1
] 1
I I
L 1

e

. Justifier que H,, est définie sur R et qu’elle est paire.
. Calculer H{(x) et lim,_,, o H;(X).

. a. Montrer a I'aide d’une intégration par parties que :
n+1

H,,1(X) = f(x)[l + ln(f(x))] — (n+ 1H, ().
b. Montrer par récurrence sur n que la fonction H,, admet en +00 une limite finie non
nulle que I'on notera L,,.
c. Montrer que :

W N

1
vn €N, L, = (—1)“‘1n!g
4. Montrer que H,, est dérivable sur R et que :
vx € R, Hy(x) = f'(X)[1 + In(f(x))]".
5. Discuter, suivant la parité de n, le tableau de variations de H, (on ne demande pas de
calculer H,(0)).

Evobléme 16

Partie A : Soit f la fonction définie sur [Og] par :

1 1 E]O 1'[]
f(x) ={sinx x’ X "2
0, x=0
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1. Montrer que f est dérivable sur [Og] On admet que f’ est continue sur [Og]

2. Justifier I'existence d'un réel M > 0 tel que :
T T
v(a,b) € [0,5] X [0,5], If(b) — f(a)] <M x |b—al.
Partie B : Pour tous entiers n et p > 1, on pose :

n p-1 (k+1)1t
= sz(x) sin(nx)dx et ap, = f( )J sin(nx) dx.
0 k=0
1. Montrer que pour tout (n,p) e NxN*, on a :
M2
|a _anp| S — 4_p

(k+1)m
2. Soit p > 1 fixé. Apres avoir calculé la quantité [, * sin(nx)dx, montrer que :
p

lim o,, =0.
n—-+00 np

3. Montrer que pour tout entier p = 1, il existe un entier N, tel que I'on ait :
1.[2
n=>N, = |o,] SW.
(On pourra utiliser I'inégalité: |a,| < |o, — oy p| + o p))-
Partie C : On pose pour tout entier naturel n
T T
_ Jz sin(nx) dx | JZ sin(nx) d
0 0

- et =
sinx n X

n X.

" 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
| 1. Justifier I’'existence de I, et J,,. |
: 2. Montrer que lim,,_,, (I, —J,) = 0 (Utiliser les résultats de la partie B). :
| 3. a. Exprimer la différence I,, —1,_, en fonction de n > 2. |
. b. En déduire le calcul de I,,q. .
i c. Calculer limy_ ;o Ipgi1- i
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
] 1
] 1
[ I
(. 1

4. En utilisant un changement de variable affine, montrer que :

) KT+ sinu T
lim u=-
k—+00 0 u 2

Donner une interprétation géométrique de cette limite.

Evobléme 17

Partie A : Le but de cette partie est d’étudier la convergence de la suite (c,) définie pour
tout entier n > 2 par :

—1+1+1+ = 1
273 —1

1. Montrer que, pour tout réel x>1, on a :
1 1
X+—1Sln(x+ 1)—lnx$;.

2. On pose, pour tout entier naturel n non nul :

1 1 1
—1+2+3+ +—
a. Prouver que, pourtoutn>1:uy,—1<In(n+1) <u,.
b. En déduire que la suite (u,) est divergente.

3. Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par :
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£(x) 1 1 (x+ 1)
X)=——1In .
X X

a. En utilisant I'encadrement obtenu a la question 1, montrer que, pour tout entier

natureln>1:

0<f()<1 1
= Hn “n n+1

b. Vérifier que, pour tout entier n > 2, ¢, = f(1) + f(2) + --- + f(n — 1). En déduire que la
suite (c,) est croissante et que, pourtoutn>2, f(1)<c,<1-1/n.
c. Déduire des questions précédentes que la suite (c,) converge vers un réel que |l'on
note y.
Remarque : Ce réel y s'appelle la constante d’Euler. Euler a calculé 16 décimales de y en
1734 (y = 0,5772...). Actuellement, on ne sait toujours pas si y est rationnel ou irrationnel.

Partie B :
Le but de cette partie est I'étude de la convergence de la suite définie pour tout entier

naturel n > 1, par :
U - 1in[mod.k]
" n k '
k=1

1. Justifier que :

1 n |n
vn > 1, Un = H; (E - lEJ)
ou |z| représente la partie entiére par défaut du nombre réel z.

-
I

]

]

I

]

]

I

]

]

I

]

]

I

]

]

I

]

]

I

]

]

I

]

]

I

]

]

I

]

]

I Pl : e

' 2. On considere la fonction h définie sur ]0;1] par :
' 1 1
| o[
: On définit la fonction H sur ]0;1] par :

I
]
]
I
]
]
I
]
]
I
]
]
I
]
]
I
]
]
I
]
]
I
]
]
I
]
]
I
]
]
I
n

1
H(x) = f h(t)dt

Pour tout entier naturel n > 1, on pose :

1
va=H()
a. Montrer que :
n-1
vn=>1, V, = 1 <k+1) 1
== “_k_l[“ K k+1]

b. En déduire que :
n
1
vn=>1, V, =In(n) _ZE= —C,
k=2

ou c, est le terme général de la suite définie a la partie A.
c. Déterminer alors la limite de V.
3. Pour tout réel x de ]0;1[, on pose :

-l

1/ny 1
OSf h()dt<——x.
X n

X

a. Montrer que pour tout x de ]0;1][ :

b. En déduire que fol h(t)dt = 1 —y puis donner la limite de U, lorsque n tend vers l'infini.
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Evobléme 18

Partie A : On considére la fonction f de variable réelle définie sur R par :

T __x
f(x) :f e cos?t dt.
0
1. Montrer que pour réel x : f(x) < e * et en déduire la valeur de lim,_, ., f(x).

2. Soit b un réel strictement positif. Montrer que :

1
Vx < b, e"—l—xSEe”.x2

1
Vx>-b, e¥—1—x> Ee"’.x2
3. Soit a un nombre réel. On définit la fonction ¢, de variable réelle x par :
(pa(a) =0
a

m __<

f(x) —f(a z2e cos’t

=() ()+f dt six+#a
X—a 0

@,(x)

a. Soth>0etxde[a—h,a+h]ettde [O,E]. Montrer que :

1 = ja—x\?2 a-—x a-x 1 _ a—x\? a—x
Eecoszt( ) < ecosit —1 < Eecoszt( )

cos2t

cos?t cos?t cos?t cos?t
b. En utilisant cette double inégalité, montrer que ¢, est continue en a.

c. En déduire que f est dérivable sur R et calculer f'(x).
2. Montrer que pour tout x de R :
T 2 2
X 2 Ze—x tan-t
f e du=xf ———dt
0 o Cos“t
3. On pose pour tout x de R : g(x) = f(x?).
Montrer que pour tout x de R :

X
g x)= —Ze‘xzf e ¥ du.
0

. _ X _—t? 2

4. On pose pour tout x de R : h(x) = g(x) + (Jf, e"* dt) .
Calculer h’(x). Que peut-on en déduire ?
5. Déduire de ce qui précede la valeur de :

X

- _ 42
lim | et dt.
xX—+00 0

Partie B : On considére la fonction F définie par : F(x) = f:e‘tzdt.
1. Montrer que F est définie sur R et étudier sa parité.

2. Etudier les variations de F.
3. Construire la courbe (€f) représentant F dans un repere orthonormé.

Evobléme 19

Le but de cet exercice est de montrer que :

2n+1
Vn = 3, m(2n + 1) > In(2) X

In(2n + 1)
ou m(x) désigne le nombre d’entiers premiers inférieurs ou égaux a x.
1. Soient n et p deux entiers naturels. On pose :

Ipn = fol xP(1 —x)"dx
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a. Calculer I,o et I,4. ’
b. Calculer Iy, et en deduire I, ,.
c. Etablir, pour n > 1, la relation :

n

Ip,n = p+1 Ip+1,n—1

En déduire que
n!p!
o = Gt p+ D1
d. Calculer I,,, en utilisant la formule du bindbme Newton pour le développement de
(1 —x)" puis en déduire |'égalité :
(n))? Z (—1kck

2n+1)! Zin+k+1
k=0

2.a. Soit D, le PPCM des entiersn+1,n+2,...,2n + 1.
Montrer qu'il existe un entier naturel a > 1 tel que :
o (-DRCk  a
n+k+1 D,
7 - k=0
b. En déduire que :
(2n +1)!
(2 -
c. Soit D, =[IX,p;" la décomposition en facteurs premiers de D.
Justifier que pour tout i compris entre 1 et k, p;* divise I'un des entiers n+1,n +
2,..,2n + 1. En déduire que p;" < 2n + 1 puis que k < m(2n+ 1).
3. a. Montrer que D, < (2n + 1)™@n+D),
b. Montrer par récurrence que pour tout naturel n > 3 :
(2n +1)!
(n1)?

© 1
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
D, >

| " I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
I c. En déduire la minoration annoncée en début de l’'exercice. I
: :
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
1 [ ]
1 [ ]
| I
(N 1

> 22n+1

Evobléme 20

Le but de cet exercice est de démontrer que I'ensemble des nombres premiers est infini.
Pour cela, on va démontrer que si I'ensemble des nombres premiers est fini, alors on ne
peut pas décomposer en facteurs premiers tous les entiers naturels de 1 a n pour n
« assez » grand.
On note P I'ensemble des nombres premiers et on suppose que I'ensemble P est fini. On
peut alors écrire : P = {py; p2; ..., Pk}, OU k est un entier naturel non nul et p; < p, < - < pg.
Soit n un entier naturel fixé, on suppose que la décomposition en facteurs premiers de n
s’écrit :

n=p,;9m x p,%2M™ x _ x p %™ oU a;(n) est un entier naturel éventuellement nul.
1. Démontrer que pour tout i de [1;k] : p;%™ < n.
2. a. Démontrer que pour tout i de [1;K] :

In(n)
aj(n) < (o)

b. En déduire que pour tout i de [1;K]:

In(n)

In(2)

c. Soit m un entier naturel inférieur ou égal a n et a;(m) |I'exposant de p; dans la
décomposition en facteurs premiers de I’entier m. Donner un majorant de a;(m).

a;(n) <
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3. On a supposé que I'ensemble P est fini et contient k nombres premiers distincts deux a
deux. Donc décomposer un entiers m inférieur ou égal a n, c’est choisir un k-uplet de la
forme : (ay(m); ay(m); ...; oy (m)).
a. Démontrer que le nombre de ces k-uplets est majoré par :

In(n)\¥
(ln(Z))
b. Démontrer qu‘alors :
< (ln(n))k
In(2)
4. a. Démontrer que la quantité :

(ln(n))k

In(2)
n

tend vers 0 lorsque n tend vers +o.
b. En déduire que si n est « assez grand », alors :
(ln(n))k
n> In(2)

n
5. Conclure.

Evobléme 21

-
]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

]

I Soit n un entier naturel non nul. On considére la suite (H,) définie par :
: H,=1+ ! + 1 +- !

| "7 49 n2

' 1. Montrer que les suites (H,) et (Hn +%) sont adjacentes.

]
| 2. Pour tout réel x, on pose :

1 Gp(0) = i[(x — D™ — (x +1)>"*]

i a. Montrer que :

. Ga(x) =2(2n + 1)x?" — 2C30 2202 ... 4 2(—1)n—Pc§}:+1x2P + -+ 2(=1)"
i b. Montrer que les solutions de I’équation G, (x) = 0 s’écrivent sous la forme :
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
]
L

2n+1)' k€ [1,2n]

c. Vérifier que : VK€ [0,n—1], Xyp_k = —Xgk41-
d. En déduire que :

Xy = —cot(

n

Ga(®) = l(l_[ (Xz — cot? (2: : 1))>

k=1

ou A est un entier naturel.
3. En exploitant les questions 2.a. et 2.b., établir que :

o, km 2n(2n —1)
(i)
; 2n+ 1 6

4. En utilisant la double inégalité :

cot?(0) < — < 1 + cot?(8) pour 8 € ]o E[
92 '2

En déduire que :
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n? 2n(2n-1) nm? n? 2n(2n-1)

- — 7 < - -~ @7
6 Zn+1? ~ I =Gny1zt e X @n+1)2
5. En déduire la limite de la suite (H,).

Evobléme 22(Lquations de droites et de cercles en complexes)

i 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
: Le plan complexe P étant rapporté a un repéere orthonormé direct (0; u,v), a tout point M .
| de coordonnées (x,y) , on associe son affixe z = x + iy. |
' Partie A 1
i 1. Etant donnés un nombre complexe non nul w=u+iv, u et v réels, et un réel h, i
. déterminer I'ensemble des points M dont |'affixe z vérifie wz + wz = h. .
' 2. Soit D la droite dont une équation est ax + by + ¢ = 0 avec a, b et c réels et (a,b) # (0,0). !
| Trouver un complexe non nul w et un réel h tels que D soit I'ensemble des points dont |
: I'affixe z vérifie la relation wz + wz = h. .
| Partie B |
' 1. Etant donnés un complexe w et un réel k, déterminer I’ensemble des points M dont '
i I'affixe z vérifie la relation zz—wz—wz+ k=0 (On aura a discuter suivant le signe de i
: lw|? - k). ,
1 2. Soit C le cercle de centre le point de coordonnées (a,b), de rayon R. 1
| Trouver un complexe w et un réel k tels que C soit I'ensemble des points dont |'affixe z |
: vérifie la relation zz—wz—wz+k =0. '
| Partie C |
' On note P* I'ensemble P — {0}. On considére |'application f de P* dans P* qui au point M '
i d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ tel que : i
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
L 1

z' =

NI| b=

1. Montrer que pour tout point M de P*, les points M et M’ = f(M) appartiennent a une
méme demi-droite d’origine 0.

2. Montrer que f est involutive (f est une involution si et seulement si f est une bijection
de P* sur P* égale a sa réciproque). Préciser I'ensemble des points invariants par f.

3. a. Soit (D) une droite ne contenant pas le point 0. En utilisant les parties A et B,
déterminer I'image de (D) par l'application f.

b. Soit U une droite contenant le point 0. Déterminer I'image de U* = U — {0} par f.

4. Soit C un cercle passant par 0. Déterminer I'image de C* = C — {0} par f.

Partie D

1. Soient A et B deux points de P* d’'images respectives A’ et B’ par f.

Exprimer la distance A'B’ en fonction des distances AB, OA et OB.

2. Soient un cercle C passant par O et trois points R, S et T sur ce cercle tels que 0O, R, S et
T soient deux a deux distincts et tels que le point d’intersection des droites (OR) et (RT)
appartienne au segment [RT].

Montrer que : OS.RT = OR.TS + OT.RS (on pourra considérer I'image par f de C* et
utiliser le fait qu’un point B appartient a un segment [AC] si et seulement si AB + BC =
AC).

3. Soient trois points R, S et T du plan P tels que 0, R, S et T soient deux a deux distincts

et tels que :
OS.RT = OR.TS + OT.RS
Montrer que les points 0, R, S et T sont cocycliques ou alignés.
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Evobléme 23

Dans un plan (P), rapporté a un repére orthonormé direct (0O; e;, e;), on donne deux
points fixes et distincts F et F'. On suppose de plus que la droite (FF') ne passe pas par O
et que les distances OF et OF' ne sont pas égales.
On désigne par f et f’' les affixes de F et F'. Soit I'équation du second degré en X :

X2 —A(f+ )X+ Aff’ =0
(A étant un réel non nul). On désigne par m et m’ les racines de cette équation et par M
et M’ leurs images.

1. Quelles relations lient m, m’, A, f et f ? En déduire que les couples de droites (OF, OF’)

et (OM,0M’) ont les mémes bissectrices.
2. Vérifier que :

m-f)(m—f") (m’—f)(m"—f") 1
mZ = 2 =1 .
En déduire que, si A €]0,1[, la droite (OM) est une bissectrice de (W,W) et (OM') une
bissectrice de I'angle (W,W).
3. Soit s l'affixe du milieu S de [MM’]. Quel est le lieu du point S lorsque A varie?
Démontrer que le point ®, d'affixe ¢, définie par :
2 1 1

]

I

1

1

I

1

1

I

1

1

I

1

1

I

1

1

I

1

1

I

1

1

I

1

1

I

1

1

eI F |
n‘appartient pas a cet ensemble (On ne cherchera pas a construire ®). '
4, Etablir la relation : |
m — m’)? !
sts— @) = B |
Quelle est la bissectrice de (SO,5®)? .
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1
1
I
1

5. On suppose désormais que, a étant une longueur donnée :
(e_’ﬁ‘))—E (?W)—gj f+f’—2a(cos(3—“)+isin(3—n))
LR T v T4 B 8 8
Construire F et F'. Calculer ¢ et démontrer que @ est le symétrique de 0 par rapport a
la droite (FF").
6.0n pose @ = (&;,0M) et r=OM. Démontrer que :
_aV2  sin(20)

e )

r

Evobléme 24
\/§ 2T

Soit I'application f: C - Ctelle que f(z) =z+j*zZ ou j= —§+ i = e's.

1. Calculer f(i), f(j), f(i+j).

2. Montrer que vz € C, j.f(z) € R.

3. Montrer que vz € C, |f(z)|? — 2|z|® = 2Re(jz?).

4. Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0; €5, €;).
Déterminer les deux ensembles : (E;) = {M(z)/f(z) = 0} et (E,) = {M’(f(z))/z € C}.

. Résoudre dans C I'équation : f(z) =j.

.Onpose fl =f et f"=fof"1 pour tout entier n de N*.
a. Déterminer f2?, f3 et f*4.

a n
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b. En déduire I'expression de f"(z) en fonction de n, z et j.

7. Soit a, b et ¢ trois nombres complexes.
a. Vérifier que a®+b3+c®—3abc=(a+b+c)(a+bj +cj)(a+bj+cj).
b. Soit ABC un triangle et a, b et c les affixes de A, B et C. Montrer |’'équivalence :

ABC équilatéral
ou o a®+b3+c3—3abc=0
de centre de gravité 0
c. Résoudre dans C I'équation (E): z3—-3iz+1—-i=0.

Evobléme 25

i 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
: Les trois parties A, B et C sont indépendantes et peuvent étre traitées séparément. :
| Partie A |
' Soient n + 1 réels a,, a4, ..., a, tels que ag > a; > -+ > a, et soit le polyndme : .
! P(z) =ay+a;z+ - +a,z" !
I 1. Montrer que pour tout nombre complexe z : I
] 1
' |(1 - 2)P(2)| = ag — [(ag — ay)|z| + (a; — a)|z[* + - + (ap_1 — ay)|2|" +a,[z["*"] '
| 2. Soit f définie sur ]0,+0o[ par : |
: f(x) = ap — [(ag —ay)x + (ag — ax)x? + - + (ap_1 — ay)X" + apx™*1] :
| Quelle est la monotonie de f ? |
' 3. En déduire que toute racine z du polyndme P est telle que |z| > 1. .
' 4. Vérifier ce résultat avec P(z) =1 +z +z? +--- + z". !
I Partie B I
: Soit p un entier naturel non nul et I’équation suivante d’inconnue z : :
I - I
' (Ep) : pzl’=zl"1+zl"2+~~~+z+1:Z:zk '
] =0 1
| On rappelle que pour tous nombres complexes z,,2,,...,z,, Oh a : |
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
] 1
L 1

n

n
Sal S
i=1 i=1

1. Dans cette question, on se demande si (E,) peut admettre une solution de module
strictement supérieur a 1. Soit z une solution (E,) de module r > 1.
a. Montrerque : pxrP(r—-1)<rP-1
b. Soit f la fonction définie sur [1,+00[ par f(x) = pxP™! — (p + 1)xP + 1. Etudier les
variations de f.
c. En déduire que I'on ne peut pas avoir f(r) < 0. Conclure.
2. Soit e'® une solution de (E,) de module 1, autre que 1.
a. Justifier I’égalité :

ei(pJ,Tne _ sin (pTZ) |
psin(3)

b. En déduire que p = —1. Conclure.
Partie C
Soit P(x)=X"+a, (X" '+a, ;X" 2+ +a,X*+a,;X+a, un polyndme de degré n>2, a
coefficients complexes. Si a4, a5, ..., a, sont les racines de P, on pose :
R = max(|as], |az], ..., |ay]) et A =max(|agl, |a4], ..., |an])
1. a. Montrer que si z est une racine du polynbme P, alors on a :
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n—-1
Iz|" < A(lelk).
k=0

b. En déduire que si z est une racine de P, alors : |z| <A +1.

c. Quelle relation peut-on en déduire entre R et A ?

2. Application : Soit le polynéme Q(X) = (2 +i)X3 — 7iX? + (9i — 2)X — 3i.

a. En se basant sur les coefficients du polyndme Q, expliquer pourquoi on est s(ir que
les nombres complexes suivants : 5+2i, —-2+4i et 4-iV/2 ne peuvent pas étre
racines du polynéme Q.

b. Expliquer pourquoi on est en doute quant aux nombres complexes :

4+i, 2-3i.

<
=
0]

0
>
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